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vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
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FRACTIONS  CONTINUES. 

*      ■  - 
1 .  La  première  idée  des  lyactions  confioues  appùtlent  k 

BfotmekeT',  c'est  lutj^m.^ur  Ja  première  fr^,  a  donné 

l'expretfion^ 'an  rapport,  sous  la  forme  d'wie  Uractlon  cod- 

tiDoe  :  il  a  trouvé  que  le  rapport  du'  quarré  circonscrit,  k 

l'aire  du  cercle ,  est  exprimé  par  la  fraction  continue 

.    '+-^      •    •'  "    '■  ■ 

»  2J — — 

^2  +  etc. 

Ob  i^ore  coomteat  il  est  parvenu  è  ce  résultat. 

fVtUlii  à  qui  l'on  doit  bAe  autre'  eipitssiOB  du  même 

.'    *i.3.3.5.5.7.7.9.etc.  *'    ,        ^,  ,    ', 

rapport ,  qui  est  --—  .- .,  a  démontré,  danal'ou- 

1.2, 4. 4. $.6. 8. 8. etc. 

mge  intitulé  :  ^Ê^m^xea  infinHoTvm ,  que  la  fraction  con- 
tinue de  Brtyvntker,  pst  réductible  b  cette  dernière  expres- 
sion ;  et  de  plus ,  il  a  donné','  dans  le  même  ouvrage ,  des 
Arh.  4ï  UiAEn.  i.  ■  1 
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règles  générales  pour  conyertir  on  lyaclions  ordinslres ,  pla- 
sieurs  espèces  de  fracUoDS  continues.  Hais,  on  ne  trouve 
dans  le  Traité  de  Mollis,  aucune  notion  sur  les  propriétés 
des  fractions  réduitet  ou  eoavergenla.  La  découverte  de  ces 
propriétés  qui  forment  lu  partie  la  plus  importante  delà  théorie 
élémentaire- des  fractions  conlîflues,  est  due  a  Huygkens ;  il 
y  tat  conduit  par  les  recherches  qu'il  dut  laire  au  sujet  de- la 
cODStroction  de  son  aatomate  planétaire.On  peut  consulter 
à  cet  ^lard  l'ouvrage  intitulé  :  Descriptio  automati  platutarii. 
Muyghenâj  donne  les  règles,  qui  sont  aujourd'hui  géoéra- 
lemrat  connues,  pour  convertir  en  fractions  continues  les 
fracUons  ordinaires.  Il'dâmontre  les  propriétés  des  réduiltt, 
et  celles  des  fractions  intermédiaires,  insérées  entre  les  ré- 
duitas  successives.  L'application  qu'il  a  fait*  de  ces  ftactions 
intermédiaires,  montre  leur  utilité,  et,  pour  ce  motif,  il  serait 
peut-être  convenable  de  les  mentionner  dans  les, Traités 
élémentaires. 

Depuis  Huyghens ,  plusieurs  autres  géomètres  ont  consi~ 
déré  les  fractions  continues  d'une  manière  plus  générale, 
sous  le  double  rapport  de  la  théorie,  et  des  applications  qu'on 
en  peut  faire.  Nons  citerons  -. 

EuLBK  (  Commentaires  de  Péler^murg  ). 

Jean  Bbknoolli  (  Recueil  pour  ht  astronomes  ). 

Lagrange  (  JUémoires  de  fAcadinùe  de  Berlin,  pour  les 
années  1767  et  1768). 

Waring  {JUedittUionetatgebralcee}.  ■'_ 

Legendre  (  Théorie  des  nomftreï  '  ). 

Lc$  recherches  d^  Lagrange,  présentent  surtout  le  plus  ' 
grand  intérêt.  La  méthode  qu'il  a  donnée  pour  exprimer  en'- 
fracUons  continues  les  racines  d'Une-  équation  numérique , 
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est  exposée  dans  tous  les  traités  d'algèbre  ;  Lagnage  j  a  Joint 
plo^ore  obsemtiODs  atUes  que  nous  aurons  soin  d'examiner 
dans  un  des  articles  qui  feront  suite  à  celui-ci ,  dont  nous 
allons  maintenant  indiquer  l'objet  principal. 

On  sait  que  toute  fraction  continue  périodique  est  une 
racine  Incommeosurable  d'une  équation  du  second  degré  à 
coefflcleats  rationnels.  Cette  proposition ,  facile  à  démontrer, 
est  depuis  longtemps  connue.  Mais ,  Lagrange  est  le  premier 
qui  soit  parvenu  à  démontrer  la  proposition  inverse,  c'est-à- 
dire  que  :  a  Le$  racines  incomrniuurabtes  d'unt  équation  du 
'  aeconi  degré  à  eoe/JiiMnti  rationnels,  s'e;cpriment  en  frac- 
»  fûmt  «mfinues  périodiques.  »  Cette  démonstration  peut 
ètxe  présentée  d'une  manière  très-simple;  elle  est  tout  à  fait 
éténwDtaire,  car  les  connaissances  qu'elle  suppose  ne  s'éten- 
dent pas  au  delà  des  équations  du  second  degré  :  c'est  ce  que 
je  me  suis  proposé  de  l^ire  Toir  dans  ce  premier  article. 

Et  d'abord.  Je  ferai  quelques  remarques  sur  les  Ihictions 
conlÏDues  périodiques ,  et  les  équations  du  second  degré  qui 
en  résultent. 

S.  Je  nommerai  fnction  inverse  d'une  fraction  continue 
donnée  < 

*  '"d 

l'on  bnne  en  écrivant  en  ordre  inverse  les  quotients  în- 
«Hnplets  de  la  première. 

La  fraction  continue  inverse  de ~  ,  sera  de 
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En  considénat  d'abord  ane  fraction  «mtfnae 

-+,7' 


plus  grande  que  l'unité  :  si  l'on  désigne  par  ^ ,  ^  ses  deux 

dernières  réduites ,  je  dis  que  les. deux  dernières  réduites  de 

rinyene ,  seront  qI  -  q- 

Cela  résulte  simplement  de  la  régie  que  l'on  donne  pour 
forma'  les  réduites  successives.  En  eiïet,  les  réduites  de  la 

(faction  proposée  étant  - ,  — ^,. ...,  =  ,  ^„-^i  on  sait  que 

R  =  Qr  +  P,et  Q  >P.  Par  conséquent,  si  l'on  divise  R  par 
Q,  on  aura  pour  quotient  r,  et  pour  reste  P.  De  même,  en 
divisant  Q  par  P ,  le  quotient  sera  7 ,  et  le  reste  sera  le  nnmé- 

P 

ratenr  de  la  réduite  qui  précède  ^.  Et  ainsi  de  suite ,  Jusqu'^ 

ce  que  l'on  scdt  parvenu  à  la  difisîmi  de  ab-\-i  par  a,  qui 
donnera  le  quotient  ^  et  le  reste  t .  Mais ,  ces  divisions  suc- 
cessivee  sogt  précisément  celles  qu'il  Eant  faire  paur  réduire 


nous  voulions  démontrer. 
Lorsqu'une  fraction  continue  est  moindre  que   l'unité  ; 
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R'R' 

peut  le  conclure  immédiatement  de  ce  qui  vient  d'être  dé- 
moutré,  car  la  fraction  proposée  et  l'inverae  de  cette  fraction 
sont  les  QBOtients  obtenus  en  divisant  l'anité  par  deux  frac- 
tions continues  Inverses  l'une  de  l'autre ,  et  plus  grandes , 
toutes  deux ,  que  l'anité. 

3.  T&ute  fraction  contimie  périodique  timplt  ett  racine 
d'une  iqtiation  du  geeond  degré  à  coeffiàmt»  raHotmel»,  dont 
/«s  nemeg  $ont  de  tigneê  eontrairet;  Vune  plus  grande  et 
rmUre  moindre  que  l'unité.  Et ,  $i  Von  détigne  par  a  la  frac- 
tion continue  invene  delaft  action  propoiée,  la  racine  négative 

1 

aura  pour  expression  -~  ". 

EnelTet,  considérons  en  premier'lieaflne  nncttonmaliiHie 
périodique  simple  a 


que  l'unité.  Soient  ^„  -^  les  deui  dernières  réduites  de  la 
g    R 

partie  périodique  »  H ;  et  *  la  valeur  in- 

connue  de  la  Traction  considérée.  ' 

On  aura  ■r=  -  ;-  ^ç^  et  par  suite, 
Rj-i-V 

RV+(Q'-R)j;— Q=0 (1). 

Cela  posé,  dérignoos  par  y  la  valeur  de  la  fraction  continue 
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périodique  simple  r  -\- 


b+- 


Ib  propoaée.  Lesdeax  dernières  réduites  de  la  partie  périodi- 
que r-^ seroDt,  (d°  S).  ™.  k  .  P"  consé- 

quent,  j'  est  la  racine  positive  de  l'équatioii  y  =  -    T-rf> 
qui  se  réduit  i 

Qr'+((y-R)j'-R'=o m- 

Hais,  si  l'on  remplace  dans  l'équation, 

R'x'+(Q'— R)ar— Q=0.  Jpar  — -, 
on  obtient  mccessivement  : 

p  -  ^^7^  -0=0  :      Qr'-HV!-l>.)}-«=0--   « 
Et  par  cela  mftme,  on  roit  que  la  racine  négative  de  l'équa- 
tion K'a*+ (Q'—Rjx —Q  =0,  est —- ,    c'est-i-dire, 
.  C'est  ce  qu'il  I^Uait  démontrw. 


'    r+etc. 
SI  b  fraction  continne  proposée  est  moindre  que  l'unité, 

:omnie ;  en  U  repréeuttant 

■   .a-\ 

«+ — r 


fl+etc. 
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par  X-,  et  nomniant  z  le  dénominatear  a  +-r-. —  .  àul 
t4-etc.    ^ 

■  est  une  fracUoD  continue  périodique  plus  grande  ^e  l'uDité , 
on  aora  x=  -.  Les  racines  de  l'équation  do.eecond  degré, 

en  z,  seront,  comme  on  vient  de  le  voir,  a  +  ', ,  et 

o  +  elc. 

^    1  ;  en  reportant  ces  valeurs 


dans  ta  relation  a-  =  -,  on  en  conclura  que  les  deliK  valeurs 
dej^sont et~(r-| j 

La  proposition  énoncée  est  ainsi  vériDée  dans  tpOE  les  cas. 

b.  Toute  fraction  continue  périodiqve-mixle,  dont  la  pé- 
riode eapréeétUe  de  plunewt  guotieftls  incomplets,  ett  raànt 
ttuMéqiÊalion  du  teeond^gri  d  eoef^enti  rationnai,  et  qui 
a  let  racine»  de  même  ligne. 

Supposons,  par  axeoiple,  que  dans  la  Traction  .fontbiue 
pnqK)«ée,  la  période  commence  au  quatrième 'quotiAt  in- 
comiriet  ;  cette  fraction  sera  de  la  forme 


a  -\-etc. 
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n-|-etc. 

nombre  quelconque 'de  fractions  intégrantes.    Soient  x  la 
valeur  de  la  fraction  périodique-nixte ,  et  j-  la  valeur  de  la 


partie  périodique  a  -j —  ;  on  aura  d'abord 


-P     O 
Pois,  nommons^,  ^  les  deux  dernières  réduites  de  la  par- 
tie non  périodique  a  -" , 

DiëreB  réduites -de  la  période  a+^ :  il  en  résultera 

deu  dernier»  équations  conduit  évidemment  à  une  équa- 
tion dn  second  degré  dont  les  coefflcfents  sont  ntiondels  ;  il 
re^  &  démontrer  que  les  deux  racines  de  cette  éqoatioD 
sont  poriiires,  lorsque  la  période  est  précédée  de  phjdears 
quotients  incomplets. 

Pour  obtenir  les  deux  valeurs  de  r ,  it  suffit  de  remplacer 
soccesdvement  ^   par  ses  deùi   valeurs  dans  réqufiUoD 

..  Tout  se  réduit  donc  i  fisire  voir 
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qa*Mi  rem^aont^  j  pur  sa  valeur  négative  t|ot  est,  (  n-vS  ) , 

^  ,  il  en  résulte  pour  x  une  valeur 

«H r  : 

'+::t^-  ■::  ■ 

podtive.  -'  ^  ■■ 

La  sobstitntioD  donne 


c-f-eic. 
Or,  siiestplnsgnudqiietf,  la  valeur  djifSc  est  éridemiii«it  . 
po*ittve,  puisque  le  nombre  rnUer  et  positif  i—  c  est  au  taoias  ■ 
égal  k  l'unité.  Si  4  est  plus  petit  que  c,  la  fraction 


est  négative ,  mais  sa  valeur  absolue  est  moindre  que  l'usité  ; 
est  un  nombre  positif,  et 


S—c—- 


par  conséqueut ,  la  valeur  de  x  est  encore  positive. 
Od  ne  peut  avoir  *=c,  car  si  cette  égalité  existait,  fa  pé- 
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conmeDcenM  su  quotient  incomplet  J;  ce  qui  est  conb«in 
à  l'hypothèse. 

H  résulte  de  cette  dis<;^usaon  que  les  racines  de  réquation  du 
second  degré,  dont  une  frAction  continue  périodique-otlxte 
est  racine,  aura  tottjoars  ses  deux  radaes  de  m6nw  signa 
lorsque  le  Domtv«.des  quotients  incomplets  S,€,  etc.,  qui 
précèdent  la  période,  estaiLmoIns  égal  k  deux. 
■  Au  reste,  on  peut  transformer  la  TracUon  continue 


o  +  etc., 

en  une  autre  datls  laquelle  toutes  les^ctions  intégranlèe 
seront  positives.  Il  existe  À  cet  égard  une  règle  trè^-simple 
que  l'on  déduit  de  l'égalité  snirante 


«+- 


^^c+etc. 
Pour  rérîBer  d'abord  cette  égalité,  posons 

Il  en  résultera  : 
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De  régtUté  que  noos  Tenons  d'ételilir,  on  conclut 
I  1 

H- 7  =+ 7- 

«+ r  «+ r- 


(»_C) _  (J_c_l)+_ 


Si  i — c  est  nn  nombre  positir  plus  grand  que  l'unité,  toutes 
les  fractions  intégrantes  de  la  IVaction  continue 


•+ 


sont  positiTes ,  et  la  transformation  proposée  est  elfectuée . 
Si    '  —  c   est    égal   à    l'anîté,    la  fractiOD    continue 


serédattàa+  - 


et  tontes  les  fractions  intégrantes  sont  encore  positives. 

Enfin,  lorsque  la  diflérence  S  —  c  est  native,  on  peut 
écrire  la  fraetion  a  ■+■ —  soos  ta 

S+- -. 


(J_C) j. 


a+otc. 
et  l'on  rentre  ainsi  dans 


(o-J)  + 
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6.  Une  fracUoacoDtiDuepériodiciue-ffilite,  dont  la  période 
est  précédée  d'un  seul  quotient  incomplet  peut  donner  lieu 
à  une  équation  du  second  degré  dont  les  racines  aient  des  '^ 
signes  contraires.  Cela  arri?e ,  lorsque  le  quotient  inconi[4et 
qui  précède  la  période  est  moindre  que  le  dernier  quotient 
incomplet  de  la  période.  Mais  alors,  les  racines  dç  l'équation 
sont  toutes  deux  plus  grandes ,  ou  toutes  deux  plus  petites 
que  l'unité. 

£n  effet,  supposons  que  la  fraction  continue  donnée,  plus 
grande  que  l'unité ,  soit  a  -\ ,  la  période 

a-\ 2~-        ooBineDçaDt  ausecoid  quotient inoca- 

b-l 

'  c  +  ctc. 

plet,  et  c  représentait  le  dernier  quotient  de  la  période. 

T^  seoonde  racine  de  l'équation  du  second  degrésera,  oomme 
onvient  dele  voir  (n'*),  o— c- j- 

Lorsque  >  est  moindre  que  c,  cette  racine  est  négative 
mais  sa  yaleur  absolue  {c—a)  -\ ~  surpassera 

l'unité. 
Si  la  fraction  continue  donnée  est  moindre  que  l'unité , 

,    la  seconde  racine  de 
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l'éqnation  du  second  degré,  deviendra 

.  On  ¥Oit  qu'elle  est  négative , 

(.- c) 

'+— -T 

hmqœ  «  est  moiadra  quec,-  et  de  ploe,  sa  valeur  abmlae 
e(t  inférieure  à  l'unité. 


'  c  +  etc. 

LOTsque  le  quotient  incomplet,  a,  quiprécède  la  période 
surpasse  le  dernier  quotient  incomplet,  <;,'de  la  période, 
la  seconde  racine  de  l'éqaatioD  est  positife. 

6.  La  racifu»  ineommmturi^les  iTune  équation  du  weond 
degré  d  eoefficient»  ratimauli  l'expriment  en  fractions  con- 
tinues périodiques. 

Se  considérenii  d'abord  une  équation  du  second  degré  dont 
les  racines  ont  des  signes  contraires. 

Cette  équation ,  dont  les  coefficients  sont  supposés  ration- 
nels, peut  toujours  être  ramenéeàla  totiBti:ax^-\-bx — c=0; 
les  coefficients  a,  c  étant  des  nombres  entiers  positifs,  et  b, 
un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 

Afin  de  simplifier  la  démonstration ,  je  m'occuperai  sépa~ 
rément  de  chacune  des  racines,  en  commençant  par  celle  qui 
est  positive,  et  c'est  pourquoi,  en  résolvant  l'équation.  Je 
placerai  le  signe  plus  devant  le  radical. 

I^  résolution  de  l'éqaation  ax^-\-bx — csdt,  donne  pour 
la  valeur  de  la  racine  positive  : 

_— fr-|-\/6'^4ag_  — f.-l-\/,7 
~  2a  ~         ia        ' 

en  représentant  par  n  le  nombre  entier  i>'+^ac 
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comprise  entre  deux  nombres  eotiergconsécutitïa,  a-^i,  fa- 
ciles à  déterminer.  Le  plus  petit  de  ces  nombres  peut  d'ail- 
leon  âtre  oui. 

SI  maintenant ,  prenant  pour  Inconnue  ta  valeur  de  la  fr«e> 
tion  qu'il  Tant  «Jouter  au  nombre  entier  a  pour  obtenir  la 

racine  p<Mitire,  on  pose  jr=t<-f-  -^  :  il  est  évident  que  ^ 
devra  être  positir  et  plus  grand  que  l'unité. 

Pour  obtenir  la  râleur  de  t',  substituons  >  -t — ;  à  x  dans 
l'équation  (1)  ax'+bx—c=0.  Il  en  résultera  : 

«(-+|)'+*(<+p)-^=o. 

Et  par  suite ,  l'équation  du  second  degré  : 

{aa'+6ï-c}  x"+  (âaa+i)  i^-Hi=0 (2). 

-  Or,  cette  dernière  équation  dont  les  coefficients  sont  des 
nombres  entiers,  a  comme  l'équation  ax'-i-bx—c=di,  dont 
elle  dérive ,  ses  deux  racines  de  signes  contraires. 

En  effet,  les  deux  racines  de  l'équation  (fflo'4-*«—«)  J^'+ 
(2i7a+*  )  jZ+a— 0 ,  substiluées  à  x'  dans  la  relation  x=b.+-^, 
doivent  doaner  les  racines  de  l'équation  ax'+bx — e=0. 
Mais,  une  des  racines  de  ax''\-bx—c=0,  est  positive  et  plus 
grande  que  le  nombres;  l'autre  racine  est  négative;  il  bat 
donc  que  les  deux  valeurs  substituées  h  af  soient ,  l'une  po- 
sitive, et  l'autre  négative. 

Les  racines  de  l'éqnalion  (2)  ayant  des  signes  contraires, 

leur  produit  — .-v^ ^t  négattC,  et  par  conséquent, -le 

coefflcieut  aa'-f^a— <:  est  un  nombre  entier  négatif.  Nous 
poserons: 

c,q,z.<ib,  Google 


et  l'équation  (S)  deviendra  : 

«V+é'j/— «n^;  d  élaot  uo  Doin|)re  entier  positrf,  fr' 
eotier  et 'de  signe  ^elcoogue. 
On  obtiendra  la  racioe  positive  de  réquati«n4^'4~^-^ — ^  ~ '^t  f ' 

«n  nmplaçant  3!,  dàl»  j:%a-|-—,  par  lancine  positiieda 

réqnation  oV'+frV— o=0.  La  résolutioB  4^e ,  a'x"+ 
ifx' — â=9,  donne,  pour  la  valeur  chercha, 

—  fr'+\/*"+*ao' 

Sa-  ■■ 

Et  il  est  facile  de  reconnaître  que  le  nombre  V'-\-\aii 
MHunis  au  radical,  est  égal  â  n ,  c'est-à-dire  h  b'-\-iac.  Car,  ' 
OD  a: 

iaa'=! — 4a{aa'+6i — c)i= — 4a"  a' — iabx-\-^ac. 
Donc,  tf'+ioa'rsd'-l-iflCŒn.    ' 

La  racine  Incommensurable ^ —  ,  sera  comprise 

eotre  deux  nombres  entiers  consécutiË  a',  a'-{-l  ;  on  posera 
x'=a:4-—r,,  et  remplaçant  j:'  par  a'-f  —r.  dans  a'x''  -j- 

JB  ■        ■     ■  .r' 

^j/  —  a  =  0  ,  11  en  résultera  une  nouvelle  équation 
rfV4-fr'V~a'=0,  ayant  ses  deux  racines  de  signes  «m- 
tiaires,  et  dont  les  coelBcients 'a",  6",  a',  sont  des  nombres 
entiers  satis&tsant  à  la  condition:  .&'"-fWi"='J.  C'est  ce 
que  l'on  vient  de  démontrer. 

Le  môme  catcol  répété  conduira  évidemment  à  une  suite 
iodéOnie  d'équations  -  ■ 

ax'-\^bx — c  =  0 
jy  +  ft'a/— a=0 
a'V+6"^:"— fl'^O 
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d«tit  les  coefllcients  soront  des  nombres  entiers  Iléa  entre  eux 
vptfr  le$  relations  :      <  . 

l/"+\a'a"=n. 


Les  nombres  entiers  a,  a',  a"....,  qui  doutent  à  nwins  d'une 
unité,  par  défaut,  les  valeurs  approchées  des  racines  posi- 
'  lives  de  ces  ditTérentes  équations,  seront  les  quotients  incom- 
plets de  la  rmction  continue  i+  - — ■  ■■   ■•        qui  représente 

•  ■  a'-l 

^«'■-f  etc. 

la  racine  positive  de  l'équation  proposée,  aj:'-{-b^'-~-cssO. 

4>our  démontrer  que  cette  fraction  continue  est  pério- 
dique; il  Eufl9t  de  faire  voir  que  l'une  des  équations 
■^x'-\-bx'~c^O ,  ep.,  Sb  reproduit  exactement  dans  la  suite 
d^  calcul. 

.  Or,  les  relations  b'+iac=n,  è"-J-4«''i"=n,'  etci,  mon- 
tTentqutleiscoetncientsentiersa,<i',.'..desprenifer8termes,ne 
peuvent  jam^  sarpaster  -  i  et  que  les  valent  absolues  des 
coefllcientsenUersf',^',.-.  des  seconds  termes  sontuioindresque 
J/n.  Par  conséquent,  si  l'on  désigne  .j>ar  h  le  plus  grand 
nombre  entier  contenB'^a^e  -  ,  et  par  k ,  le  nombre  des  va- 

'  lwrE''cnt}ëres  positives  ou  négatives  maindrts  qne  Kn ,  après 
«voi^bbtena  un  nombre  d'.éqoations  au  plus  égSI  au  produit 
jhi,  il  faudra  que  l'on  retrontu;  une  éfoation  dpitt  les  deux 
.premiers  cocHiIiabts  auront  déjirété  obtenus  potfr  l'une  des 
équations  préct^dcntes.  Cela  étant,  les  derniers  termes  de  ces 
équations  devront  être  é^\ ,  pour  qu'ils  puissent  satisfaire  ii 
la  relation  b'~\-iac=n,  quia  toujours. lieu  entre  les  tnàs 
coefficients  decbacune  des  éqdafions. 
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L'éqiiatioD  qui  se  reproduit  la  première  est  l'équatioii  pro- 
posée ax'+Ox—c^d;  ou  Uen  U  sairante  ii'j:^-f-ôV— a=0. 
Car,  s'il  en  était  autrement ,  le  noinbre  des  coelBciente  in- 
complets <t,  a'...,  précédant  la  période  de  la  Traction  con- 
tJDiie  «  H —~  ,  sertifau  moins  égal  k  deux.  Alors, 


la  traetloa  continue  périodique  x-^~ ,  serait 

"  "•"  b"^  etc. 
racine  d'une  équation  du  second  degré  À  ^coefficients  ràtton- 
nete,  et  qui  aurait  ses  deux  racines  de  même  signe  (  n°  k). 
Cette  dernière  équation  et  la  proposée  cuc^~{-ba- — c^O,  ayant 
uoeracinecomDiuneinciHDniensurable,  et  les  coefflcienis  ra- 
tionnels, devraient  avoir  les  mêmes  rscines;  ce  qui  est  Impos- 
able puisque  les  racines  de  l'équation  a  j:'-|-&.r — c^,  oift  des 
sigues  contraires.  .  • 

On  démontre  immédiatenient  que  la  racine  nég^ive  de 
_  l'équation  proposée  ax'-{-bx—c=0,  s'exprime  en  fraction 
continue  p^iiodiçpie,  en  remplaçant  x,  par  — x  dans  cette 
équation,  La  substitatibn  donne  l'équation  ax* — bx—c=0, 
dont  U  racine  positive  est ,  comme  on  vient  de  le  voir,  ropré- 
sentés  par  une  fraction  continue  périodique.  En  donnant  le 
signe  moim  k  cette  fraction,  on  aura  l'erpression  dg  la  racine 
négative  do  l'équation  proposée. 

CoosidSrons ,  maintenant ,  une  'équation  du  second  degré 
oj?'— &jc-f%s=0,  dont  les  deux  racine^  soient  -positives.  Je 
ferai.d'abord  observer  q1i%  ces  racine»  doivent  être  inégales 
puisqu'elles sontpuppo8éeslnconimertsurables;ej.  |M>ur  plus 
de  précision ,  Je  distinguerai  deux  cas:-  suivant  que'Ia  diflé- 
renee  de  ces  deux  racines  sera  plus  grande  on  plus  petite  que 
l'unité. 
Dans  le  premier,  les  racines  del'équation  «u?' — />x-\-c^O, 

À»K.  n  HuTRita.  I.  3 
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06  peuieot  6tre  toute»  deux  comprises  entre  les  mêmes  nom' 
bres  entiers  coosécutilà.  Je  twnmiGx ,  et  b-{~I  .les deux  nombres 
entier»  consécutif  entre  lesquels  la  plus  grande  des  racines  est 
comprisoj  la  plus  petite  sera  moindre  que  a;  et  par  con- 
séquent, si  Ton  remplace  t  f».T  x-\-  ~,  dans  l'équation 
rt.r* — bx-i-<i=li.  Il  en  résultera  une  nouvelle  équation  en  x' 
qui  aura  une  de  ses  racines  positive  et  plus  grande  que 
l'unité,,  et  l'autre  négative.  Ces  racines  de  signes  contraires 
seront  eiprimées  par  des  Traotions  continnos  périodiques, 
et  en  remplaçant  successivement  r'  par  chacune  de  ces  va- 
leurs dans  l^exprcssion  a-\-  -^^  on  obtiendra  des  fractions 

oonUnues  périodiques,  pour  les  racines  do  l'équatfon  pro- 
posée. 

Lorsque  la  éifférence  des  racineâ  de  l'équation  ax'—bx-^- 
c^O,>est  moindre  que  l'unité ,  les  valeurs  de  c^  racines  peu- 
vent être  Unîtes  deux  comprises  entre  les  nombres  eotiers  j, 
et  a-^i  ;  dans  ce  cas,  l'équation  transformée  en  x',  a  ses  deux , 
EBCines  poBitivesetjilus  grandes  que  l'unité.  SiJas  racines  de 
cette  éqoatton  sont  encore  comprises  toutes  deux  entre  des 
Mmdirefi  entiers  consécntirLa,  a'-f-l,  en  remplaçant •.i-'  par 

a'-fv-T;,  on  aura  une  équation  transformée  en  x",  dont  les 

ricines  seront'  encore  positives.  Mais  ei  continuant  le  calcul 
qui  donne  ces  tt^ntforméës  successives,  on  paryjéhdra  tou- 
jours'ii  up&ét]nati9n  dent  les  deux  racines  ne^sront  plus 
comprises  entre  les  ménris'noncibf^  consécutifs;  autrement, 
les  racines  de  l'équatioti  pi>oposéc  -ax^ — bj^-{-c=fi,  ^erairait 
égales  puiftiirelles  seraient  exfirim^  par  la  même  fraction 
contbtne.  Les  racines  de  l'équation  transformée  suivante 
ayant  des  signes  contraires  seront  exprimées  par  des  fractions 
continues  périodiques  ;  et  par  conséquent,  les  racines  de  l'équa- 


b,  Google 


-  19  - 
lion  propo(é«  auront  elles-mAmes  pour  eipreesions,  des  frac- 
tîoos  coatinues  périodiques. 

Enfin  ,  si  l'équation  proposée  a  ses  deux  racines  négatives , 
on  cbaDgera  le  signe  de  ces  racinesea  remplaçant  x  par — x, 
et,  par  cette  transformation,  on  rentrera  dans  le  cas  pré- 
cédent. 

Le  théorème  se  trouve  ainsi  généralement  démontré. 

7.  La  racine  quarrée  d'un  nombre  rationnel  qui  n'est  pas 
un  qoarré,  est  exprimée  par  une  Traction  continue  périodique 
mixte,  dont  la  période  est  précédée  d'un  seul  quotient  în- 
ctHnpIet. 

En  edèt,  soit  n  le  nombre  considéré,  sa  racine  quarrée 
sera  une  des  racines  incommensurables  del'équationx'— '11=0. 
S)  \/n  était  exprimée  par  une  fraction  continue  périodique 
simple,  les  deux  racines  de  l'équation  j:' — n=0 ,  devraient 
être,  l'une  plus  grande  et  l'autre  plus  petite  que  l'nnité  { n°  S)  ; 
ce  qui  est  impoi^le  puisque' ces  deux  racines  ont  des  valeurs 
absolues  égales.  Il  est  de  même  impossible  que  \/n  donne 
une  Traction  continue  périodique  mixte  dent  la  période  loit 
précédée  de  plusieurs  quotients  incomplets,  parce  que  lei 
deux  racines  do  l'équation  x' — n=0,  n'ont  pas  le  même 
signe  (  n«  ^ }.  Ainsi ,  la  racine  quarrée  dn  nombre  n  donnera 
lieu  à  une  fraction  continue  périodique  mixte,  dont  la  p^ 
rlode  sera  précédée  d'un  seul  quotient  incomplet.' 

Si    le    nombre    n    est    plus    grand  que    l'unité,    on 

auia  |^=n-j ,~la  périqde  étant 

^+ ^ 
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On  en  conclara  {«— «)  -{ = 

et  par  suite  : 

e — 0=1  ;  «=&.  Ce  qui  moatre  que  le  dernier  quotient  de 
la  partie  périodique  est  double  du  quotient  Incomplet  qui 
précède  ia  période. 

Et  de  plUB,  on  aura  d=a ,  c=Uii  et  aiaal  de  suite ,  si  le 
nombre  des  quotients  incomplets  était  plus  grand. 

Lorsque  la  période  de  la  fraction  continue  qui  repré- 
sente la  racine  quarrée  du  nombre  n,  est  composée  d'un 
seul  quotient  incomplet,  ce  quotient  est  le  double  de  celui 

qol  précède  la  période.  Alors,  on  a  :  V  n=a-\ -— 

2<+etc. 

„-{-V  n 
Cette  propriété  des  racbies  quarrées  des  nombres ,  de 
donner  lieu  à  des  fractions  continues  périodiques,  a  été 
ie;iian|uée  par  EcLfea  [  CmKmxnVUixTtt  de  ■  Péta-Aourg  , 
tome  XI  des  nouTeanx }  ;  mais  it  n'en  a  pas  donné  la 
démonstnUon. 


b,  Google 


MÉMOIRE 


COURBES  DU  SECOND  ORDRE  A  BRANCHES  INFINIES. 


•Aa    O.     X.    PAOB, 

L  l'ËcolB  rojrilg  dVUlIcnc  de  U  Fére. 


Let  qtut&ont  qui  fini  le  sujet  de  ce  miiwirt  ont  été  tUjà 
(ra»U€(parH.B&i&flCHOii  (  Mémoire  tur  les  courbes  du  ueond 
ordre,  i^7),  et  pttrit.  Coste  (Armaki  de  mathématiquet  de 
Gbbookte,  tome  nif,  1818). 

PREHIÈRB  fiRne. 

1.  Trois  droites  A'B,  AB*  et  AB  {fig.  i)  tournent  re»- 
pecthement  autour  des  trois  points  flxes  P,  P*  et  P";  le 
point  A  d'iotersectioD  des  deux  droites  AB  et  AB*  est  assu- 
jetti à  glisser  sur  une  droite  flxe  OX  ;  le  point  B  intersection 
des  deux  droites  AB  et  A'B  est  assujetti  à  glisser  sur  une 
droite  flxa  0¥;  cbercbonsle  lieu  géométrique  engendré,  par 
le  point  C  intersection  des  deux  droites  AB'et  A'B. 

Prenons  pour  axes  coordooDés  les  deux  droites  Bxes  OX 
etOY. 

SoieatVt  et  &  les  coordonnées  du  point  P;  a'  et  i/  les  coor- 
donnée?  du  point  P*;  enfin,  a"  et  b"  les  coordonnées  du 
point  F'. 

SeprésentOBS  les  distances  TariablesOA  par  «;  OB  par  p  ; 
OA'  par  >',  et  OB'  par  p'. 
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L'équaUoD  de  la  droite  A'B  sera  : 

Comme  cette  droite  doit  toujours  passer  par  tepointP, 
dont  les  coordonDées  sont  a  et  6 ,  les  îariables  a'  et  p  seront 
liées  entre  elles  par  l'équatioD  : 

L'équatioD  de  la  droite  AB*  sera  -. 

Comme  cette  droite  doit  toujours  passer  par  le  point  ¥, 
dont  les  coordonnées  sont  a'  et  Ô*,  les  variables  «  et  ^'  seront 
liées  entre  elles  par  l'équation  : 

al/  +  ffa'  =<>^. 

Enfin,  la  droite  AB  étant  assnJetUe  à  passer  par  le  point 
P",  dont  les  coordonnées  sont  a"  et  &",  lès  variables  «  et  p  se- 
ront liées  par  l'équation  : 

Noos  aurms  donc  les  cinq  équations  : 

,'fr  +  pa  =  »'p,      (3)  "^^P  ^' 

Si,  entre  ces  cinq  équations,  on  élimine  les  quatre  variables 

a,  p,  «/,  P't  on  parriendra  à  une  seule  équation  entre  x  tty  ; 

ce  sera  l'équation  du  lieu  géométrique  cherché. 
Dm  trots  premières  équations  on  Ure  : 

Mettant  ces  valeurs  dans  les  équations  {•>)  et  (5),  puis  élimi- 
nant «,  il  vient  ; 

+  a(a'l^'—iJ'b')j"\-b\a"b—ab")x=i0.f" 


b,  Google 


C*est  l'équation  d'une  courbe  du  secsné  (Wdrc  qui  paise 
p«r  1m  cinq  points  O ,  P,  P",  Q',  Q.  En  ellet ,  cett«  équation 
est  utisTaite  par  les  ciaq  conples  de  valours  : 

1j:=jO  I    )    _ab" — 


lxj=0j   \x=a\   \x—<^\ 
Ij«=o|   \y=b\  \y^y\ 


'—a"  I  \Y=<i 
Oo  voit  que  si ,  dans  un  triangle  variable ,  ABC ,  les  trois 
cotés  sont  assujettis  à  tourner  autour  de  trois  points  fixes 
P ,  P',  P",  et  si  deux  s(Mnine(5  A  et  B  sont  assujettis  à  glisser 
sur  deux  droites  fixes  OX.  et  OY  :  le  troisième  soimaet  C  dé- 
crit une  courbe-da  second  ordre  qui  passe  par  les  cinq  pointe 
O .  Q,  P,  P',  Q'.  Ces  cinq  points  fixes  et  le  point  mobile  C, 
dans  une  de  ses  positions ,  détennloent  les  six  somnela  d'un 
hexagone  inscrit  jt  la  courbe  ;  l«s  trois  points  A ,  B ,  F',  peo- 
veot  être  considérés  comme  les  points  de  concours  des  cAtés 
opposés  de  cet  hexagone;  on  en  conclut  le  théorème  de 
Pascal: 

Dam  tout  hexagone  îmcrit  à  une  courbedu  second  ordre, 
les  Iroii  points  de  concours  des  côtés  opposes  sont  en  ligne 
droile. 

8.  Si ,  par  chacun  ûes  six  sommets  de  l'hexagone  inscrit , 
OD  mène  une  tangente  s  h  courbe ,  on  Eorme  un  hexagone  cir- 
conscrit ;  ohaqoe  sommet  de  l'hexagone  circooscrft  est  le  pMe 
d'on  cAté  correspondant  de  l'hexagone  inscrit  ;  par  consé- 
qnant ,  ^  diagonale  qui  joint  deux  sommets  qtposés  de  l'hexa- 
gone circonscrit,  est  la  polaire  du  point  de  concours  de  deux 
cAtés  opiKwés  de  l'bftxagone  inscrit.  Or,  comme  les  trots 
.peints  de  concours  dos  cAtés  opposés  de  l'hexagone  inscrit 
soflt  en^igne  dnrite,  les  trois  diagonales  qui  Joijfnent  les  som-  ' 
mets  opposés  de  l'hexagone  circonscrit  doivent  se  couper  en 
UA  mètae  poipt ,  qui  est  le  pAle  de  cette  droite  ;  on  conclut 
deli  le  théorème  datf.'ffrimcAofi  .- 

Dans  tout  heXagont  cireonicrit  â  une  courbe  du  lectMd 
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ordre,  let^lroii  HagoaaUf  qui  joignent  let  tommeit  opposée  se 
eoapmt  m  un  mtme  point. 

Ainsi,  dans  rbexagone  circonscrit.  AQPPQ'B  (/Î9.  2),  les' 
trois  dJ^ooalesBP,  AFet  QQ*  se  coupent  eo  un  mémepointC. 
Sl4)posong  que  les  trois  droites  OX,OV  et  QQ'  restent'fixes, 
ainsi  que  les  deux  sommets  P  et  F,  mais  que  le  cftté  AB  se 
meuve  en  restant  constamment  langent  à  la  ccfurbe  ;  les  deux 
diagODales  FA  et  PB  tourneront  autour  des  deux  pplnts  fixes 
P  et  F,  CD  restant  assujetties  k  se  couper  sur  la  droite  fixe  QQ'. 
On  en  cDodut  que  si  dans  un  triangle  variable  ASG,  tes 
trois  sommets  sont  assujettis  à  glisser  sur  trois  droite»  fixes 
OX,  OYefQQ';  et  si  deux  côtés,  AC  et  SC,sonlassujeUisA 
Mumer  autour  de  deux  points  fixes  V  et  P,  le  troisième  côté 
restera  'constmnanefU  langent  â  une  même  cowbe  diu  «eetmd 
wdre. 

,      DE  }.A  PABIBOLE. 

3.  Si  l'un  des  einq  points  0,  Q,  P,  F,  Q' CA^.  1) ,  par  les- 
quels doit  paan^r  la  courbe  engendrée  par  le  point  C  (n'I^'bst 
ritué  à  l'infini,  «ette  courbe  doit  oécèssairemest  avmr  uoe  . 
iHimdie  infinie,  par  conséquent,  elle  devient  une  parabole 
pu  une  hfpeilwle. 

Supposons  par  ei;evple  que  16  poitit  Q,  intersection  de  la 
droite  PFfovec  l'axe  OX,  soit  situé  à  l'infini,  c'est-à-dire  que 
la  droite  PF'  soit  parallèle  h  l'axe  OX,  nous  aurtws  />=ç6"f 
l'équaMon  A  (n°.  1  ) ,  deviendra  : , 

a  {à'—^)y*  +  {«*'— û"fc)  ay  +  a  (a'b  —  Jb')r 
+  b'Xa!'l>^abyx  =  0.      . 

Pourque  cette  équotton  représente  une  parabole,  il  fai^ 
que  le  rectangle' des  variables  disparaisse,  on  doit  donc 
avoir  : 

:     ,     ad' —  a"6  3=  0. 

L'équation  se  rédoitalors  à 
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C'est  réquatioD  d'une  parabole  dont  tes  diamètres  sont 
parallèles  à  Taxe  OX. 
k.  Si  dans  l'expressioa 


(6"— é)«+fl"f^  " 
on  bit  b=b',  il  reete 

a'=^_--  ^        d'où         —    ■=  -T, 

D'où  l'OD  tire  ce  théorème  : 

Si  de  deu3!  points  fixes  P  e(  F  (/î?,  3),  pris  sur  te  péritHUre 
d'tau  parabole,  on  ment  à  un  troisième  point  variabie  C  de 
celle  courbe ,  deux  droites  qui  aillent  eoupeif,  un  diamètre  quel- 
conque OX  en  deux  points  A  et  A',  tesiegments  OA  et  OA'  tn- 
tereeptéi  lur  ce  ^am^e  entre  cet  deux  points  d'intersecHon 
et  le  point  oit  il  rencontre  la  courbe,  terotU  dans  un  rapport 
eonttanl. 

S.  L'équation 

atf—a"b=0,       OU       —,  =  ■,.. 
a"       b 

fidt  foir  que  la  droite  qui  joint  le  ppint  0  au  poiotP  (fig.k), 

dwrit  reuGootrer  l'ordonnée  du  point  F'  en  on  pmnt  D  tel  que 

l'oo  ait  'BSi=y ,  c'est-à-diVe  que  les  deux  points  D  et  F 

doivait  se  trouTer  sur  une  même  droite  parallèle  à  l'axe  OX, 

par  coméqoent  «ir  un  même  diamètre  de  la  courbe. 

I^UfSue  F^  Ta  rencODtrer  l'axe  OV  en  un  point  Q' qui  ap- 
partient i  la  courbe,  les  quatre  points  0 ,  P,  F,  Q',  sont  les 
quatre  saounets  d'un  quadrilatère  inscrit ,   on  a  donc  ce   , 
théorème  : 

VniptadrUatireOfV^  Uant  ùucrtfdwwjMirate/e,  «ion 
prolmit  deux  côté$oppo»ù  OP  elQV,  jusqu'à  ce  t/u'ih  aitleiU 
renamtrer,  mit  efP',  les  diamitra  mené»  par  les  deux  extri- 
iMté*  d'un  des  côtés  restants  :  la  ligne  qui  joindra  ces  deux 
pt^Ms  d^intersection  sera  parallèle  au  quatrième  côté. 
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Si  par  le  point  Q',  on  menait  un  diamètre,  et  si  l'on  pro- 
longeait les  c6tés  OP  et  Q'P',  Jusqu'àla  rencontre  de  ce  dia- 
mètre, et  du  diamètre  OX  aux  pointsM  et  IV  :  la  ligne  MN 
serait  parallèle  au  cAté  PP" . 

Par  le  sommet  P*.  menons  parallèlement  au  cdtè  OQ',  une 
droil«  qui  aille  rencontrer  le  c6té  opposé  en  F  ;  à  caïue  des 
parallèles  PT  et  DP'  cl  des  parallèles  PD  et  PP',  nous  Rurons 


GD        GP               GD 
Gr~GF            gF 

GP 
~GP' 

multipliant  membre  a  membre,  on  a 

GD-  =  GP  GP. 

6.  Les  deux  sommets  Pet  P'  (_/ig.  k)  peuvent  se  réunir  en 
un  seul  P  {/ig.  5).  Alors,  le  quadrilatère  OPPO*  se  réduit  i 
UD  triangle  OPO",  et  le  cAté  PP"  devient  une  tangente  menés 
par  le  sommet  P  ;  on  en  conclut  ce  théorème  : 

Vn  triangle  étant  inicrit  à  une  parabole ,  n  on  prolonge 
deux  côtétjuèqu'd  ce  gu'iti  aillent  couper  ht  diamélrei  menés 
par  les  sommets  opposés .  la  ligne  gw  joindra  les  points  d'in- 
tersection ,  sera  parallèle  à  la  tangente  menée  par  le  troi- 
sième sommet. 

Ce  théorème  donne  (in  moyen  facile  de  résoudre  le  pro~ 
blême  suivant  : 

Construire  la  tangente  en  un  point  donné  d'une  parabole , 
guànd  on  conntàt  deux  autres  points  de  la  courte  et  la  di~ 
rtetioH  des  diamètres. 

Soient  P  {/ig.  S)  le  point  par  lequel  on  veut  mener  la  tan- 
gente; et  OetQ',  les  deux  autres  pointsdonnés:  on  Joint  ces 
points  de  manière  à  former  un  triangle,  on  prolonge  les 
oAtésOP  et  QT  jusqu'à  ce  qu'ils  aillent  rencontrer  en  N  et 
en  M  les  dîamèbres  menés  par  les  sommets  opposés,  on  Joint 
le  point  M  au  point  N,  et  par  le  sommet  P  on  mène  une 
parallèle  k  MN  :  cette  parallèle  est  la  tangente  demancKe. 
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7.  Par  le  sommet Pt/i?.  fi),  menons  un  diamètre  qui  ren- 
contre le  cAté  opposé  en  fi ,  prolongeons  la  tangente  du 
point  P  Jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  le  cÂté  opposé  en  A , 
et  les  deux  diamèties  QTJ  et  OH,  en  D  et  en  C  ;  à  cause  des 
parallèles  BP  et  Q'N ,  et  des  paraUèles  PC  et  NM ,  on  aura  : 
OB_OPOP__OC  OB_OG 

OC"  ON  ON^OM       ^*     O0'~OM' 

Donc,  li  l'on  Joint  les  deux  points  B  et  C,  la  Kgne  BC 
sera  parallèle  au  cAté  Q'P. 

A  cause  des  parallties  QT  et  BC,  et  des  parallèles  BP  et 
OC,  on  a  : 

aq; 

AB  " 


=  AQ'.  AO. 


On  conclut  de  là  ce  tbéorème  : 

Si  d'un  point  A  prù  sur  un«  latente  à  la  parabole,  on 
mène  une  Iraruvertale  qui  coupt  la  courbe  en  deux  poinU ,  le 
teçmmt  comprit  entre  le  point  A  et  le  point  d'intersection  de  la 
tnmttienate  avec  le  diamètre  mené  par  le  point  de  contact , 
$era  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  segments  compris 
entre  le  point  A  et  les  deux  points  d^intersection  de  Ut  transver- 
$ale  avec  la  courbe. 

8.  Maintenant  considérons  l'hexagone  circonscrit  (fig.  2), 
supposons  que  les  deux  points  P  et  F ,  autour  desquels 
lonnient  les  diagonales  PB  et  PA,  s'éloignent  à  l'infini  ;  la 
iteiwente  PP  passera  tout  entière  à  l'infini  ;  comme  la  para- 
bole est  la  seule  courbe  du  second  ordre  pour  laquelle  la  tan- 
gente puisse  passer  tout  entière  à  l'inflni ,  la  courbe  i  laquelle 
le  cAté  BA  restera  constamment  tangent  sera  une  parabole. 

Les  deux  points  P  et  P ,  étant  situés  à  l'infini ,  les  deux 
diagonales  BC  et  AC  resteront  constamment  parallèles  aux 
droites  Q'P  et  QP  ;  on  en  conclut  que  si  dans  no  triangle  va- 
riaMe  KBGi/ig.G],  tes  trois  scnnmets  sont  assujettis  à  glisser 
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sur  trois  droites  DxesOX,OV  et  QQ'.et  stdeui  cfttés  AC  etBC 
sont  assujettis  s  rester  constsminent  parallèles  i  deux  droites 
'  fixes  Q'P'  et  QP  :  le  troisième  cAlé  AB  restera  constamment 
tangent  k  une  parabole  qui  touchera  les  quatre  droites  OX, 
OV,  QPetQP. 

9.  Les  droites  QP  et  Q'P'  peuvent  se  confondre  avec  les 
droites  OX  et  OY  {fig-l)  ;  dans  ce  cas,  la  droite  QQ'  devient 
la  corde  de  contact  des  deux  tangentes  OX  et  OY. 

Les  deux  tangentes  fixes  OX  et  OY,  et  la  tangente  mobile, 
AB,  dans  une  de  ses  positions  forment  ud  triangle  circonscilt 
à  la  parabole  ;  on  en  conclut  ce  théorème  ; 

^t  par  daut  lommeti  A  e/  B  d'un  triangle  OAB  circon$crU 
A  une  parabole ,  on  mine  des  droites  AC  et  BC  respectivement 
paraltélet  aux  côtés  opposés ,  ces  droites  se  couperont  en  un 
point  C  qui  sera  situé  sur  la  corde  de  contact  de  ces  deux 
eôlés. 

10-  {prolongeons  la  corde  de  contact  QQ'  de  manière  qu'elle 
rencontre  ta  tangente  AB  en  M;  k  cause  de  AC  parallèle  k  BQ*, 
et  de  BC  parallèle  à  AQ ,  on  aura  : 

Le  pointCest  donc  siUté  sur  te  diemétre  qui  passe  par  le  point 
de  contact  ife  AB  (  n'  7). 

PROBLÈMES  SUR  Ll  PARABOLE. 

Il .  In  PaoBLillB.  Construire  la  parabole  qui  passe  par 
quatre  points  donnés. 

Soient  A,  B,  C,  D  Ifig.  8]  les  quatre  points  donnés; 
joignons  ces  points  de  manière  k  former  un  quadrilatère , 
prolongeons  les  câtés  opposés  AD  et  BC  quise  coupent  en  G  ; 
par  le  sommet  A ,  menons  parallèlement  au  c6té  DC ,  une 
droite  que  coupe  le  c6té  CB  en  E;  sur  ce  c6tè  CB,  prenons 
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les  pointe  K  et  R'  teb  que  l'on  sit  GK'=GK"'=:GB.  6E:  le 
diamètrequi  passe  par  le  point  A  doit  passer  par  l'un  du  deux 
points  K  ou  K'  (  n"  5  ). 

Comme  l'on  peut  Joindre  l'un  des  deux  points  K  ou  K'  arec 
le  poiDt  A ,  le  problème  admettra  deux  solutions. 

Il  eA  facile  de  déterminer  tous  les  éléments  de  la  parabole, 
qnand  on  connaît  quatre  points  et  la  direction  des  diamètfes. 

12.  2*  Pboblëhb.  Corutruire  la  parabole  qui  touche 
quatre  droiUt  données. 

Soient  KÉ.  CE,  AF,  BF  [fig.  9)  les  quatre  tangentes 
données.  Par  les  deux  sommets  B  et  F,  du  triangle  cir- 
conscrit ABF ,  menons  des  droites  respectivement  parallèles 
«ox  cAtés  opposés ,  ces  droites  iront  se  couper  en  un  point  N 
qui  sera  situé  sur  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  de  con- 
tact du  c6téBF  (nMO). 

Par  les  deux  sommets  D  et  F ,  du  triangle  circonscrit  DGF, 
menons  deux  droites  respecUvement  parallèles  aux  cdtés  ex- 
posés ,  ces  droites  iront  se  couper  en  un  poùit  M ,  qui  appar- 
tiendra an  diamètre  qui  passe  par  le  point  de  contact  du  edté 
DF  qui  est  le  même  que  BF.  Par  conséquent,  en  Joignant 
les  deux  polntsM  et  M  on  aura  un  diamètre  :  le  point  K  inter- 
section de  ce  diamètre  avec  le  c6té  BF ,  sera  le  point  de  con- 
tact de  ce  cdté. 

Par  les  deux  sommets  E  et  C,  du  triangle  circonscrit  EAG. 
menons  deux  droites  respectfTement  parallèles  aux  cAtés  op- 
posés; ces  droites  se  couperont  en  un  point  P,  situé  sur  le 
diomètie  qui  passe  par  le  point  de  contact  du  cété  CE.  Par 
eouéqoent ,  en  menant'  par  le  point  P  une  parallèle  à  MN , 
qui  aille  rencontrer  le  cAté  CE  en  H ,  on  aura  le  point  de  con- 
tact de  ce  cAté. 

Eailn ,  les  deux  points  N  et  P  sont  situés  sur  la  corde  de 
contact  des  deux  cAtés  AF  et  AE  (n°  9)  ;  par  conséquent ,  en 
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prolongeant  la  droite  NP  Jusqu'à  la  rencontre  de  ces  cAtés  en 
Q  et  en  R,  on  aura  les  points  de  contact  de  ces  deux  cAt^. 

Le  problème  n'a  qu'une  seule  solution. 

13.  3*  Problème.  Construire  la  partAole  qui  poste  pear 
trais  points  donna,  et  qui  Imuhe  une  droite  donnée. 

Soient  A,  B,  C  (/Î9.  10)  les  trois  points  donnés,  et  HN 
la  tangente  donnée  ;  le  problème  serait  résolu  si  l'on  connais- 
sait le  point  de  contact  de  cette  tangente ,  et  le  diamètre  qui 
passe  par  ce  point  de  contact. 

Joignons  les  deux  points  AetB,  et  prolongeobsla  droite  AB 
Jusqu'à  ce  qu'elle  aille  couper  la  tangente  MN  en  E  ;  construi- 
sons deux  points  P  et  P,  tels  que  l'on  ait  : 
ËP'=ËP"=EA.EB. 

Le  diamètre  qui  passe  par  le  point  de  contact  de  HN  devra 
nécessairement  passer  par  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  points 
P,P'  (n-î). 

Joignons  les  deux  points  B  et  C ,  prolongeons  la  droite  BC 
Jusqu'à  la  rencontre  de  MN  en  D,  prenons  les  deux  points 
Q  et  O  tels  que  l'on  ait  : 

DQ'  =  DQ"  =  DB.DC. 

Le  diamètre  de  contact  de  la  tangente  MN  derra  passer 
par  l'un  des  deux  points  Q  ou  Q*. 

En  Joignant  l'un  des  deux  points  P,'  ou  F,  avec  l'un  des 
deux  points  Q,  on  Q',  on  aura  le  diamètre  de  contact  de  la 
tangente  MN.  Par  conséquent ,  le  point  d'intersection  de  ce 
diamètre  a¥ec  cette  tangente  donnera  le  point  de  contact. 

Comme  on  peut  mener  quatre  droites  ditTérentes  Joignant 
l'un  des  deux  points  P,  ou  P',  avec  l'un  des  deux  points  Q, 
on  Q*,  le  problème  admettra  quatre  solutions. 

Il  pourrait  arriver  que  l'un  des  trois  points  donnés  fût  situé 
sur  la  tuigente  donnée  ;  dans  ce  cas ,  00  déterminerait  sur  la 
droite  qui  Jmnt  les  deux  autres  points,  les  deux  pointe  pv 
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l'un  desquete  doit  passer  le  diamètre  du  point  de  contact; 
puis,  joigoaDt  l'on  de  ces  points  avec  le  point  dooné  sur  la 
tangente,  on  aurait  ce  diamètre.  Le  problème  n'admettrait 
que  deux  solutions. 

14.  4*  PHOBLfiHB  :  Cofutruire  ta  parabole  ipii  poste  par 
un  point  donné  et  qui  touche  trois  droites  données. 

Smt  A  (/E9.II)  te  point  dooné  ;  DËF  le  triangle  formé  par 
les  trois  tai^entes  données.  Par  les  deux  sommets  £  et  D  de 
ce  triangle .  menons  des  droites  parallèles  aux  c6tés  o|q>o5és , 
ces  droites  iront  se  couper  en  un  point  G  appartenant  au 
diamètre  qui  passe  par  le  point  de  contact  de  DE  ;  par  les 
deux  points  A  et  G ,  faisons  passer  une  droite  qui  aille  ren- 
contrer la  tangente  DE  en  N,  sur  cette  droiteprenons  un  point 
B  tel  que  l'on  ait 

nb.Na=ng'. 

le  point  B  appartiendra  ii  la  courbe  (n*7). 

La  droite  AB  rencontre  la  tangente  EF  en  un  point  C: 
ponstniiaons  les  deux  points  Q  et  Q'  tels  que  l'on  ait 
CQ'=Cg^'=CA..CB. 

Le  diamètre  de  contact  de  la  tangente  EF  devra  passer  par 
Ton  on  l'autre  de  ces  deux  points. 

Par  les  deux  sommets  E  et  F,  du  triangle  DEF,  menons 
denx  droites  parallëlea  aax  côtés  opposés ,  ces  droites  iront 
se  couper  en  un  point,  H.  qui  appartiendra  au  diamètre  de 
contact  de  la  tangente  EF.  Par  conséquent,  on  obtiendra  ce 
diamètre  aojtrignant  le  pointu  avec  l'un  ou  l'antre  des  deux 
points  Q,  ou  Q.  L'intersection  de  ce  diamètre  avec  EF,  don- 
Mra  le  point  de 'contact  do  cette  tangente. 

En  menant  par  le  point  G  une  parallèle  à  QH,  on  aura  le 
diamètre  de  contact  de  DE. 

Enfin,  en  menant  par  les  deux  sommets  D  et  È.  du  triangle 
EBF,  des  parallèles  aux  cAtés  oj^osés,  ces.paranàlfls  iront  se 
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couper  en  un  point,  K,  qui  appartiendra  aa  diamètre  de  con- 
tact de  DF  ;  on  aara  co  diamètre  en  menant  par  le  point  K , 
une  parallàle  i  QQ. 

Comme  on  peut  mener  deux  droites  différentes,  joignant 
le  point  H  arec  l'un  des  deux  points  Q  ou  Q*,  le  problème  a 
deux  solutions. 

Le  point  donné  pourrait  être  situé  sur  une  des  trois  tan- 
gentes ;  dans  ce  cas ,  par  les  deux  sommets  adjacents  à  cetta 
tangente,  on  mènera  des  droites  parallèles  aux  c6tés  opposés, 
ces  droites  se  coapent  en  un  point  situé  sur  le  diamètre  de 
contact  ;  en  joignant  ce  point  avec  le  point  donné,  on  aura  ce 
diamètre. 

Le  problème  n'admettra  qu'une  seule  solution. 

15.  S*  Problème.  Construira  7a  parabole  qui  païae  par 
deux  pointi  donnéi  et  qui  louche  Aeux  droite»  donnée*. 

Soient  A  et  B  {fig.  13)  les  deux  points  donnés  ;  OX  et  OY 
les  deux  tangentes.  Menons  la  ligne  AB  et  prolongeons-la 
jusqu'à  ce  qa'elle  coupe  la  tangente  OXen  D,  et  la  tangente 
OY  en  E.  Construisons  les  points  P,  P*,  et  les  pcrfnts  Q  et  Q*, 
tels  que  l'on  ait: 

i>p'=:DP''=DA.DB      et      Ëq'=Eq"=EA.EB. 

Le  diamètre  de  contact  de  la  tangente  OX  devra  passer  par 
l'un  des  deux  points  P  on  P',  et  te  diamètre  de  contact  de  la 
tangente  OV ,  devra  passer  par  l'un  des  deux  poidts  Q  ou  {f- 

Supposons  que  le  diamètre  de  contact  de  OX,  passe  par  le 
point  P,  et  le  diamètre  de  contact  dd'OY,  par  le  point  Q.  H  est 
fodie  de  voir  que  le  diamètre  qui  passe  paf  le  point  de  C4»i- 
cours  0  des  deux  tangentes  devra  passer  par  le  miHeu  de  PQ. 
On  aura  donc  la  direction  des  diamètres  en  joignant  le  point 
U,  avec  lepoînt  K  mIHe9<de  PQ. 

Comme  oA  peut  joindre  la  peint  0  avec  les  milieux  des  dts- 
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UDces  PQ>  PQ>  Q'P,  QP,  on  roit  qse  le  proUème  admet 
quatre  solutions. 

Dons  le  cas  où  l'oa  des  d«ax  pointe  A  oa  B  serait  situé 
sur  l'uDe  des  deux  tangentes ,  le  problème  n'aurait  que  deux 
solutions. 

Enfln,  dans  le  cas  où  les  deaz  points  seraient  situés  sur 
les  deux  tangentes,  le  intiblènie  n'aurait  qii'one  seule  so- 
lution. 

(  ta  /Su  ou  prochain  Numéro.) 


DÉMONSTRATION 


PRINCIPE  FONDAMENTAL   DE    IK   HUGONOMÉTRIE 
SPHÉRIQUE. 

'   XAK  m.  A.  s.  ■-  ▼nriaifT, 


-  Ta  déoKfflstration  ordinaire  dt^  principe,  foodavental  de  la 
'  trigornûp^ne  fpltériqtie  prépente  rinconvéaieatd'pxi^Qlie  . 
ti^ïoogoe  dispusiion ,  quand  on  veut  la  TénOre  sppUcaUe  i 
tons  [es  -râs.aui.peuvràt  se  p/^nter;  c^'est  pourquoi  J'ai 
pensé  <iu'tD  n<  serait  pa6  (Iché  d'ed  coniuiltre  nçe^antre' 
*  qgiyau,fi^eMlbraliaM^'patatt  un  peu  plus  longue,  n^^futa 
raTMiti^^*n^e!^g<ir.^B'cuDe discussion,  et  de.s*appli^iuw  à 
fioqs  las  ea< fôdnbleB  sans  aucune  restifptioD  ni  modlfiâlion..' 
OqtrftcejtreiQler  avantage,  elle  oITre  encore  criai  de  se  ra- 
.nener  kHtti^eiië^^ angles  trièdiies,  et  tt  latente  figure  de' 
(Jette  théoAe^  déèessaire  jibur  taxonïtrnçtiQ&'  et  ta  séBohition 
des  quatre iM^  non  dottteux.  (^^  n»  Gétanétrie.  ) 
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90H  dene  ABC  {/If.  13}  on  triangle  s[riiérk|ue  quelcon- 
que ,  pUcé  SOT  une  ^hère  dont  le  centre  est  en  S.  JoigncHis 
ks  Ronnnete  A ,  B ,  C ,  au  point  S ,  et  menoBS  les  coides 
AB,  AC,  BC.  Le  tri«igle  rectiligne  formé  par  ces  trois 
cordes  dods  donne  U  relati<»i  : 

BC*  =  ÂB'  +  AC'  —  2AB.AC.  cos  BAC  ; 
d'où  I  comme  cliacone  de  ces  cordes  est  lo  double  du  tùuu 
de  fai  moitié  de  l'arc  qa'dle  sons-tend ,  nous  (irons,  en  dé^ 
gnant  par  A,  B,  C,  les  angles  du  Inangle  gphérique ,  et  par 
a,  p ,  Y,  leBarcs  respectlTement  opposés  à  ces  angles  : 

4sin'~a«3««to"-^  +iàa*~y—Stàa-p^-jcoiBAC. 

Cela  posé ,  par  un  p6int  P  pris  sur  le  rayon  SA  faisons  pas- 
ser va  plan  MPN  perpendiculaire  à  ce  rayon  :  l'angle  fonné 
par  les  traces  de  ce  ptan  sw  les  faces  ABS  ,  AC5,  sera  l'ao- 
fit  mesure  de  l'angle  A.;  en  outre,  ces  traces  repcontreront' 
toujours  les  cOrdeft  AB  et  AC  en  deux  points  H  et  H  situés 
par  rapport  au  peint  A  de  I9  nême  manière  que  1^  points 
B  etc.  Cela  réstdte,  en  effet,  de  ce  que  tes  trois  drwte» HA, 
SB,  se,  étant  Égales,  lestriangle^SBA-,SCA,  sont  isosèlç»; 
et  par  suite  les  aoE^es  SAB ,  SAC ,  sont  aigOa. 

Soient  donc  M  et  !f  les  points  de  rencootte 'respectif  du  ■ 
plan  HPK  avec  les  cordes  AB  et  AC.  MgnonB  iiSi  àoiia  «u-  * 
Foes,  dansletriaDgIe  AWf,  ^ 

Bei':=ÂM'+"à?'— ihÙi.ÂK.cosBAc/  '  .    ,' 

-Hais  d'aflleart-;  ■      '  ' 


MÂ'sïÂF'  -f  kS'+FÏT'— iAH.AN.coïBAC. 
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Mainteoant,  [e  triangle  PMN  nous  fournit  une  seconde  va- 
leur de  MN', 

Mn' =  "Pm'+ PÎT  —  aPM.  PN.  cos  A. 

Et  alors,  en  éliminaot  MN*  entre  ces  deux  équations,  nous 
obtenons  ; 

AM.AN.cosBAC="Âp'-f.PM.PN.cosA. 
U'oii: 

^3  :^^tïM;PM^^A 

AM.AN 

Valeur  qui  pont  dtre  mise  sous  la  forme  : 
^„,.       AP     AP    ,    PM     PN 
AM    ÂH^AM    AN 
Cela  IKjsé ,  observons  que  ; 

AP  1 

jjjj=C0.PAM=sln-7, 

AP  i 

— ^  =  cos  PAH=ï  sin^p, 

'M  «...  < 

jjj  =  „.PAM  =  cos-,, 

PN  1 

Alors,  la  nieur  de  cos  BAC  derieut  : 

cosBAC=^n-psîn-7-f  cos- pc09-7CosA. 

Substituarit  cette  Talentdans  la  preniàre  ration  obtenue, 
noiu  tronrons: 

— Ssio- pcoe-JîBin -Y««;:  ï^osA; 
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d'où ,  ea  divisant  par  3  et  remarquant  que  : 

•  2iin' — m  =  l  — cosm,    et    28in  — "«cos  — »»  =  sinm, 
2  '22 

nous  obtenons  : 

(1— cosk)=1— coBÉ+l — cosï— (l-co^)(l-co9ï)-sinp8in7C08A,; 

et  enfln ,  réduisant  et  changeant  les  signes  : 

coga  =  eos3cos7-|-Binp  sinvcosA  ; 

ce  qall  fallait  démontrer. 

PROBLÈME 


AU  CONCOURS  GÉNÉRAL  DES  COLLÈGES  DE  PARIS. 
■OLimoir  SX  m.  k.  askx* 

AmIu  éMrt  it  YÊMlt   palfteditilqus ,   répiUMur  de  iMtbématIquM  ■ 
(Mtga  mil  da  LMlM«-Or«iid. 


Cotuidénx  une  ciramféntux  de  cereU  de  rayon  ÎL,  etun 
poita  titué  dam  k-plm,.  et  don»  l'intérieur  de  cette  àrcon- 
ftrence,  â  une  diilana  a  du  cmtre  :  regarda  le  point  donné 
eotfme  une  hilU  in^niment  petite  a  la  circonférence  _cimme: 
une  Ugne  matirieUe  parfaitement  élmti^;  de  manière  fie,, 
quand  la  fnltev»  la  frapper  elle  se  relice  toujours  en  ftàaaHI 
Fangled^iKideneeégi^^PangkdBriflexioti. 

On  demande  :  1'  suivant  qoeUe  direction  il  bui  lancei  cette 
bilki  pour  qu'eQfJ  revieiKiçaaixdnt de  départ,  ^rës  d{Ux  ré-' 
flexiona  RUecessives  «ur  la  circtuférence. 

9*  Bi  U  UBe  coDtlnnait  sa  route,  elle  ferait  se  réfléchir  succea- 
aivemept  en  de  oouTeaox  potnls  de  la  eireonféreace ,  «t  11  eit 
dri  de  Yafr  qu'elle  ne  pourrait  TeptaifT  par  les^métte^^poiiftft 


_iv,Goog[c 


—  ar- 
que daos  le  cas  où  la  diataoce,  a,  da  point  de  départ  au  centre 
aurait  certaines  valeurs  particnlfères. 

3*  Ob  examloera  ce  qui  airiyera  daos  quelques-uns  des  caa 
les  plus  simples ,  et  entre  autres ,  dans  le  cas  où  a  est  égal  au 
rayon  :  ou  bien  dans  le  cas  où  le  point  de  départ  divisera 
le  rayon  en 'moyenne  et  extrême  raison ,  c'est-à-dire  dans  le  cas 
où  a  est  l'un  des  deux  segments  du  rayon  dîflse  en  moyenne 
et  extrême  raison. 

SoLOnoif. 

Impartie.  SuivantquelledirecUonfbut-il  lancer  la  bille  pour 
qu'elle  revienne  au  point  de  départ  après  deux  réflexions  suc- 
cessives sur  la  circonréreoce? 

Soit  A  (yîjT.  14),  la  position  de  la  bille  dans  le  cercle  dont  le 
centre  est  C  et  le  ^mètre  YAC V;  et  AB  la  direction  suivant 
laquelle  il  faut  la  lancer  pour  que ,  après  avoir  Trappe  la  cir- 
eooférence  anx  deux  points  B  et  D,  elle  revienne  au  point  A . 
D'après  la  loi  de  la  réflexion ,  le  rayon  du  cercle  doit  être  aox 
points  B  et  D  bissecteur  des  angles  du  triangle  ABD,  puis- 
qu'il est  normal  à  la  circonférence  en  chacun  de  ces  deux 
points.  Donc ,  l'angle  ABD  est  double  de  l'angle  CBD,  et 
l'angle  ADB  est  double  de  l'angle  CDB.  Mais  le  triangle  CBD. 
est  isocèle,  donc  les  angles  ABD,  ADB,  sont  égaux,  comme 
étant  les  doubles  d'angles  égaux.  Par  suite,  le  triangle  ABD 
est  isocèle.  Mais,  le  point  C  est  la  rencontre  des  bissectrices 
des  angles  du  triangle  ABD,  et  dans  un  triante  isocèla  la. 
bissectrice  de  l'angle  du  sommet  est  perpendiculaire  à  la 
base;  donc,  BD  est  perpendiculaire  au  diamètre  YACY'  : 
ainsi  sa  direction  est  connue. 

Par  le  point  A  Je  mène  AX  parallèle  à  BD,  c'est^-dire  per- 
pendiculaire h  AC  ;  Je  prolonge  BC  jusqu'à  sa  rencontre  E  avec 
AX ,  et.  le  triangle  BAE  résultant  est  Isocèle ,  car  les  angles 
EBD,  EBA ,  sont  égaux ,  d'après  la  loi  de  la  rëflexion  ;  et  les 
angles  EBD,  BEA  sont  égaux  comme  alternes-internes  ;  donc , 
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les  angles  EBA ,  BEA  sont  égaux  ;  par  suite,  le  triangle  ABE 
est  isocèle. 

Du  point  A  comme  centre ,  avec  AC  pour  rayou  je  décris 
la  circoDféreDCe  CFHG ,  elle  coupe  CE  en  un  point  F  tel 
que  EF=BC,  car  les  deux  triangles  isocèles  BAE,  CAF, 
ayant  même  sommet  ei  appuyant  leurs  bases  sUr  la  même 
droite,  doivent  avoir  le  môme  point  milieu  de  base,  donc 
BC=FE. 

Menant  la  droite  GF,U  en  résidte  deux  triangles  rectangles 
CFG,  CAE,  semblables  comme  équiangles,  car  l'angle  CFG 
soDS'tend  une  demi-circonrérence ,  donc  il  est  droit  et  égal 
à  l'angle  droit  CAE;  et  l'angle  C  est  commun.  De  cette  simi- 
litude il  résulte  : 

CE:CG::CA:CF. 

MaisCG=2CA,  donc  CExCF=œÂ'. 

Les  longueurs  CE,  CF,  peureot  donc  fitre  considérée» 
comme  les  deux  cotée  d'un  rectangle  dont  on  connaît  la  sqi^ 
fcce  ÎCJT,  et  la  différence  des  côtés  adjacents  CE— CF=CB= 
le  rayon  du  cercle  dooné. 

Problème  XVIII*  du  iii°  livre  de  la  géométrie  de  Le- 
gendro. 

Donc,  pour  résoudre  le  problème  : 

Je  mène  le  diamètre  YACY'  passant  par  le  point  A  donné  ; 
du  point  A  comme  centre ,  et  avec  AC  {distance  du  point  A 
au  centre  du  cercle  donné)  pour  rayon ,  Je  décris  la  circonfé- 
rence CFBG  ;  par  le  point  A ,  je  mène  an  diamètre  VCV  la 
perpendiculaire  AX  qui  coupe  cette  circonrérence  au  point 
H  ;  puis  Je  conduis  GH  que  je  prolonge  d'une  quantité 
HK=IIC ,  sur  HK  comme  diamètre  Je  décris  une  circoolé- 
rence  dont  I  est  le  centre,  je  mène  la  droite  CHIL,  qui 
coupant  cette  circonrérence  aux  points  M  et  L,  donne 

CMxCL=2CÂ', 

et  et  — CM  =  BC. 
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Du  point  C  coBine  centre ,  avec  CL  pour  r«;0D,  jfi  décris 
nue  drcoBféreDce  qui  coupe  AX  an  point  E;  oe  point  B  sera 
tel  que,  Bwnant  la  droite  ËCB,  elle  couperais  clrcontérefioe 
dcHiDée  au  delà  du  ceotre  C ,  en  un  point  B  qui  est  oetai«ur 
lequel  il  Taut  lancer  la  bille. 

Kt  en  eO^t,  BGE  coupe  la  circonférence  CFHG  en  un 
point  F  qui.  Joint  avec  le  point  G,  donnc^deux  triangles  rec- 
tangles CFG ,  GAE ,  semblables ,  et  par  suite: 

CExCF=CGxCA  =  2CÂ'. 
Hais,  on  a 

CLxCM=2CÂ'  et  CL=CE,  donc  CF=CM; 

et  par  suite  : 

CE— CF = CL— CM  =;ML= BC- 

L'égalité  ES=  BC ,  montre  que  le  milieu  de  la  base  CF  du 
triangle  isocèle  CAF,  est  le  milieu  de  la  base  BE  du  triangle 
BAE-  Nous  en  conclurons  que  le  triangle  BAR  est  aussi  iso- 
cèle. Aiosifles  angles  AEB,  ABB  sont  égaux  Mais,  k  cause 
des  parallèles  AX ,  Bl>,  l'angle  A^=I'an^  BBD.  Il  en  ré- 
sulte EBDc=ABE.  La  bilie  se  relèvera  donc ,  en  suivant  la 
direction  BD.  Arrivée  au  pmnt  D,  elle  prendra  ladirectioB 
DA  ;  carDC  est  la  bissectrice  de  l'angle  BOA. 

2° parité.  Si  la  bille,  après  avoir  repassé  par  lo  point  A , 
continue  sa  route  «n  se  réfléchissant  snccessifeaient  et  indéO- 
nimenten  de  nouveaux  points  delà  circonréreDce;dansquets 
cas repa3Be^a-^elle  par  les  mfimes points? 

Je  remarque  d'abord  que  les  cordes  dessinant  la  route  que 
la  bille  doit  suivre  «ont  tontes  égales.  En  effet ,  an  point  B , 
par«seniple,  le  diamètre  BCQ  est  bissecteur  de  l'angle  NB1>; 
donc,  les  deux  cordes  KB,  BD,  doivent  être  ^alesconiae 
Eous-teadant  des  ares  égara. 

Donc ,  pour  que  la  bille  (enmpposantqueaon  nt«avement 
se  prrionge  indéfiniment)  repasse  parlée  m6nmpaint»,M  faut 
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et  il  mSU  que  U  corde  NAB,  qui  indique  la  direction  Initiale 
de  la  bille,  sotu-tende  un  arc  qui  soit  commensuralile  avec  1« 
circontérence.  En  elTet:  1*  si  t'arc  sous-tendu  est  une  division 
exacte  de  la  circonférence,  la  bille  suivra  le  périmètre  du  poly- 
gOBfl  relier  dont  celte  coMe  est  le  cdté. 

2*  Si  l'arc  B0U»-tendu  est  la  (  ~  1       partie  de  la  clrcon- 

rérence  (  m  étant  plus  petit  que  n  et  premier  avec  lui  ) ,  je 
partage  la  circonférence  en  n  parties  égales  et  je  fbis  m  fois 
le  tour  de  la  circonfërence  en  joignant  les  points  de  division 
de  m  en  m.  J'ai  alors  n  cordes  égales  luisant  entre  elles  des 
angles  égaux  et  tidies  que  l'extrémité  de  la  dernière  est  où  la 
première  commence  :  l'eBsemble  de  ces  n  cordes  forme  alors 
ce  qu'on  appelle  un  polygone  étoile  régulier  de  n  cdtés  ;  tel , 
par  exemple  [fig.  15)  le  décagone  étoile ,  formé  en  joignant  de 
ttnia  en  trois  les  divisions  de  la  circonférence ,  partagée  en  dix 
parties  égales. 

Et  enfin,  si  l'on  veut  que  la  bille  repasse  par  le  point  A  de 
départ  en  croisant  sa  première  direction ,  il  faut  non-seule- 
ment que  l'on  fasse  passer  par  A  lo  c6té  d'un  polygone  ré- 
gulier étoile,  mais  encore  que  le  point  A  soit  à  l'intersection 
des  cdtés  de  ce  polygone  étoile 

3*  PAHTiB.  Examiner  trois  cas  particuliers. 

1"  eaa.  Le  pcrint  de  départ  A  est  sur  la  circonférence. 

U  est  clair  que  'si  l'on  veut  que  la  bille  y  revienne  après 
deux  réflexions ,  elle  doit  suivre  le  périmètre  du  triangle 
éqoilatérsl  inscdt  au  cercle  et  ayant  un  sommet  au  point  de 
départ.  St  si  l'on  veut  que  la  bille  y  revienne  après  (h — 1  ) 
réHexions,  tSe  doit  suivre  le  périmètre  du  polygone  régulier 
de  n  cdtés. 

2*  COI.  Le  point  A  de  départ  divise  le  rayon  en  moyenne 
et  extrême  raison,  et  la  distaoce  au  centre  en  est  le  plus. 
grand  segment. 
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Jetnce  hdétagoneétoité,  (/i?.  15),  et  Je  remarque  que  le 
trtaDgle  BAC  est  isocèle,  les  angles  BAC.  BCA  ayaot  tous 

les  deux  vour  mesare  —  de  la  clrcoDféreDce  :  chacun  de  ces 
•^  10 

8  i 

at^kf  Taut  ~  d'angle  droit,  donc  l'angle  ABC  vaut  —  . 

Donc,  CA  est  égal  au  cdté  du  décagone  régulier  convexe 
inscrit  dans  la  même  circonférence,  ou  bien  au  plus  grand 
segment  du  rayon  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison. 

Donc ,  si  la  distance  du  point  A  au  centre  est  égale  au  plus 
grand  segment  du  rayon  divisé  en  moyenne  et  extrême 
raison ,  ii  IJiut,  pour  résoudre  le  problème  :  du  point  A  comme 
centre ,  et  avec  le  rayon  de  la  circonférence  donnée  pour 
rayon  ..décrire  une  circonférence  qui  coupe  la  circonférence 
donnée  au  point  B  ;  point  vers  lequel  il  taut  lancer  la  bille',  et 
elle  décrit  alors  par  ses  réflexions  successives  le  décagone 
Moilé. 

3*  COS..  Le  point  A  de  départ  divise  le  rayon  en  moyenne 
et  extrême  raison ,  et  sa  distance  au  centre  en  est  le  plus  pe- 
tit se^neut. 

le  trace  le  pentagone  étoile  (fig.  16  )  ;  Je  remarque  que  le 
triangle4:BD  est  isocèle,  les  angles  BCD,  BDC,  ayant  tous 

2 
Ite^leux  pour  owsiire  tt-  de  la  circonférence.  Chacun  de  ces 

angles  vaut  ---d'angle  droit;  donc,  l'angle  CBO  vaut  — . 

Donc  enfln,  CD  est  égal  au  cAté'  du  décagone  régulier  con- 
vexe inscrit  dans  la  même  circonférence,  ou  bien  au  plus 
grand  segmeqt  do  rayon  divisé  en  moyenne  et  extrême  rai- 
son ,  et  fU.Qjt  DE  en  est  le  phis  petit  segment. 
Hais  le  triangle  ABE  est  aussi  isocèle ,'  les  angles  BAE , 

BSA  ayant  Chacun  pour  mesure  ~j  de  ~-  de  la  circonfércnci-. 

D(»< ,  AB  =  BB  =  le  cAté  du  pentagone  régulier  convesc 
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f oscrit  dans  cette  circonréreDee ,  et ,  de  plus ,  F  ^nt  ie  toi 
lieade  AE  et  de  CD,  il  s'ensuit  qa^AC  =  DE  =1»  plus  pe- 
tit segment  du  rayon  dirisé  en  moyenne  et  extrémç  raison. 

Dono,  si  la  distance  du  poiot  A  de  départ,  au  centre,  est 
égale  au  plus  petit  segment  du  rayon  divisé  en  moyenne  et 
extrême  raison;  il  but,  pour  résoudre  le  problème,  du 
point  A  comme  centre ,  et  avec  le  cAté  du  pentagone  régulier 
convexe  inso'it  à  la  même  circonrérence  pour  rayon,  décrire 
une  circonférence  qui  coupe  la  circonférence  donnée  en  un 
points  verslequel  il  I^ut  lancer  la  bille,  et  elle^écrit  alors, 
par  ses  réflexions  successives ,  le  pentagone  étoile. 


DÉMONSTRATION 

DE    LA    FORMULE    DU    BINOME, 


Si  l'oD  élève  le  binôme  x--\-x  i  diverses  puissances  sncce»- 
sives ,  en  le  multipliant  par  lui-même,  on  verra  que  : 

lu  Le  nombre  des  termes  du  développement  de  la  puis- 
sance est  toujours  égal  à  l'exposant  m ,  de  la  puissance , 
,  augmenté  d'une  unité.  Car, le  développement  conticut toutes 
les  puissances  entières  de  x  depuis  m  jusqu'à  1 ,  et  en  outre, 
on  terme  b",  indépendant  de  x. 

9o  Le  premier  terme  étant  x" ,  les  autres  termes  "feerobt  les 
produits  de  bx"",  ol'x'^' ,  etc.,  par  des coefiBci^ts particu- 
liers :  et  si  le  développement  est  ordonné  suivant  les  puis- 
sances décroissanteader,  en  «omnençaat par  s^",  les  puis- 
sances de  X  diminueront  successivement  d'une  unité  dans  les 
termes  suivants ,  et  les  puissances  de  a  augmenteroiit  de  ma- 
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Dière  que  la  -somcoe  des  exposants  de  ^  et  dez ,  dans  chaque 
temte ,  sera  constamment  égale  à  m.  Nous  pouvons  donc  re- 
présenter (x-l-i)'',  par  la  forme  suivante  : 

(:c+aj"=a:"+Aw""'+Bi'x""''+ 

Or,  I(»8que  ni=0,  cette  expression  doit  se  réduire  à  son 
premier  terme  x'-  qui  devient  af,  c'estrà-dire  l'unité  ;  tous  les 
coefflciente  A ,  B ,  etc. ,  doivent  donc  avoir  pour  focteur  m  ,■ 
aÎDSi ,  on  peut  représenter  le  coefficient  A  par  ma ,  a  étant  un 
nouveau  coefficient.  De  même ,  lorsque  m==  1 ,  ta  puissance 
n'a  que  deux  termes ,  et  les  coeOkients  B,  C,  etc.,  doivent  s'é- 
vanouir ;  ils  doivent  donc  renrermer,  outre  m ,  le  fàcteurm — 1 . 
Je  puis  donc  représenter  B  par  un  nouveau  cgeflHcJent 
m[m — l)b.  On  verra  pareillement  que  C  doit  ^tre  de  la  forme 
m{m — 1)  («I— 2)c ,  etc. ,  et  l'on  aura  : 

Hais,  lorsque  m=l,  le  secondterme  doit  être  a;  donca=l. 
Lorsque  //i=^2,  la  puissance  n'a  que  trois  termes  etletroisiëme 

«6tet';'donc2.1.  b=i,  d'où  &=  ~—.  Lorsque '«=3,  la  puis- 
sance a  quatre    termes  et  le  quatrième  est  a^  Donc , 


suite.  En  substituant  ces  valeurs  de  a,  b,c,  etc. ,  on  aura  : 

> 


Ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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PROBLÈMES  PROPOSÉS  AUX  EXAMENS. 
■OKunoMB  Ds  m,  evxuaH, 

AneleQ  élire  ds  l'ËcoEe  noniide,   protcBignr  de  DulbéDwtJqDc 


1 .  Déterminer  le  nombre  des  carangemenb ,  avec  répétition , 
jue  l'on  peut  faire  avec  m  lettres,  prises  n  à  a- 

Nota.  Ces  arrangements  ae  dlflërent  des  arrangements  ordi- 
naires, qo'eB  ce  qae  chaque  lettre  peut  Mre  employée  plusieurs 
fois  dans  le  même  arrangement. 

Soient  a,  b,  c,  d,  etc.,  les  lettres  proposées, )e  détermine 
d'abord  le  nombre  des  arrangements  de  deux  lettres.  Pour  tes 
former,  il  l^ut ,  à  la  suite  de  chaque  lettro,  mettre  successi- 
vement ebacuoe  des  lettres  proposa,  y  compris  cette  lettre 
elle-même.  Ainsi ,  nous  mettrons  à  la  suite  de  a ,  successive!- 
ment  chacune  des  litres  a,  b,c,d,  etc.  Tons  ces  arrange- , 
ments  difléreront  entre  eux  par  la  seconde  lettre,  et  il  y  en  aura 
évidemment  m.  U  y  en  aura  autant  commençant  par  b,  dillé- 
rant  entre  eux  par  la  seconde  lettre,  et  des  précédents  par  la 
première  ;  ainsi  de  suite-  En  commençant  successivement  par 
chacune  des  m  lettres ,  on  aura  en  tontniXm  ou  m*  arrange- 
menls  de  2  ietlres. 

Pour  former  les  arrangements  de  3  lettres ,  H  suffira  évi- 
demment de  placer  à  la  suite  de  chaque  lettre  chacun  des  ar-  ' 
rangements  de  3  lettrée.  Pour  la  lettre  n  il  y  aura  m' arran- 
gements de  trois  lettres  commençant  parcettelettreet  dilTé- 
rantpar  l'arrangement  des  deux  lettres  qui  la  sufvent  ;  autant 
pour  la  lettre  b ,  etc.  Ce  qui  Tait  en  tout  m'Xm ,  ou  m}  ar- 
rangements. 

n  y  a  li  une  loi  évidente ,  et  l'induction  suffit  pour  conclure 
que  te  nombre  des  arrangements  que  l'on  peut  bire  avec  m 
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lettres  prises  n  a  n  est  m".  On  peut,  au  reste ,  démontrer  la 
généralité  de  cette  fomanle ,  en  (Usant  Toir  que  si  elle  est 
Traie  pour  le  nombre  des  arrangemeota  Ùe  m  lettres  prises 
(n— 1]  èi  (»~-i),  elle  l'est  aussi  pour  le  nombre  des  arrange- 
ments de  m  lettres  prises  nhn. 

Sopposons  '  la  d<Mic  démontrée  pour  les  arrangements 
(n— 1)  k  (n — 1).  On  obtiendra  évidemment  les  arrangements 
de  n  lettres ,  en  écrivant  à  la  suite  de  chacune  des  lettres 
a,b,c,d, etc. ,  chacan  des  arrangements  de  n — 1  lettres. 
Ainsi,  en  mettant  à  la  suite  de  a  chacun  des  airangements 
de  {n — 1]  lettres ,  tous  tes  arrangements  de  n  lettres  que  l'on 
obtiendra  et  qui  seront  au  nombre  de  m'^'  différeront  par 
la  Aspositioo  des  n — 1  dernières  lettres.  Il  y  aura  de  même 
mT"  arrangements  commençant  par  b,  différant  entre  eux 
par  la  disposltic»  des  n — 1  lettres  qui  terminent  chacun ,  et 
des  précédents  par  la  première  lettre ,  et  ainsi  de  snite ,  en 
commençant  par  chacune  des  autres  lettres.  Le  nombre  total 
des  arrangements  avec  répétition,  est  évidemment  m'^'X m' 
oa  m";  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

%  Ditermiwr  le  nombn  de  mots  que  l'on  peut  former  avec 
19  comotma  et  5  voyellei,€ha(iue  mot  étant  composé  de  3con- 
tanneê  et  de  2  voyellei}  en  excluant  tou$  les  mots  ret^ermant 
3  consonnes  de  suite. 

Je  vais  d'abord  cakaler  le  nombre  des  mots  formés  avec 
3  consonnes  et  3  voyelles  sans  exclusion. 

Pour  cela  f^ire  Je  forme  tous  les arrangementsdes  19  con- 
sonnes avec  répétition  3  à  3,  il  y  en  aura  (19)  .  J'en  prends  1 , 
bcd.  J'y  mets  la  voyelle  a  à  toutes  les  places  possibles  ;  J'ai 
k  mots,  abcd,  bacd,  bcad,  bcda,  de  k  lettres  correspondant 
k  cet  arrangement  de  3  consonnes  et  comprenant  la  lettre  a. 
Faisant  de  même  pour  chaque  arrangement  de  3  consonnes, 
i'anrai  l  mots  pour  chacun  ;  en  tout  (I9)'xi.  Tous  ces 
mots  difléreront  entre  eux ,  soit  par  la  position  de  la  lettre  a 
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lonqa'ils  correq>diKlront  au  même  arraDgement  de  3  con- 
sonnes, soit  par  la  disposition  relatîTe  des  3  consonnes  lors> 
qulls  correspondront  •  2  arrangements  diOérents  de  ces  con- 
stMioes. 

Faisant  pour  la  voyelle  e,  ce  que  i'at  fait  pour  a ,  j'aurai 
[i9)  X&  motsdeik  lettres  comprenant  cette  voyelleaTecScon- 
sonnesi  autant  pour  chaque  royelle;  en  toot,  (19)^xiX& 
mo4s  de  k  lettres  comprenant  3  consonnes  et  1  lojtàte. 

J'introduis  maintenant  une  autre  roydie  dans  ces  mots  de 
k  lettres,  par  exenple  dans  abcd.  D'abord  J'y  mets  une  des 
k  voyelles  qui  n'y  entrent  pas,  e  par  exemple,  et  je  la  mets  i 
toutes  tes  places  possibles  cioi  sont  au  nombre  de  5;  cela  fiitt 
5  mots  de  5  lettres  eabcd ,  aebcd,  abecd,  abced,  abede, 
correspondant  ^  1  seul  mot  abcd  de  h  lettres,  et  compre- 
nant 3  consonnes  et  3  voyelles  différentes  ;  «n  mettant  dans  ' 
a^i^cliacune  des  3  antres  voyelles  i,  a,  u,  comme  j'ai  mis  «, 
j'aurai  pour  chacune  5  mots  de  6  lettres  remplissant  exacte- 
ment les  mteoes  confiions;  en  tout,  5xl^.  Comme  J'en  aurai  ' 
autant  pourcliacun  des  mots  de  4  lettres  que  j'ai  Tormés, 
j'aurai  en  tout  (19)'*  X  5.5  X  4  mots  de  5  lettres  composés 
deSconsonnes,  et de3  voyelles dilTérentes. 

Il  faut  former  maintenant  les  mots  qui  comprennent  2  fois 
la  même  voyelle.  Pour  cela ,  évideniment ,  il  suffit  de  prendre 
chacun  des  mots  de  h  lettres,  et  d'y  introduire  une  seconde  fois 
la  voyelle  qui  y  est  d^h ,  en  prenant  garde  de  compter  deux 
fois  le  même  mot. 

Afin  de  ne  pas  commettre  cette  faute ,  Je  commence  par 
introduire  dans  chacun  de  ces  mots  la  lettre  a  accentuée  a'  ; 
et  Je  la  mets  dans  chacun  à  toutes  les  places  possibles.  Ainsi , 
Je  prends  on  mot  de  k  lettres  abcd,  contenant  la  lettre  u  et  un  , 
arrangement  bcd  de  3  consonnes  ;  j'ai  ainsi  5  mots  àabcd, 
at^bcd,  aba'cd,  abcdd,  a.beda\Cofnm6  il  y  a  k  mc^  d« 
k  Icllres ,  abcd ,  bacd,  bcad,  bcda,  correspondant  à  ^c</ et 
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conftnftDt  a;  A  y  aura  en  tont  5x4=90  mots  de  5  lettres 
correspoBdant  i  cet  arrangement  de  3 consonnes  bcd,  et  coa- 
tepaDt  a  et  d' .  Si  des  mots  de  cette  série  peuvent  devenir  iden- 
tkpies  entre  eux  lorsqu'on  supprimera  l'accent,  ils  ne  pourront 
devenir  identiques  avec  d'autres  qui  ne  correqxmdront  pas  à 
l'arrangenent  bcdi  car  si  ceuircf  rentbntient  ta  lettrea  2  fois, 
leurs  eonsonne»  ne  seront  pas  eiaclement  disgosé^de  la  mAme 
manière,. 

Pour  distinguer  dans  Is  série  dp  vingt  mots  dont  nous  nous 
occupons  ceax  qui  peuvent  devenir  idmtiques  lorsqu'on  sup- 
primera Taccnit  de  a' ,  j'observe  qu'en  comparant  ^aa  places 
occQpées  ^pçiplivement  par  a  et  a'  dans  ie  nËnw  mot ,  on 
peut  former  le  laUean  aaivant  : 


«  otcopant  une  des  ^aces. 


i'  occupera  l'une  des  places. 

2,       3,       \,       5. 
1,       3,       ♦.       5. 


Si  je  considère  le  mot  où  les  places  de  a,  a'  sont  respecti- 
vement 1,  3,  et  celui  où  ces  lettres  ont  les  places  3, 1  ;  après  In 
suppression  del'accent  ces  deux  mots  deviendront  identiques, 
et  il  n'y  en  aura  pas  d'autres  qui  détiendront  identiques  à 
ceux-là,  puisqu'ils  en  dinéreront  par  la  place  de  l'une  des 
lettres  a  au  moins.  L'accent  étant  elTacé ,  chaque  mot  se  trou- 
vera donc  deux  fois,  et  deux  fois  seulement;  il  faudra  donc 
diviser  par  3  le  nombre  des  mots  obtenus  contenant  a  et  a' 
et  conrespondant  à  l'arrangement  considéré  de  3  consonnes 


chaque  arrangement   de  3  consonnes,  il  y  aura  en  tout , 
— -  y  (19;^,  mots  de  3  coiuiHines  et  de  3  voyelles  a.  Au- 
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de  5  lettres  arec  répétitton  de  la  seule  voyelle  qui  b'j  trnuve. 
£d  ijoutant  à  ce  nombre  celui  des  mots  qui  compreiment 
3  coDSODBes  et  3  vojelles,  celles-ci  étant  dldërentee,  le  nom- 
bre total  des  mots  que  l'on  peut  Taire  avec  19  consonnes 
et  5  voyelles  en  compount  cbaciin  de  3  consonnes  et  3  vojelles 
d'une  manière  quelconque  est 

(i9)'x  4X5X5X*+(I9)'X  ^  X  5. 

n  faut^naïutenant  en  déduire  lé  nombre  des  mots  qui  ren- 

Terment  3  consonnes  de  suite.  Pour  former  ces  mots,  je 

t 
prends  un  des  arrangements  de  3  voyelles  at ,  par  exemple, 

et  j'y  mets  les  3  lettres  bcd  d'un  même  arrangement  de  coo- 
sonnes  avec  ou  sans  répétition ,  eu  les  écrivant  sans  les  sépaifer 
à  toutes  les  places  possibles,  comme  si  l'on  introduisait  une 
seule  lettre -dans  cet  arrangement  de  S  voyelles-  Cet  assem- 
blage bed  pourra  être  mis  à  trois  places,  et  il  eu  résultera 
3  mots,  bedae,  abcde ,  aebcd  à  supprimer.  Le  même  assem- 
blage bcd  peut  Être  ainsi  transporté  dans  chacun  des  arran- 
gements de  3  voyelles  qui  sont  au  nombre  (5x5)  ;  on  devra 
donc  déduire  3  x  l5x5)  mots  correspondant  à  ce  seul  arran- 
gement de  3  consonnes  ;  et  puisque  il  y  a  (19)  arrangements 
comme  celol-lè  pour  les  19  consonnes,  il.  y  aura  en  tout  è 
déduire  un  nombre  de  mots  égal  & 

3  X  (5X5)  X  {19)'- 
Le  nombre  cberché  est  donc 
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AKALYSE  D'OUVRAGES  NOUVEAUX. 


Lecoks  D'ARiTBifÉnQirB>  par  P.-L,  Cirodde,  professeur  de 
mathématiques  au  collège  de  Henri  IV,  ouvrage  aatorisé 
par  le  Conseil  royal  de  t'Itutruetion  puUt^ue,  quatrième 
édition.  Paris,  1842.  In-^deaiS  pages  (I).  ' 
Les  deux  premières  éditions,  publiées  à  Dijon,  ont  paru 
en  1834  et  1836;  la  troisième,  de  Paris,  est  de  1839;  la 
quatrième,  sortie  des  presses  de  Firmtc  Didot  trères,  portant 
le  millésime  de  1842,  est  de  novembre  1841.  Un  débit  si  ra- 
pide n'est  pas  le  résultat ,  comme  il  arrive  souvent,  de  consi- 
dératioDS  fort  étrangères  au  mérite  de  l'ouvrage.  On  trooVe 
Ici  une  valeur  intrinsèque  tare  chez  les  auteurs  élémentaires  ; 
M.  Cirodde  a  su  éviter  les  deux  grands  écueils  des  compostions 
de  ce  genre,  la  ditTusion  etla  puérilité,  défauts  plus  communs 
que  l'fAiscurité,  et  qui  produisent  le  même  elTet.  Toiyonn 
claîr,  toujours  précis,  l'écrivain  fbit  presque  continuellement 
usage  d'un  exemple  particulier  Iden  choisi ,  pmir  en  déduire, 
avec  une  logique  sévère ,  les  principes  généraux  de  lascience. 
Cette  méthode,  qui  serait  peu  philosophique,  dans  une 
sphère  ^vée ,  ^t  très-appropriée  à  Tens^gnemeot  rudimen- 
taire ,  attire  l'attentiou  des  élèves ,  qu'une  généralisation  trop 
abstrailarebute.  Des  applications  très-diversiQées  etintéres 
santés ,  servent  d'exercices  et  montrent  l'atitité  des  théories. 
Passons  à  l'examen  de  l'ouvrage.  ^ 

(i>  Oiet  itUbtUt,  llbrito. 


_iv,Goog[c 


L«  titre  semble  annoncer  que  l'ouvrage  est  divisé  ea  leçons; 
il  n'en  est  rien.  L'auteur  suit  la  forme  didactique  h  peu  près 


Les  notions  préliminaires  (1 — S)  contiennent  et,  dans  cet' 
ordre,  les  déflnitionB  de  la  quankié,  ûeïunité,  du  nombre, 
de  VaritlanétiqvB  et  de  la  numération.  — Eodide  (livre  vn) 
commence  par  définir  l'unité  et  puis  le  nombre  ;  ce  début 
parait  plus  oonvenable.  En  effiet,  la  quantité  dont.il s'agit  en 
aritlimétiqae  est  la  quantité  nutn^rtçué ,  elle  présuppose  l'idée 
du  nombre.  On  définit  ordinairement  la  quaniilé  tout  ce  qui 
al  funwpftOte  d'augmentation  et  de  diminution.  La  douleur,  la 
vertu ,  sont-elles  des  quantités?  non ,  parce  qu'il  n'y  a  pas 
d'unité  pour  mesurer  les  qualités  morales.  Il  faut  donc  com- 
mencer par  l'idée  de  l'aoité,  que  les  anciens  ne  considé- 
raient pas  comme  un  nombre  ;  uotion  très  -  exacte  à  c«rtains 
égards. 

Il  est  vrai  qu'on  soumet  au  calcul  des  êtres  atùtraits,  lels 
que  lA  validité  des  témoignages,  des  décisions  des  tribu- 
naux, etc.;  mais  alors  on  crée  des  unités  conventionnelles,  fac~ 
tices.  Ainsi ,  si  l'on  admet  qu'un  certain  tribunal  se  trompe 
une  fois  sur  cent ,  alors  la  certitude  étant  représentée  par  1 ,  ' 
le  Jugement  d'un  tel  tribunal  aura  pour  valeur  —,.  Oafi  même 
quelquefois  eu  recours  à  des  unités  chimériques  ;  c'est  à  l'aide 
de  telles  unités  que  Ben  David ,  ancien  secrétaire  de  l'Aca  - 
demie  de  Berlin ,  a  essayé  d'établir  la  théorie  mathématique  du 
benudansles  lettres  et  lésants.  Mais  ces  considérations  ne  sont 
pas  du  ressort  des  éléments. 

L'arithmétique  est  la  science  des  noi»J(rei,-  définition  trop 
large.  Le  théorème  que  tout  nombre  premier  de  la  forme 
fca  -f- 1  est  toujours  la  somme  de  deux  quarrés  et  d'ane  ma- 
nière seulement  appartient  évidemment  k  la  science  des 
Dombi^,  fait-il  partie  de  l'arithmétique?  Celle-ci  s'occupe 
uniquement  de  l'exposition  d'un  système  de  numération,  et 
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des  procédés  qoi  en  dérivent  pour  exécuter  <les  additians  et 
des  soustractions.  L'arithroétique,  considérée  sous  ce  point 
de  vue ,  est  plutAt  UD  art  qu'une  science,  etceci  oouseiplique 
le  peu  de  làvénr  dont  ellejoufesait  chez  les  Anciens,  qui  relé- 
gnaient  le  calcul  numérique  parmi  les  occupations  senriles  de 
ta  classe  marchaDde.  Il  est  à  croire  que  c'est  au  commerce 
qu'on  doit  Itotroduction  des  chiffres  îndou-arabes  et  aussi  le 
mécanisme  des  quatre  opérations ,  et  peut-être  même  les  rè- 
gles des  signée  qui  représentent  le  thit  et  avoir  des  teneurs  de 
livres,  règles  qu'on  trouve  d^à,  numériquement  appliquées , 
dans  Diopbante,  au  iv*  siède,  mais  dont  l'emploi  littéral, 
qui  constitue  l'essence  de  l'algèbre ,  est  dû  &  Viète ,  au  xvi* 
sècle.  H.  Ampère  a  proposé  de  désigner  ta  science  des  nom- 
bres par  un  mot  nouveau,  aritkmologie ,  qui  mérite  d'être 
adopté  (1). 

Pour  la  fonnation  des  nombres 'et  l'exposition  du  système 
décuple,  i'autear  a  suivi  à  peu  près  la  méthode  de  Con- 
dorcet  (i)  ;  mais  il  en  a  Tait  disparattro  Iq^  détails  trop  minu- 
tieux. Notre  auteur  adopte  les  expressions  septante,  octantc, 
nouante,  usitées  dans  le  midi  de  la  France,-  mais  il  regrette 
de  ne  pouvoir  admettre  unante  et  duante  proposés  par  Con- 
dorceti  .     . 

n  semble  qu'on  n'insiste  pas  assez ,  dans  l'expositioB  de  la 
nnInératiDn,  sur  une  propriété  très-importante  et  qu'on  no 
saurai^  trop  tât  inculquer  aux  élèves;  c'est  que  dans  tout 
nombre,  une  unité  d'un  ordre  quelconque  est  plus  grande  que 
la  somme  de  taites  les  unités  qui  la  suivent ,  et  cela  dans  un 


(0  Buttî  inr  /a  pMilotophit  <let  Seieiteet.  1834. 

(1)  Mos^  d'apprtndrt  à  compter  rtremunt  tt  BVtc  faciUlv.  Parii ,  an  VU 
DMinlrflédiUaa  uldiM.  Garnicr.  O  petit  ouTragceakd'une  elarlé  cxub^ranlr 
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système  queluonqut^.  Cette  propriété  est  le  rondement  de  la 
divishHi  et  des  extractions  de  racines,  et  se  retrouve  même 
dans  la  tliéoiic  des  équations.  Aiosi ,  étant  donné  le  polynAme 

A,^"-{-  A,:c""  + A.n,  Al,  étant  le  plus  grand  coefllcient 

(Aa-f-l)"  est  plus  grand  que  la  somme  des  termes  qui  suivent 
le  premier,  parce  qu'alors  le  polynôme  devient  un  nombre , 
écrit  dans  le  système  dont  la  base  est  A.-J-l  • 

De  là  on  passe  au  calcul  des  nombres  entiers,  sans  pour- 
tant  avoir  prévenu  qu'il  existe  des  nombres  fractioniutires 
(p.  8). 

Dans  l'addition ,  on  devrait  exercer  l'élève  à  reconnaître 
l'indépendance  de  l'ordre  des  opérations;  une  addition  de 
deux  nombres  peut  s'obtenir  de  denx  manières;  avec  trois 
nombres ,  do  neuf  manières  diiïércntes ,  etc.  Il  y  aurait  aussi 
'  quelque  avantage  à  donner  des  applications  de  l'addition  et 
4lc  ia  soustraction  combinées,  et  de  faire  voir  l'indépendance 
des  opérations.  C'est  nne  utile  et  même  indispensable  prépa- 
ration au  calcul  des  Tormulcs  algébriques  ;  dans  la  méine  vue, 
00  devrail^ainsi  déHnir  In  soustraction  :  c'est  une  opération  ofi 
l'on  cherche  ce  qu'il  f^ut  ajouter  à  un  nombre  donné  pour 
trouver  un  autre  nombre' également  donné. 

a  La  multiplication  est  une  opératiorx  qui  a  pour. but  de 
compo.-erun  notnbre  nommé  produit,  avec  un  nombrenomitié 
"  mullipticande ,  comme  un  autre  nombre  nommé  multiplica- 
teur est  composé  avec  l'unité  (  p.  11  ].  »  Cette  déllnition , 
introduite  parM.  Lacroix,  dans  son  excellente  arithmétique, 
e«t  la  partie  hypothétiqoe  de  la  proposition  15  du  7*  livre 
d'Euclide ,.  qui  s'en  sert  pour  démonlrer  qu'un  produit 
de  deux  Tacleurs  ne  change  pas,  en  quelque  ordre  quktn  les' 
mulUplie  :  c'est  la  proposition  16-;  rarement  les  élèves  com- 
prennent cette  déllnition  uns  beaucoup  d'explications;  car, 
ello  dit  en  d'autres  termes,  que  le  produit  f«t  le  quatrième 
terme  d'une  proportion ,  dr>nt  l'unité  est  le  premier  antt'cédml 
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«t  les  deux  facteurs  les  moyens;  or,  les  élèves  ne  sont  pas 
censés  connaître  la  proportion  géométrique.  Composer  un 
nombre  est  une  expression  bien  vague.  On  n'a  d'ailleurs  admis 
cette  définition  que  pour  l'adapter  aux  nombres  rraction- 
naircs;  mais  saosnécessité,  ceux-ci  sont  identiques  aux  rapports 
géométriques,  e>  c'est  par  habitude ,  par  abus  qu'on  les  distin- 
gue-En réalité,  an  ne  multîpliejamais  desfractions,  toujours 
des  nombres  entiers;  il  me  parait  plus  convenable  de  revenir 
à  l'ancienne  définition ,  qui  considère  la  multiplication  comme 
une  addition  abrégée  ;  définition  que  l'élève  comprend  do 
suite. 

Après  avoir  donné  très-Detlemcnt  le  procédé  de  la  multi- 
plicatioa ,  l'auteur  établit  parliiiLement  ces  deux  théorèmes  : 
l"  le  produit  de  plusieurs  nombres  ne  change  pas,  dans 
quelque  ordre  qu'on  multiplie  les  facteurs  ;  'i"  pour  multi- 
plier un  nombre  par  te  produit  de  plusieurs  facteurs,  il  suffit 
de  le  multiplier  successivement  par  chacun  des  facteurs  de  ce 
produit;  ces  deux  théorèmes  doivent  se  résumer  en  un  seul. 
De  combien  de  manières  peut-on  effectuer  ce  produit?  La  belle 
solution  que  M.  Rodrigues  (Oliode)  a  donnée  de  ce  problème , 
est  assez  simple  pour  entrer  désormais  dans  les  éléments  (1) , 
nous  la  donnerons  prochainement  avec  le  complément  de 
M.  Catalan.  Nous  pensons  dtiilleurs  que  ces  théorèmes  doivent 
précéder  la  règle,  où  l'on  ne  devrait  pas  omettre  l'obser- 
vation essentielle ,  que  chaque  produit  partiel  surpasse  la 
somme  de  tous  le^  produKs  partiels  précédents. 

Les  quatre  règf^sont  suivies  de  25  applications,  dans  le 
genre  de  celles  qu'on  trouve  dans  l'ouvrage  si  répandu ,  d'une 
utilité  si  pratique,  deM.  Saigey  (3). 
Dans  la  division  il  est  question  de  nombres  »mpfes  ou  d'un 


{Il  JoumaUe  VoMAiwiMfiMi. 

(1'  fiobirmtt  d'arithmétique  tte^nirftéi  tairai,  1'  «dit.,  i*X,  i 
MnliMit  raiionn/n,  pit  Vf,  Rtnnel,  m-it. 
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chiffre,  et  de  nombres  composé»  de  plusieurs  ct^ffres.  Ne 
serait-il  pas  plus  exact  de  dire  nombres  monômes  et  nombres 
polynômes. 

La  divisibilité  des  nombres ,  les  théorèmes  sur  les  nombres 
premiers,  la  recherche  des  diviseurs  communs,  précèdent  les 
rracticins(S3à66). 

Cet  ordre  est-il  bien  adapté  à  l'ét&t  actuel  de  la.  science 
telle  que  nous  le  devoDS  aux  découvertes  de  Gaugs?  II  serait 
plus  instractiret  en  m6me  temps  plus  facile ,  de  débuter  par 
la  théorie  des  resta,  eutremeot  dit  des -congruences.  £o 
considérant  les  restes  qu'on  obtient  en  divéapt  une  progres- 
sion géométrique ,  commençant  à  l'unité ,  par  un  nombre  pre- 
mier avec  19  raison,  on  démontre  facilemuit  le  théorème  de 
Fermât,  et  tout  ce  qui  est  relatifà  la  dirisibilité  des  nombres, 
aux  fractions  périodiques  simples  et  mixtes^  théorèmes. si 
compliqués ,  si  difficiles,  si  rétrécis  dans  nos  traités  élémen- 
taires, parcQ  que  le  point  de  départ  est  mal  choisi;  les  pe- 
tites théories  éparses  Tont  que  les  élèves  apprennent  et  retien- 
nent difficilement,  savent  moins,  et  moins  bien. 

A  la  suite  des  fractions  ordinaires  et  décimales,  on  trouve 
36  applications,  empruntées  la  plupart  à  l'arithmétique 
commerciale  et  industrielle  (56  à  103).  L'exemple  XXXI 
explique  très-clairement  comment  les  banquiers  dressent  las 
comptes  courants. 

Les  systèmes  métriques  nouveau.etanGien  devraient  naturel- 
lement suivre  la  théorie  des  fkactions  décimales  et  ordinaires  ; 
toutefob,  on  ne  lestrouveiciq'u'à  la  page  IfiS;  l'auteur  a  cru 
plus  convenable  d'exposer  d'abord  la  théorie  des  racines  quar- 
rées  et  cubiques,  des  proportions ,  iprogrestfionset  logirithiaes 
(lOi  h  165.  ]  Pourquoi  cette  interversion  ?  pourquoi  toujours 
donner  les  logarithmes  par  la  méthode  euristique ,  d'Inven- 
tion ,  par  celle  des  pr(^3*es9ionfi  correspondantes ,  que  I» 
baie  des  élèves-est  incapable  de  saisir  et  dont  les  professeurs 
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ne  se  serTeot  Jamais?  L'explication  exponentiâliCidTuler  (l) 
est  si  simple,  pourquoi  De  pas  l'adopter?  Est-ce  pour  le 
plaisir  d'allonger  et  de  gfortir  le  volume^On  peutysup- 
plèer.  Désonnats  les  élémo^ts  du  calcul  Littéral,  celte 
arithmétlqQeQfiiverselle,  doit  faire  partie  de  l'arithuMîqae 
et  suivre  immédiatemerit  les  applications  des  fractioRS.  Alors 
les  questions  les  pins  ardues  sur  les  proportions,  progieesionB, 
togarithniK,  intér^  composés,  etc. ,  se  rédoisent  i  peu  de 
chose.  Quand  on  a  des  chemins  de  fer,  k  quoi  bon  prendre  de 
lieBles  ipitures  qui  vous  cahotent  loordement  sur  des 
dMOiins  raboteux  ?  Quelques  personnes  pensent  que  les  dé- 
monstrations dites  arithmétiques  sont  bonnes  ponr  exercer 
l'esprit  des  élèves.  Certes ,  une  gymnastique  intellectuelle  est 
trèfi-^tile;  mais  il  faut  la  prendre  où  elle  est,  dans  la  théorie  * 
des  nombres,  dans  les  travaux  des  Bachet,  des  Fermât,  des 
Eulcr,  des  Lagrange,deâGauss,  desXiegeocIre.  Par  exemple, 
les  élèves  ne  feraient-Us  pas  une  aussi  forte  dépense  d'esprit 
et  d'attention  eo  cheréhapt  à  comprendra  le  théorème  que  la 
somme  de  deux  cnbefi  ne  peat  jamais  étrç  un  cube ,  qu'à  se 
mittre  dansla  mémoire  des  expliaations  qui  n'y  restent  pas, 
coinm*â  quoi  le  produit  des  ax^râmes  est.  égal  au  produit 
des  moyens  ;  ou  pour  passer  d'un  système  de  logarithmes  k  un 
aulre;  passage  qne  certains  omatt«it  et  que  d'autres  exptt- 
quent  si  obscurément.  Cfu'on  vient  de  consacrer  .A  cet  obfet 
^nt  Qo  volume.  H.  (ïrodde,  modèle  de  concision,  développe 
cette  théorie  en  dix-neuf  pages  [p.  1^7-165) 

L'ouvrage  eit  terminé  par  un  appendice  fort  instructif 
(  192-315  )j  il  cDntleBt  :  1*  les  dilTérents  systèmes  de  numé- 
ration iSf  nn  taoyen  indiqué  par  M.  Caochy,  d'écrire  tons  les 
nombres  d»  systètte  décimal  au  mofen  4e»  b  premiers  cbif- 


I)  b'UwtÊ»li  d-M§thM,  pv  I.tanari1  tulti,  inda'M  de  rillenvid.  Ljan, 
■n  m.  Le  seoonit'rolaïae,  en  (niisr,  renr^nne  Finil])»  Fndtlemince,  1  liqnell* 
■•>  tlimeai)  iuIkiit;  s  n«  Maiictanl  qn«  ifiielquet  p*|ti- 
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rres et  du  i^ro.  Les  autres  chirh'es  sont  remplacés  par  leur 
complément  à  10,  et  distingués  paruntraiqui  lessurrtionte. 
(Comptes  rendus  à  l'Académie  des  science»',  S"  semest.  1840, 
pag.  791.  )  Cette  convention  ingéniei|»)  abrège  certaines 
opérations  aritlimâtiques ,  mais  ne  sera  Jamais  adoptée  -, 
3°  évaluation  des  erreurs  qui  peuvent  aflecter  les  produits, 
quotients  et  racines  (  qttarréei  )  des  nombres  qni  ne  sont 
qu'approchés.  C'est  M.  Vincent ,  proresseur,  qui  le  premier, 
à  ce  que  je  crois .  a  introduit  dans  les  éléments  cette  évaluation 
si  importante  pour  le  calcul  direct  et  par  iogarittu^.  Nos 
tables  donnent  les  logarithmes  approchés  à  une  ;  décimale 
près  de  l'ordre  du  dernier  chilTre.  EIlos  devraient  indiquer 
si  cette  approximation  est  en  dessus  ou  en  dessous  de  la  vraie 
t  valeur  ;  cette  indication  pourrott  s'obtenir  à  l'aide  d'un  point 
plac^  sur  le  premier  chiffre  à  diafte  ;  h'  métbode  de  I&  division 
ordonnée;  elle  est  donnée  par  Fourrier  dans  son  Analjà; 
des  Équations  (  p.  188  ).  On  eu  trouve  ici  la  première  men- 
tion et  la  démoDBtration.  L'esprit  de  Ifl  méthode  consiste  à 
traiter  Its  nombres  comme  des  polynAmes  ordonnés  suivant 
les  puîssanoes  de  10,  les  coefficients  devant  être  frius  petits 
que  10  ;  et  ainri  que  dans  le  procédé  d'Oughtred ,  on  né  con- 
serve dans  les.prodiAs  partiels  que  les  nombres  qui  peuvent 
influer  sur  le  résultat.  On  doit  foire  usage  de  cette  Dtéthodn 
toutes  les  rgisqae  le  diviseur  contenant  un  grand  nombre  de 
chliïres,  il. s'agit  de  déterminer  quelques-uns  des  premiers 
chitTres  ds  qliotient;  5°  simpllflcation  du  calcul  de  la  racine 
quarréc  ;  6°  démonstration  trës-siouile  que  les  puissances  po- 
sitives d'un  nombre  plus  grand.que  l'unité;  ont  pour  limite 
l'infini;  et  les  puîssanced  négatives,  ont  pour  limite,  zéro. 
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THÉORÈMES  A  DÉMONTRER.  —  PROBLÈMES. 


1  Démontrer  que  si  iani  un  triangle  4-ectiligne ,  deux  bî- 
srctriees  angulaires  intérteares.soot  d'égale  longueur,  le 
triangle  est  isooète. 

2  Soit  ABC  yn  triangle  équilatéral  inscrit  âfias  un  cercle 
doDtle  centre  est  D:  d'un  point  Q*  de  la  circonféreace ,  on 
abaisKsar  lescâtés  AB,  AC,  BC,  des  perpendiculaires  OM , 
ON,  OP,  qni  rencontivut  cescAtés  en  des  points  M,  N,  P: 
démontrer  que  les  points  M ,  N,  P,.sont  sur  tne  d[Oîte  qui 
passe  par  lo  uiilicu  du  rayon  OD,  et  que  ce  milieu  est  le  centre 
des  moyennes  distances  des  pieds  des  trois-  perppnilicalaires , 
M,  N,  P.  (Commuoiqqé  par  M.  SxstKBHH.) 

3.  9f  d'un  point  A  d'un*  ellqtaa,  on  abaisse  des  perpendi- 
culaires AM,  AN,  sur.  les  diamètres  co^gués  égaux,  la 
diagonale  AP  du  parallélogramme  construit  sur  AM  et  AN , 
comme  cAtés,  est  normale  à  l'ellipse  en  A.  (Communiqué  par 
M.  Snina.) 

•  4.  Soit  ABC  Un  triangle  Inscrit  dans  une  section  conique , 
d'an  i>oiat  0  de  cette  courbe,  on  mène  les  droites-  OM, 
ON,  dp,  respectivement  conjuguées  aux  cdtés  AB,  BC,  QA  (1), 
et  rencontrant  ces  c6tés  aux  points  M,  N,P:  démontrer  que 
les  trois  points  M,  N;  P,  sont  SUr  une  même  droite. 

5.  Étant  donnée  une  équation  algftrique ,  d'un  degré  quel- 
conque, à  coefficients  réeb;  chaque  racine  peut  être  consi 

(I]  DcDi  ilr«iiet  lont'diie*  conjuguée)  loriqn'cltri  sont  p«r*lltln  à  deui 
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dér6e  comme  la  tangente  d'un  arc  réel  ou  imaginaire,  l'unité 
étant  prise  [tour  ra;on.  On  propose  :  1°  de  démontrer  qoc 
la  somme  ie  ces  «rcs  mX  réelle  ;  2°  de'trouver  cette  somme  à 
l'aide  0es  tables.     . 

6.  Lorsquele  coetneieDtdu  proBiier  terme  d'uoe  équatîoo 
est  l'aoîté,  et  le  coefficient  duseuind  terme  un  nombre  négatif 
quelconque,  on. sait  que  ponr  obtenir  une  Ihnite  supérieure 
des  racines  positives  de  l'équation ,  il  suiBt  d'ajouter  l'unité 
à  la  plus  grande  êes  valeurs  absolues  des  coefOcicnts  négatif 
de  cette  étpialion  ;  c'est  la  rèffle  Indiquée  far  Maclaurin. 
Mais,  dans  un  grand  nombre  de  cas',  qo  nan.  en  fonction 
des  coefflcîcnis,  l'eipresston  d'une  limite  supérieure  plus 
approchée ,  a«  moyen  de  la  r^le  suivante ,  énoncée  par 
Lagreatge  :  '  ■  ^  . 

Soient— Aa/'^,  — Bj:"  ",  — C^*"*,  etc.,  les  tenues  négatife 
de  l'équation  proposée,  dont  le  degré  est  m  -  on  aura  une  li- 
mite supâlieuro  des  racines  positives  en  additiontwnt  les  deux  . 
plus  granules  des  quantités 


P-a;  f  b",  i^c, 


etc. 


C'est  ce  que  l'on  propose  de  démontrtr.  ^ 

Supposons,  par'«xemple,  que  l'équation  proposée  soit 
j:' — x'+j: — 1000=0.  La  règle  de  Maclaurin  donne  pour 
limite  supérieure  lOOl;  et  celle  de  Lagrange  donne  11. 
Ce  darnief  nombre  est  la  plus  petite  lipiite  supérieure ,  en- 
tière. 

7.  On  donne  les  projections  d'une  droiî«AB,  et  celles  de 
deux  points  C ,  D ,  non  situés  dans  un  m^me  plan ,  avec  la 
droite  :  construire  les  projections  d'un  point  situé  sur  la  droite 
AB,  et  tel  que  la  somme  de  ses  distances  aux  deux  points 
donnés  C .  D  ;  soit  un  minimum. 
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8.  Expriiii«r  l'aire  d'an  triangle  rectiligne,  en  fonction  des 
trois  lignes  menées  des  sommets  aux  milieux  des  c6tés  op- 
posés. 

9.  Inscrire  dans  ud«  ellipse  donnée  une  corde  telle  que 
la  somme  de  sa  loogaenr  et  de  la  distance  de  son  milieu 
an  centre  de.  l'ellipse,  soit  un  maximum.  Application  su 
cercle. 

10.  La  bas  AB  d'un  triangle  jectiligno  ABC ,  est  donnée 
de  grandeur  et  de  position;  la  sterne  des  deux  autres  cdt^s 
AC,  BC,  du  triangle  est  égale  ^  une  droite  doonée;on  sup- 
puee  que  ce  trbngle  tourne  auteur  d'un  ixe  rectiligne  tracé 
sur  son  plan  ;  détermbier  le  sommet  C  du  triangle  de  maidèrc 
que  la  somme  des  surfaces  décrites  par  les  deux  cAtée  AC, 
BC,  adjacents  k  la  bafie,  soit  un  maaitnwn,  ou  bien  un 
minimum. 

iX.  Inscrire  dans  uoe  ellipse  un  triangle  sembli^le  à  un 
triangle  donné  ;  cas  particulier  où  le  triangle  donné  est  équi- 
latéral. 

IS.  Déterminer  l'équation  d'une  ligne  telle ,  qu'en  loi  me- 
nant une  tangente  en  un  point  quelconque ,  la  partie  de  celte 
tangente  comprise  dans  l'intérieur  d'un  angle  donné,  soit 
constamment  égale  à  une  droite  donnée. 

Discuter  l'équation  de  cette  ligne  lorsque  l'angle  donné  est 
droit. 
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ANNONCES   D'OUVRAGBS. 

'ËLÉHEKTSOB'GÉowSTiiB.parEugèDe  Donnet,  agrégé  de 
rUoiverslté ,  professeor  de  mathématiqueB  an  collège  rc^al 
LouiB-le^rand.  . 
Première  iinaisoD.  Paris,  18!»1.  In-4°.  lithographie  ifi 

56  ps^.  ' 

CompuémSkt  de  Géométrie  ahalvtiqce,  par  C-E.  Page, 
proresaeur  à  l'École  royale  d'artillerie  de  La  Père. 
Nous  lendroas  compte  de  ces  deux  ouvrages  dans  un  pro- 

ehata  Numéro. 

TRAtTÉ  D£G^otsiE,par  L.  Puissant,  3* édition,  tome  1. 
BacheUer,  pril  :  20  fir. 

Atlas  des  Phénomènes  célestes,  donnant  le  tracé  des 
mouvements  apparents  des  ptanètês,  par  C.  H.  Dfeo , 
f  année,  IS&i.  Bachelier,  prix  :  5  Tt. 

Cauchy.  Mémoire  sur  la  polarisation  rcctiligne  et  la  double 
rérracUoo  (pas  en  vente). 

Pajsot  (F).  Démonstration  d'un  nouveau  théorème  de  mé-  ' 
caDiciue  céleste.  *Br.  in-4°  de  h  pages. 

L'auteur  nie  que  dans  l'analyse  des  trajectoires  décrites 
par  les  corps  célestes,  on  puisse  prendre  le  temps  pour  ya- 
riable  indépendante.  C'est  dans  cette  négation  que  con- 

âiie  ce  théorème  fondé  «ur  l'erreur  que  -r-.  et  d9  ne  sont 
•  ^      dV 

pas  des  quantités  comparables  ;  il  est  manifeste  que  ce  sont 

des  inRniments  petits  du  même  ordre. 
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MÉMOIRE 


COURBES  DU  SECOND  ORDRE  A  BRANCHES  INFINIE.S. 


SECONDS  £T  DBRNIËRE  PARTIE  (-J. 


DB  LHTPBKBOLR. 

16.  Daos  l'éqoation  A  (page  22),  posons  b"s=b  et  t^'=a'i 
ce  qol  revient  k  supposer  que  les  deus  points  P et  P'sont 
«or  une  même  droite  parallèle  &  l'axe  Aes  x ,  et  les  deux 
points  F  et  P"  snr  nne  même  droite  parallèle  à  l'axe  des  y  • 
cette  équation  se  réduit  à 

C'est  l'équation  d'une  lij'perbole  rapportée  à  deui  axes 
parallèles  i  ses  asymptotes.  On  en  conclut  ce  théorème  : 

S<0  un  triangle  variable  ABC  (flg.  17]  àmt  la  troit 
tùté»  totU  auujettu  A  kmrwr  autour  de  trots  pointa  fixes 
¥,V  et  V  ;  si  le  sommet  \  est  assujetti  â  glisser  sm- une  droite 
fixe  0\,  parallèle  à  ladroitequi  joint  le  pointV"  au  point  P, 
autour  duquel  tourne  le  côté  ppposé  BC ,-  fi  /e  sommet  B  est 
assajetii  à  glisser  sur  une  droite  fixe  OY,  parallile  à  la  droite 
qui  joint  le  point  V"  au  point  P  ,  autour  duquel  tourne  U 
eSti  opposé  CA  :  U  troisième  sommet  C  décrira  une  hyperbole 

(')  Poarli  ("piitiedeM  tléDiein,T(iyc(li  p*^  it. 

Ami.  Di  MinCM.  1.  ^ 
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—  Si  — 

doTU  la  asymptotet  ttront  parattêlet  au^  deux  droites  /ixe$ 
OXrfOY. 

17.  Enjoignant  les  quatre  poinUO,'P,F,G,  onfofme  - 
on  quadrilatère  OP^C  (fig.  18]  ii^crit  k  la  courbe;  les 
deux  cdiés  opposés  PC  et  PO,  rencontrent  en  F,  aten  E, 
les  drdtes  PK  et  P'H,  menées  par  les  point»  P  et  P', 
parallèlement  aux  asymptote^.  Et,  à  cause  def  paratt^les, 
on  a  :  * 

PF     QA     QA_  PP'  „  ■     PP"     PE 

PG-QÔ'   QÔ-PK'     **^'"'"      PK*p5' 
d'où, 

PF    ra 
pg'^po 

Ce  qui  Tait  voirque  laligneEF,  qui  joint  lespofnts  d'in- 
tersectioo  des  c6tés  FC  et  PO ,  arec  les  parallèles  aux  asf  mp- 
totes'menées  par  les  points  P  et  P',  est  parallèle  aa  qda- 
trlèmu  cAté  OC  ;  on  conclut  de  là  ce  tbéorèma  : 

Un  quadrilatère  étant  inserU  d  une  hyperbole ,  n ,  par  deux 
sommet!  adjacents  d  un  mime  côté ,  on  mène  deux  dnyite»  parai- 
ièles  aux  asymptotes,  et  qu'on  les  prolonge  jusqu'à  la  ren- 
contre des  côtés  qui  passent  par  les  mimes  sommets,  l»  ligne 
qui  joindra  ces  pmnts  d'intersection,  sera  parùllile  au  qua- 
triime  côté. 

Ainsi ,  le  quadrilatère  OPP-C .  [Jîg.  19).  étant  inscrit  i  une 
byperbole,  i\,  par  les  deux  sommets  P  et  P',  on  mène, 
parallèlement  aux  asymptotes ,  des  droites  qui  aillent  rencon- 
trer les  cdtés  PC  et  PO ,  aux  points  F  et  E ,  la  ligne  EF  sera  ■ 
parallèle  au  quatrième  cAté  00.  « 

18.  Les  deux  sommets ,  G  et  0 ,  peuvent  se  réunir  en  an 
seul  C  [fig.  30] ,  dans  ce  cas  le  cdté  CO  devient  une  tangente 
k  la  courbe  ;  on  a  donc  ce  théorème  :  ' 

I7n  triangle  étant  inscrit  d  une  hyperbole ,  si  par  deux  som- 
meb  on  mène  deux  droites  paralliles  aux  asymptotes  jusqu'à 
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ta  naeoHtrs  des  côtés  oppotét,  la  ligru  qm iomâra ces émix 
foiwU  <f ttiAtwcfton ,  sera  pamlUk  d  la  tof^ente  menée  par  k    • 
frmUme  sommef . 

Ce  théorème  donne  on  100760  Ehcile  de  résoudre  le  pro- 
Uème  Boivant  : 

Omitruin  la  tangaOe  en  un  point  ^tme  hyper^le ,  ^wmd 
•M  connott  deux  autre»  point»  de  I9  «OMriw,  et  (n  direetioiu 
de»  an/mptotes- 

19.  Loraqoe  le  oAté  AB  du  trlan^  variable  ABC  (fig.  17), 
TieaimicaDtrerla  droite  fixeQXj  aamëmEfpaint  qœla  droite 
PP'  prolongée  (  fig..  Si  ) ,  le  point  C  se  confond  ai>eo  le  point 
F,  et  par  conséquent ,  la  droite  BP  se  confond  aitk  la  tan- 
(Bnte  à  la  coorbe  en  ce  point. 

Par  les  deux  'pmnts  P'  et  O ,  menons  une  transTeraale  qui 
leBOontre  la  lignA  PP"  an  point  D.Xa  droite  qoi  ^nndra  le 
pcrfnt  B  an  point  D  sera  parallèle  à  la  droite  PP'.  En  tfet,  la 
droite  BD  prolongée  rencontre  PP"  en  F;  les  parallàles 
donnent  : 

P*!*"     Mp     F'A 
P"F~Mb'*P'B' 
donc  BF  est  parallèle  à  9' A. 

La  transversale  P'O  rencontre  ta  tangente  BP  an  point  K , 
et ,  à  cause  de,BD  parallèle  à  PP< ,  on  a  : 

KP'_KP 
KD  ~KB 
Par^  p(dot  P,  Bienmis  par^èlement  k  l'axe  0¥  une  droite 
ifui  rencontre  la  transversale  P'O  en  Ë .  nous  aurons  : 

S=K'^-I=S    »"    KP.KO  =  KEKD, 
Les  deux  ptdnts  P'  et  0  sont  les  intersections  de  la'  trans- 
versale avec  la  courbe ,  et  les  deux  points  £  et  D ,  sont  les 
Intersections  de  cette  même  transversale  avec  les  drettes 
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—  6fc  — 
S  parallèleinent  aux  asymptotes  par  le  point  de  con- 
tact P  ;'  on  a  dmc  ce  théorème  : 

Si T  par  h  point  4e  contact  d'ututaagmteà  l' hyperbole,  on 
mênedeux  droita  parallèles  aux  atymptotes,  etque,  d'un  point 
quelcon^  pria  sur  cette  tangente ,  on  mette  une  tran»venale 
qui  coupe  ta  courbe  en  deux  points ,  et  leg  deux  parallèlet  txux 
atymptotei  égaiement  «n  dfuxpoints  :  le  produit  des  segment* 
intercalé»  sur  cette  tranivenak  entre  la  tangente  et  tes  deux 
points  ^intersection  avec  la  courbe ,  sera  égal  au  produit  de* 
segments  intercepléi  sur  cette  mittu  transverstUe ,  entre  ta  tan- 
gente ft  les  deux  poinfs  d'intersection  mec  les  parallèles  auv 
asgmptola. 

Ainsi ,  par  exemple ,  si ,  par  le  point  de  contact  A  de  la 
tapgente  CO  {fig.  22),  on  mène  deux  droites  parallèles  aux 
asymptotes ,  et  qoe ,  d'un  point  O  pris  sur  la  tangente ,  on 
mène  une  traosTersale  qui  rencontre  ces  deux  parallèles ,  en 
M  et  T4 ,  et  la  combe  eu  P  et  Q  ;  on  aura  : 
OM.ON=OP.OQ. 

SO.Par  les  deux  poiolsPet  0>  menons  deux  droites  retpec- 
tivement  parallèles  aux  deux  asymptotes,  et  qui  rencontrent 
la  tangente  en  B  et  p ,  on  aura  : . 

OA     OM  OA~ON' 

multipliant  membre  i  m^nbre,  il  viendra  : 

OB.OC      OP.OQ 


d'où     OA'=OB.OC; 


d'où  l'on  conclut  ce  théorème  : 
Si  par  unpoint  pris  dans  te  plan  d'une  hyperbole ,  on  mène 

une  tangente,  et  une  transversale  qifi  rencontre  la  courbe  en 
deux  points ,  et  que  par  ces  deux  points  on  mine  deux  droites 
retpeetinemenl  parallèles  nux  asymptolex,  te  segment  compris 
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entre  le  point  donné  et  te  poitit  de  contact ,  tera  moyen  pro- 
porHonnel  entre  ksdetix  legmentê  compris  entre  le  point  donné, 
et  les  deux  points  d'intersection  de  la  tangente  avec  les  deux 
parallèle»  aux  asymptoiei- 

Il  est  facile  de  voir  que  la  démonstration  resterait  Ta  même 
«n  menant  par  le  point  P  une  parallèle  à  AN ,  et  par  le  point 
Q,  une  parallèle  k  AM. 

31.  Les  trois  cAtés  d'un  triangle  Variable  ABC  étant  assu- 
jettis à  tourner  autour  des  trois  points  fixes  P,  V,  P",  Ifig.  17), 
et  les  deut  sommets  A  et  B  étant  assujettis  i  glisser  sur  les 
deux  droites  0xes  OX  et  OY  respectÎTement  parallèles  aux 
droites  PPI' et  P'F';  si  la  droite  m(rf>ile  AB  rencontre  l'axe  OX 
au  même  point  que  la  droite  fixe  PP*,  la  droite  qui  Joint  le 
pdnt  B  au  point  P  est  une  tangente  à  la  courbe  en  ce  point 
(n°  19);  de  même,  si  la  droite  mobile  AB  dans  une  seconde- 
positioo  A'B'  {fig-  23  ),  rencontre  l'axe  OY  an  même  point  que 
la  droite  flxe  Pi**,  la  droite  menée  du  poitit  A'  au  point  P' 
sera  tangente  k  la  courbe  au  point  P'  ;  et  il  est  facile  de  votr 
qu'on  aura 

OA     ON      _.    OA     OA'       „  ,     _..     ™rti' 

ni«  =  rô'     ^     W=fF'    ■*«"    OV=ON.OA. 

Ondém«ntreraitdela  même  manière  qu'on  a  OB"=OM.OB; 
OD  GODcInt  de  là  ce  théorème  : 

Étant  données  deux  tangentes  à  Vkyperhole  et  leur  corde  de  ■ 
contact,  siparuH  point  quelconque  de  la  courbe,  on  m^ne 
une  trantcersak  parallèle  à  l'une  des  asymptotes ,  le  segment 
compris  sur  cette  transversale ,  entre  la  courbe  et  la  corde  de 
contact,  sejM  moyen  proportionnel  entre  les  deux  segments 
compris  tur  celte  tn^me  transversale  entre  la  courbe  et  les  deux 
tangentes. 

S2.  n  peut  aerirer  qua  les  deux  points  P  et  P'  [fig.  17), 
autour  desquels  tournent  les  cAtés  BC  et  AC  du  triangle  ABC, 
soient  situés  à  l'infliii;  dand  ce  cas  les  deux  cètés  BC  et  AC 
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—  66- 
doireot  se  nouroir  ea  restant  coostamment  parallèles  eux 
deux  droites  Bies  OX  et  OY  ;  on  «  donc  un  trimgle  varidsie 
ABC  (fig.ii),  daos  lequel  deux  sommets  A  et  B  gUssent  sur 
les  denx  droites  axes  OX  et  0 Y  ;  le  oAté  AB  tourne  autour  dn 
ptrint  fixe  P"  ;  eoEiD ,  lea  deux  oWÊs  BC  et  AC ,  se  meuvent 
en  restant  parallèles  aux  deux  droites  HxeS  0\  et  0¥.  Il  est 
.facile  de  Ttnr  que  la  courbe  engendrée  par  le  troi^fae  som- 
met C  est  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  justement 
les  deux  drottes  menées  par  le  point  P",  parallèlement  aux 
deux  droites  fixes  OX  et  OY. 
En  effet ,  on  a 

CH      CE       BP"      DP". 

D5  =  ÔË  =  P=Â=PH'    "■<>''    CH.lv.H=D[.".DO. 

On  a  encore  OK=AP"  et  AP'=CF,  donc  OE=CF  ; 

On  conclut  de  là  ces  deux  théorèmes  : 

^>  dans  le  pian  (f  une  hyperbole,  on  mène  une  tnauvenaie 
qui  rencontre  la  courbe  en  deux  point»,  et  te$  asymplotei 
également  en  deux  pointa  Ici  deux  segments  intereepUt  sur 
cette  tnaucersale ,  entre  la  cotai»  et  les  agymptoles ,  seront 
toi^imn  égaux. 

-  En  supposant  que  les  deux  points  d'intersection  avec  la 
oourlw  se  réunissent  en  un  seul,  la  transversale  derientune 
tangente,  d'où  l'on  conclut  que  :  là  portion  d'une  tangente  é 
Phyperbole  interceptée  entré  les  deux  asymptotes ,  est  toujours 
divisée  en  deux  parties  égaies  au  point  de  contact. 

23.  Considérons  l'hexagone  circonscrit  i/ig.  9j.  Si  les  deux 
points  P  et  F,  autour  desquels  tournent  les  droites  FA  et  PB, 
sont  situés  sur  les  axes  OX  et  OY.  la  droite  QQ';  sur  laquelle 
ces  droites  sont  assi^ettles  à  se  couper,  devient  la  corde  de 
contact  des  deux  tangentes  OX  et  OY.  Si  l'on  suppose  que 
cette  corde  de  contact  passe  tout  entière  à  l'infini ,  les  points 
de  contact  des  tangentes  OX  et  OY  s'éloignent  à  l'infini;  par 
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-67  — 
GOneéqiMDt ,  G«9  ilrsito  SQDt  Jes  «symptoles  d'uoe  hyperbole  à 
J«(|ofiU«  la  droite  AB  iloit  rester  caDStoainieat  tangente. 

Hais  qiULod  Ja  droite  sur  laquelle  les  deux  droites  mobiJes 
sont  asBiyctties  à  *e  couper,  passe  tout  entière  à  l'infini,  ces 
.dtexdroitesdoiveDtrester  cou  stamnientparalIèleseRlre  elles; 
<HiToit  donc  (jbe  si  deux  droites  PB  etP'A  t.fig.  2â),  tournant 
autonr  do  deux  points  flxea ,  P  et  F,  ,i%spectir«|neDt  plaoéssur 
Ifs  axes  OX  et  OY,  sont  assujetties  à  rester  para|l^  «ntre 
elles  ;  la  droite  AB ,  qui  Joindra  les  points  d'intersection  de  ces 
drtHles  avec  les&xea,  restera  coastaniment  tangente  i  uoe' 
JijperlM^  dont  l«s  dwx  droites  OX  et  OY  sont  les  «symp- 
lotes. 

Il  «rt  belle  de  roir  que  la  droite  mobilo  BA  doit  venir  oc- 
cuper la  position  de  la  droite  PP*  ;  par  conséquent,  cette  der- 
nier* droite  est  nne  des  tangentes  de  l'hyperbole. 

Les  deux  poinis  E  et  F ,  mUieux  de  PP*  et  de  BA ,  sont  les 
jKNiits  de  contact  de  ces  deux  tangentes  ;  Ja  corde  de  contact 
SF  est  ëvidemoiept  parallèle  aux  droites  AP*  et  BP,  et  vient 
rencontrer  les  asymptotes  aux  points  (i  et  0,  milieux  des  seg- 
ments AP  et  BF.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Dont  Vhfperbole ,  la  corde  de  cottiact  de  ieux  tat^r^  ^ 
tMt  ta  deux  partie>  égatet  laportion  d'asymptote  compriteentrû 
aiietix  tangentes. 

2^.  Par  un  poiat  quelconque ,  M ,  pris  sur  l'une  des  tan- 
gentes, menons  une  droite  parallèle  à  la  corde  de  contact,  qui 
rencontre  l'autre  tangente  en  N  ;  et  deux-droitesparallèles  aux 
asymptatw  qui  rencontrent  l'autre  tangente  en  G  et  H  ;  il  est 
belle  de  voir  qu'on  aura  : 

Ka^KP'^KB     "      jiB"Kp'""KA' 
tl'où     .  Kti.KH=KN'. 

te  w «onrltttM tbéorèoae  : 
Élmii  donniu  dmtx  Uutgeata  à  l'hyperbote ,  tt  d'un  point 
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^uetconque  pris  sur  l'une  de  cet  latigenles ,  on  mène  deuxr 
droîus  parattélet  aux  asymptotes  et  une  droite  parailile  d  la 
corde  de  contact  qui  aillmt  covper  la  seconde  tangente  m  Iroù 
pointé,  le  segment  compris  entre  le  point  d'intersection  des  deux 
tangentes  et  ta  parailile  à  la  corde  de  contact ,  sera  moyen 
proportionnel  entre  les  deux  segments  compris  entre  le  menu 
point  et  les  deux- parallèles  aux  asymptotes. 

25.  Soft  ex  [/Î9.S6]  uoe  asymptote  ûe  ]'Syperbole;par 
deux  points  fixes ,  P  et  P* ,  pris  sur  la  courbe ,  meDons  deux 
tangentes  qui  Tiennent  rencontrer  l'asjmptote  en  deax  points 
fixes  B  et  A  ;  par  un  troisième  point  variable ,  Q,  pris  sur  la 
courbe,  menons  une  tangente  qui  rencontre  l'asymptote  CX 
en  un  point  variable  G  :  la  didérenoe  des  distances  du  point 
variable  C  aux  deux  points  fixes  A  et  B  sera  constante  et  égale 
àAB.  ■  ' 

Joignons  les  deux  points  Qies  P  et  P'  avec  le  point  variable  Q, 
les  deux  cordes  de  contact  P'Q  et  PQ  passeront  par  les  deux 
points  E  et  F,  milieux  de  CA  et  de  CE  (n"  23),  et  la  diffé- 
rence des  distances  du  point  C  oux  deux  points  E  et  F  sert 
égale  à  EF  moitié  de  AB  ;  on  tire  de  là  ce  théorème  : 

Si  par  deux  points  fixes  pris  sur  le  périmètre  d'une  hyper- 
bole ,  on  fait  passer  deux  droites  mobiles  assujetties  à  se  couper 
constamment  sur  la  courie ,  la  portion  d'asymptote  comprite 
entre  ces  deux  droites  mobiles.sera  d'une  longueur,  constante  et 
^ale  à  la  mmlié  de  la  portion  d'asymptote  comprite  entre  les 
tangentesmenies  par  tes  deux  points  /îxes. 

pBoBLftires  SDB  l'hyperbole.   ' 

26.  1"  Pboblëhb.  Construire  une  hyperbole  connaitsamt 
trois  points  de  la  courbe,  et  tes  directions  des  asymptotes. 

SoieutO,  P,  F  (jS^.  17)  les  troti  points  donnés;par  l'un 
de  ces  points,  0,  par  exemple,  menons  deux  droites  OX 
et  OY  parallèles  aux  asymptotes  ;  par  le  point  P  menons  une 
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droite  parallèle  è  OX.  et  par  le  point  F  une  droite  parallèle 
à  OY ,  ces  deux  droites  ee  coupent  en  un  point  V". 

Supposons  qu'une  droite  tourne  autour  du  point  P",  joi- 
gnons les  points  A  et  B,  où  cette  droite  rencontre  les  axes 
OX  et  OY ,  avec  lec  points  P  et  P  ;  le^poiot  C ,  intersection 
desdeux  droites  mobilesAP' et  BP.décrira  la  courbe  (nol6]. 
On  peut  coDstruire  immédiatement  le  centre  et ,  par  suite, 
Ions  les  éléments  de  la  courbe.  Pour  cela,  on  construira  la 
tangente  en  chacun  des  trois  points  donnés  (  n"  18  ]  ;  la  droite 
menée  par  le  point  d'intersection  de  deux  tangentes  et  le  mi- 
Heu  de  la  corde  de  contact,  sera  un  diamètre  ;  l'intersection  de 
deux  diamètres  déterminera  le  centre. 

27.  %«•  Problème.  Constmiiie  une  hyperbole  ctmnaisnmi 
tnit  Umgcnie»  et  les  direftiotu  des  asympfotes . 

Soient  ABetPP'  (^9. 25),  deux  des  trois  tangentes  don- 
nées :  par  un  point ,  M ,  pris  sur  la  tangente  FP*,  menons  deux 
droites  parallèles  aux  asymptotes ,  qui  rencontrent  la  tan- 
gente Afi  aux  points  G  et  H  ;  à  partir  du  point  K ,  intersection 
des  deux  tangentes,  portons  sur  la  tangente  AB  une  lon- 
gveur  Klf,  moyenne  proportionnelle  entre  KG  et  KH  :  la 
^ne  menée  du  point  M  au  point  N  sera  parallèle  è  la  corde 
de  contact  (n''%i)  ;  par  conséquent,  la  ligne  menée  par  le 
point  K  et  par  le  imlieu  de  MN  sera  un  des  diamètres  de  la 
Gonrbe. 

En  biunt  la  même  construction ,  par  rapport  à  la  tan- 
gente PP  et  à  la  troisième  tangente  donnée,  on  aura  un  se- 
cond diamètre«t,  par  conséquent ,  le  centre. 

La  longueur  KN  peut  être  portée  de  part  et  d'autre  du 
point  K,  ce  qui  donne  deux  diamètres  différents  passant  par 
le  point  K.  Par  la  même  raison ,  on  aura  deux  diamètres  dlF- 
Unats  passant  par  l'intersection  de  la  tangente  PP' ,  avec  la 
tnrinème  tangente  donnée;  il  ^en  suit  que  le  problème  a 
qwtre  solutions. 
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as.  3^  PVimimx..  Otmtrwre  tme  ti^perb9.lecoMtmmt 
deux  points,  une  tangenk ,  tt  les  directiêiu  4e»  mifmptiftei. 

Soient  P  etQ  (fig..2Si),\eiàeat  poiote  donné»;  GO,  la 
UngoQte  ;  le  problàmâ  seraH  fés«(u  à  l'on  comnissalt  le  poùtt 
de  eanUot. 

Joignons  les  deoi  potets  P  et  Q,  et  prokHigeoiu  la  droite  PQ 
jusqu'à  la  rencontre  doh  tangente  an  point  0- Par  le  point  P, 
fliMicms  nne  parall^  h  l'une  des  asymptote*,  etpar  lepolntQ, 
une  parallèle  à  l'autre.  Ces  deux  droites  iront  rencontrer  (a 
tangente  en  deux  points  B  et  G.  A  parlirdupoIntO,  prenons', 
sur  la  tangente,  nne  longueur  OA  moyenne  proportionnelle 
entre  OB  et  OC  :  le  point  A  sera  le  p(rfnt  de  contact  çher^ 
(n"20). 

La  longueur  0 A  pouvant  dtrs  portée  de  part  ot  dloitre  da 
point  O ,  le  proUème  a  denx  solutions. 

L'un  des  deux  points  dminés  pourrait  Mre  situé  sur  la 
tangente. 

Soit  OC  la  tangente;  A,  son  point  de  contact  ;  Q,  le  second 
point  donné. 

Par  le  point  A ,  menons  deux  droites  parallèles  aux  aaymp- 
totes;  par  le  point  Q  menons  une  droite  quclconquotiuj  ren- 
contre la  tangente  au  point  0,  et  les  deux  parallèles  aux 
.  asjmptotesen  H  et  N.  Sur  cette  droite,  prenons  un  point 
P  tel  que  l'on  ait  OP.OQ:=QH.ON  ;  le  point  P  sera  Ané 
sur  la  courbe  (n"  J9). 

Le  problème  n'a  qu'une  seale  solution. 

29.  4*  pBOBUbŒ.  Cotutntire  une  lypÊrholt,  cotmaùtaiU 
deux  tangentes ,  vnpoint,  et  kidirecUona  des  atympMtt. 

Soient  AB  et  CD  (fig.  27)  les  deux  langentea,  et  G  le 
point  donné  :  le  problème  serait  résolo  si  l'on  connaissait  le» 
points  de  contact  des  tangentes. 
Parle  point  G ,  menons  parallèlement* à  luoe  des  ai|[iB{>- 
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Mm,  noe  droite  qvi  rMKontre  les  tangeatee  m  H  et  N  ;  pre- 
DODB  le  point  F  tel  que  l'on  ait  : 

GF*  =  GM.GN. 
La  torde  de  contact  devra  passer  par  le  point  F  (  ii°  31 }. 

Par  le  pdnt  G,  menons  parallëlemeot  à  la  seconde 
MjBiptote  nne  droite  qui  rencontre  les  tangentes  en  P  et  Q  j 
prenons  mt  point  E  te!  qae  l'on  ait  : 

GË'  =  GPGQ 

La  corde  de  contact  devra  passer  par  oe  second  point;  les 
points  de  «oolaet  seront  donc  éonnés  par  les  interseotioDS  de 
la  droite  FE,  avec  les  tangentes. 

Les  segments ,  G£  et  GF ,  pouvant  £tre  portés  de  part  et 
d'antre  du  point  G,  il  s'en  suit  que  le  problème  a  quatre 
solutions.   ' 

Le  point  donné  pourrait  étra  situé  mr  l'one  des  deux  tan- 
gentes données. 

SoientAB,C])L{/fjr.29]  lesdeux  tangentes ,  et  P  le -point 
de  contact  de  la  tangente  AB.  Par  le  point  P,  menons  paral- 
lèlement aux  asymptotes,  deux  droites  i^i  rencontrent  la 
tangente  CD ,  aux  points  C  et  E.  A  partir  du  point  G ,  inter> 
sectioD  des  tangentes ,  portons  un  segment  GQ ,  mofen  pro- 
portionnel entre  GE  et  GC.  La  corde  de  contact  devra  passer 
par  le  point  Q;  on  aura  donc  cette  corde  de  contact,  en 
joignant  le  point  P  an  point  Q. 

Par  le  point  G  menons,,  parallèlement  aux  asymptotes, 
deux  droites  qulrencontrent  la  corde  de  contact  aux  points 
M  et  N.  Les  points  E  et  F,  milieux  des  segments  GM ,  et 
GN,  appartiendront  à  la  courbe. 

Le  segment  GU  pouvant  être  porté  de  part  et  d'autre  du 
point  G  ,  le  problème  a  deux  itdntions. 
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30.  5°  Problème.  Conttmire  une  hyperbole  connoinatK 
une  asjpnptoU  et  Iroispoints. 

Soient  A ,  B  ,  Cl/ig.Sl)  les^roJs  points  donnés ;) OX 
l'asymptote.  Joignons  le  point  A  au  point  B,  et  prolongeons 
AB  Jusqu'èi  la  rencontre  de  l'asymptote  en  Q.  A  partir  dn 
point  A,  portons  snrAB  une  longueur  AP,  égaleà  BQ.  Le 
point  P  étant  pris  entre  A  et  B ,  ou  snr  le  prolongement ,  sui- 
vant qno  le  point  Q  est  lui-même  situé  entre  A  et  B  ou  sur  le 
prolongement ,  ce  point  P  appartient  i  la  seconde  asymptote. 
On  déterminera  de  la  même  manière  sur  AC  an  second  point 
de  la  seconde  asymptote. 

31.  6°  Pboblëue.  Ccmsimtre  uiu  hyperbole  eonnmtsant 
Irou  tangentes  et  une  asymptote. 

Soient  OX  l'asymptote  {fig.  28);  AC,  BG  et  DE,  les  trois 
tangentes. 

Les  trois  tangentes  et  l'asymptote  forment  un  quadrilatère 
complet  circonscrit  è  la  courbe  ;  ce  quadrilatère  complet  se 
décompose  en  trois  quadrilatères  simples  ;  or ,  on  sait  que 
dans,  tout  quadrilatère  simple  circonscrit  à  une  courbe  du 
second  ordre,  la  corde  de  contact  des  deux  cAtés  opposés 
passe  par  le  point  de  croisement  des  deux  diagonales,  (Voyei 
Compliment  de  géométrie  analytique,  p.  2ki);  le  point  de 
contact  de  l'asymptote  OX  est  situé  à  l'inAni ,  par  conséquent , 
la  ligne  qui  joint  ce  point  de  contact ,  avec  le  point  de  contact 
de  l'une  des  trois  autres  tangentes,  doit  être  parallèle  à  cette 
asymptote. 

Par  le  point  G ,  où  se  croisent  les  deux  diagonales  CD  et  AF 
du  quadrilatère  simple  ADFC ,  faisons  passer  une  droite 
parallèle  à  OX ,  cette  droite  ira  rencontrer  le  cAté  opposé  CF, 
en  un  point  II  qui  sera  le  point  de  contact  de  ce  cAté. 

En  considérant  successivement  les  deux  autres  quadrila- 
tères simples ,  on  déterminerait  de  la  même  manière  les  points 
de  contact  des  deux  autres  tangentes. 
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33.  7<  Problème.  CotalnUre  une  hyperbole,  eonnaisumt 
deux  points  ,  une  tangeiite  et  un«  asymptote. 

Soient  A  et  B(fig.  30)  lesdeuxpoints;CD,latangeate;et 
OX  l'asymptote  :  menons  la  ligne  AB,  et  proloDgeooa  la  jus- 
qu'à ce  qu'elle  reocootre  la  tangente  en  N,  et  l'asymptote 
en  M.  CoDStruisona  les  deax  points  doubles  Q  et  Q*  qui  appar- 
tiennent BU  système  d'involution  déterminé  par  les  quatre 
points  A ,  B ,  M ,  N  (  Voyez  Complément  de  géométrie  analy- 
tique, 217).  La  corde  de  contact  de  la  tanneate  CD  et  de 
l'asymptote  OX ,  derra  passer  par  l'un  de  ces  deux  points.  Or, 
cette  corde  de  contact  doit  être  parallèle  à  l'asymptote;  par 
conséquent,  en  menant  par  le  point  Q,  une  parallèle  À  OX, 
eatta  parallèle  rencontrera  la  tangente  CD  en  un  point  E,  qui 
sera  le  point  de  c^tntact  de  cette  tangente. 

Comme  on  peut  mener  cette  perallèl*  par  le  point  Q,  ou 
par  le  point  Q ,  le  problème  a  deux  solutions. 

Dans  le  cas  où  l'un  des  deux  points  donoésest  sUué  sur  la 
langmte,  le  problème  n'a  qu'une  seule  soluLiou. 

33.  8*  PRMLËHE.  Comtnàre  une  hyperbole ,  connaissant 
deux  tangentes .  un  point  et  tine  asympMe. 

Soient  AB,CD(A9. 32)  les  deux  tangentes;  OX  l'asymp- 
tote ;  et  G ,  le  point  donné. 

Par  le  point  G  menons,  parallèlement  h  l'asymptote,  une 
droite  qdt  rencontra  les  deux  tangentes  en  P  el  Q  ;  prenons 
les  points  K  et  K' ,  tels  que  l'on  ait  : 

GK's=GR"=GPGQ 

La  corde  de  contact -devra  passer  par  l'an  de  ces  deux 
poînts{n*31).  ElledoitanssipaaserparlepointE,  milieu  de 
CA  (D'S.!);  par  conséquent;  si  l'on  mène  la  ligne  KE,  les 
points  H  etN,  où  elle  rencontrera  les  deux  tangentes,  seront 
ks  p(Mnts  de  contact  de  ces  tangentes. 
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Comme  on  peat^oiiMlretepoiatE,  avec  l'an  ou  l'autre  te 
deux  points  K  ou  K',  le  proMème  a  deux  solutioDS. 

Le  pofot  donné  peut  être  âtué  sur  l'une  des  deux  tan- 
gentes. Soient  Afi,  CD  (fig.  33  ]  les  deux  tangentes;  OX 
l'asymptote;  M,  le  point  de  contact  de  la  Ungente  AB.  En 
JcHgnant  le  pwit  H  avec  le  point  E ,  milieu  du  segment  CA 
intercepté  sur  l'asymptote ,  entre  les  deux  tangentes ,  on  aura 
la  corde  de  contact ,  et  par  suite  le  point  de  contaet  de  la  tan-  ' 
genteCD. 


Sw  l'inlerprétalio»  dt$  vaie»ri  fraaiotmmrea  aUmuiet  pour  h 
NOfflftra  du  Urmit  d'une  progrusion ,  dont  laquelle  on  dotmt 
le  premier  terme ,  la  ration  ,  et  le  nombre  dee  terme». 


1.  Considérons  d'abord  une  progression  par  dlflfirenoe  4ans 
laqa«fl«  on  donne  le  premier  terme  a ,  la  raison  r,  la  somme 
des  termes  s.  Pour  obtenir  le  nombre  n  dea  termes ,  on  aura 
l'éqnaUon  de  second  degré 

[Sta+(«-t)r]B 

2  .......      (1) 

Supposons  qu'une  des  racines  de  cette  équatifn  soit  une 

fraeUoB  positiva  - .  En  fabstituant  ^  à  n ,  dans  l'équation  . 

7  9 

elle  sera  satislalte  ;  on  aura  donc  l'égalité  : 


2 
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tfoe  f  on  peut  éarkw  aboi  : 
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Es  MtnfBraBt  Mite deratère égalité  il» formule 

■  ^^  [1ia+ln~i)r]n 

<n  rocoanAlt  que  la  sotome  donnée,  * ,  peot  être  obtenue  ea 
^iontaet  p  .tenn«s  «fane  progressioii  par  dmérenca,  dont  le 
premiertenne  est 

- 1 *  -r  I .  et  la  raison ,  — -, 

Si  l'on  conçoit  que  cette  dernière  progres§ioa  soit  partasés 
en  groipes  de  q  tenaesà  partlrilu  premier,  la  valearda 
premier  terme  da(ni+l)'™*  groupe,  sera 

MV  le  tenne  doBi  il  s'agit  occupe  lerang  fn^+l- La  somma 
dei  f  tenaei  de  ce  (n-j-l)*'»  groupe ,  sera  par  eonséqoent 


on  a+nir.  Ce  dernier  résultat  montre  que  les  sommes  des 
tenues  des  dilT^nts  groupes  en-lesquels  on  a  partagé  la  se-' 
coode  progression ,  sont  précisément  égales  aux  termes  sao-~ 
ccssifs a,  (i-f-^  a-|-2r,  ^.,  delà  progression  donnée. 

Cela  posé,  nommons  //  la  partie  entière  du  nMnbre  ^ ,  et 
î 
fl"  le  numérateur  de  la  fraction  compléoMiitaire  ;  de  sorte  ' 

qo'on  ait  p^^f/-\-ji'.  Le  nombre  p,  des  termes  qu'il  budra 
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prendre  dahs  la  seconde  prt^reasioo  pour  avoir  la  somme  s, 
se  composera  de  p'  pvupas  de  q  termes ,  et  des  p"  preqiien' 
termes  du  ig-^i]^"'  groupe.  Par  conséquent,  on  obtiendra 
la  gomme  donnée  s,  en  additionnant  les  p'  premiers  termes  de 
la  pro^ssion  proposée:  a,  a-fr. a-j-fp'— 4 )r,  avec  les 
p"  premiers  termes^  d'une  progression  par  diiTérence  dont  la 

raison  est  -r .  et  telle  que  si  cette  dernière  progression  était 

? 
proIcHigée  de  manière  À  contenir  ^  termes,  au  lieu  is^', 
lasommedecesf  termee  serait^aleau  terme 8ulvanta-|-^r, 
de  la  progression  donnée.' 

Supposons,  par  exemple,  que r=25,  (i=60,  et  s=333.0n 
trouvera  poura  tes  deux  valeurs 

'-§■  «-  ^+h  -  -f.  »»  -('+0 

La  première  valeur,  j ,  indifue  qu'on  obtiendra  la  somme 
333,  en  additionnant  les  18  premiers  termes  d'une  progres- 
sion par  djtrérence ,  dont  la  raison  est  1 ,  et  le  premiertcnne 
10.  Ou  bien  eiieore ,  en  joutant  à  la  somme  des  trais  pre- 
miers termes  de  la  progression  proposée ,  la  somme  des  trms 
premiers  termes  d'une  progression  dont  la  raison  est  1,  et  telle 
quelescinqpremierstermesauraieut  pour  somme  le  quatrième 
terme  135  de  la  progression  proposée. 

A  l'égard  de  la  valeur  —  f7+r),  c«  trouvera ,  à  l'aide  de 
ce  qui  vient  d'être  dit ,  et  de  la  règle  ordinairetpour  l'inter- 
prétation des  valeurs  natives,  que  cette  valeur — (  7-j — Y 

indique  que  la  somme  donnée  333  peut  être' obtenue,  en 
ajoutant  les  sept  premiers  termes  d'une  progression ,  dont  le 
premier  terme  est  — ^35  et  la  raison  35,  aux  deux  premiers 
termes  d'une  autre  progression  ayant  pour  raison  l'unité ,  et 
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dans  laqaelle  la  somme  des  cinq  premlera  tennes  serait  égale 
au  ImUidme  terme,  lU),  de  la  première  progreesim. 

3.  Considérons,  maiotenant,  une  progression  par  quotient, 
dans  laquelle  on  donne  le  premier  terme  a ,  la  raison  r,  et  la 
Somme  des  tennes  s  ;  et  supposons  que  l'on  trouve  pour  le 
noml)re  des  termes ,  une  valeur  rractionnaire  ^ ,  an  nuyen  ds 
tafonnale 

■='-^ '"■. 

En  remplaçant  r  par  -dans  Téquation  (1) ,  il  rient  : 


•=^ 

1 

(^•-1) 
/«— 1 

Donc, 

aa  posant 

-  /S= 

y, 

•'"-ï^ 

=-', 

on  au 

ra  : 

*= 

"    ,'—1 

La  somme  <  pourra  donc  Mre  formée  en  additionnant  ^ 
*  termesd'utie  progression  par  quotient,  dont  la  raison  est  r*, 
et  le  premier  terme  a'. 

Si  l'on  conçoit  cette  dernière  pragression  partagée  en 
groupes  de  q  termes  i  partir  du  premier,  la  valeur  du  pre^ 
raler  terme  du  (m-j-l)'***  groupe,  sera  o'/^,  et  la  somme 
"  des  5  termes  de  ce  (bi+1  )*"  groupe .  sera 

On  Toft,  par  ce  dernier   résultat,  que  les   sommra  des 

groupes  de  q  tennes  en  lesquels  la  seconde  progression  est 

partagée ,  sont  égales  aux  termes  sueeessife  a,  ar,  .. .o/^,  de 

m.  M  UàTWtm.  I.  G 
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progrcMhio.  De  sorte  que,  si  l'on  n 


de  la  rraclion  complémentaire,  ce  qui  donne />=/?' j4'/'''i  1* 
somme  àesp  crmes  de  la  seconde  progression  se  composera 
des/'' premiers  termes  de  la  première,  et  des /i"  premiers  du 
(y  ■  1  "■•  groupe  de  la  seconde.  Par  conséquent,  la  somme 
donnée  s  peut  encore  être  fbrmée  en  ajoutant  lesp'  premiers 
(firmes de  la  progression  proposée,  a,  ar,  or',  ....ar*^',  avec 
le8//'prem)crs^rme8d'uDeaatreproKressioDdontla  raison  est 

r%  et  telle  que  la  somme  des  q  premiers  termes  de  cette  nou- 
velle progression  soit  égale  au  terme  suivant  ar"  de  la  pro- 
gression prt^maée. 

SITon  suppose,  par  exemple,  at=T,  rs=8,  <=20V7,  on 
trouvera  r=3-}-î.  Cette  valeur  fractionnaire  indique  que  l'on 
peut  obtenir  la  somme  3&V7,  en  additionnant  les  11  premiers 
ter  es  d'une  progresdon  par  quotient ,  dont  le  premiertenne 
est  1,  et  la  raison  2.  Ou  Irien  encore,  en  additionnant  les 
trois  premiers  termes  7,  56, 448,  de  la  progression  donnée, 
avec  les  deux  premiers  termes  513 ,  1024,  d'une  autre  pro-  ' 
gression  dont  la  raison  est  2 ,  et  telle  que  la  somme  de  ses 
trois  premiers  termes  donnerait  le  terme  suivant  3584,  de  U 
progression  proposée. 

En  appliquant  ces  dernières  observations  k  la  qucstlM  des 

annuitéi,  on  verra  l^cilement  que  si  l'on  obtient  pour  le 

nombre  n  des  paiements  h  effectuer,  une  valeur  fractionnaire 

n'+£-,  a  étant  le  pavement  annuel ,  on  éteindra  la  dette  au 

moyen de/>'  payements  égaux ô  a,  elTectués  d'acoée  en  anifée, 

suivis  de  p"  payements  eHéctués  i  des  intervalles  égaux  à  la 

fraction-  d'une  année,  et  tels  que,  si  on  ta  contlnoaHlieD- 

■   î 
dant  II)  cours  d'une  année  «Btiire,  ils  équivaudraient  à  la 

somme  a  payée  à  la  fin  de  celte  année. 
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CONSIDÉRATIONS 


LE    TRIANGLE   RECTILIGNE, 

D'APRÈS   BULSK. 


1.  Le  triMigle  nwUligne  renrerme  cinq  psinU  remaniua- 
Ides  :  i*  le  centre  du  cercle  drcooscrit  ;  3°  le  centre  du  cercle 
JDKrit;  3*  le  eeotre  de  gravité  de  l'aire  ;fc*  le  point  de  ren- 
cMtre  det  tnria  haatenrs  ;  S"  le  centre  de  gravité  du  péri- 
mètre. 

.  Oa  Btft  d'iIUears  :  f*  que  le  point  de  rencontre  des  trois 
hauteurs  n'est  antre  que  le  «entre  du  cercle  «trconscrit  au 
triante  que  l'on  forme  en  menant  par  cfatqae  sommet  une 
pVaUèle  au  cAté  opposé  ;  3*  que  le  centre  de  gravité  du  pé- 
rimitre  eit  le  nftroe  qne  le  centre  datercle  iascrlt  an  triangle 
qid  a  ponr  somniet  les  milieux  des  trois  cAtés. 

S  11  g'ensQtt  que  les  S*,  3*  et  5*  pcùnls  sont  toujours  sur 
une  m6nM  droite;  car  le  centre  du  cercle  Inscrit  et  le  centre 
^  gravité  du  périmètre  sont  dea  points  honologoes,  situés 
dans  des  triangles  semblables  et  semblablement  fdacés,  mais 
dans  une  position  inverse ,  le  rapport  des  télêt  étant  comme 
I  :  Siils'e&sultqaeladfoiteqni  Joint  ces  deux  points  divise, 
dans  le  inéDie  rapport,  la  droite  qoi  va  da  sommet  de  l'ange 
au  miNen  du  cHj^^pposé  ;  l'iotersectton  des  deux  droites  est 
donc  ICH&t^  de  grçvité  de  l'aire.' 

Le  vftiiM  gtme  de/salsoniiËment  fiait  voir  que  la  droite  qui 
Joint  le  1"  et  leV  passe  aussi  par  le  3*  point.  Cette  demUre 
iropriélé  est  due  i  Eulpr,  qui  l'a  dédoile  de  confMAnUoM 
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analytiques  (*).  Nous  crojonB  utile  de  les  reproduire  avec 
quelques  développements  ;  ce  sont  pour  les  élèves  d'excellents 
exercices  de  calcul  littéral  et  numérique. 

3.  Soit  ABC,  UD  triangle  donné. 

a,  & ,  e ,  les  cAtés  du  triangle  imposés  respeetlTement  aux 
sommets  A,  B.C. 

E ,  point  d'intersection  des  trois  hauteur^. 

F,  «entre  de  gravité  de  l'aire  du  triangle,  ou  point  de 
moyeDoe  distance  des  trois  sommets. 

G,  centre  du  cercle  Inscrit. 

H ,  centre  du  cercle  circonscrit. 
Posons: 
EG=e;  GHî=/i  FH^y;  FG=A;  EH=*;  EF=^  «+&+«=/){ 
ab-^eK-\'bcx==q%    abc=r. 

S=  aire  du  triangle  ;  R=  rayon  du   cercle  circonscrtt; 
p=  rajon  du  cercle  inscrit;  A=  origine  des  coordonnées 
rectangulaires  ;  AB=  directiso  de  l'axe  des  j:  poritib. 
k.  Un  tbéorâme  connu  donne  : 

l«S'  =  2a*é"+2-iV4.3iV— a*— A*— 0*. 

Or  â,  A,  c,  son  t  les  racines  de  l'équation  s*— yi5'+ js — 1^=0, 

et  S' est  une  fonction  symétrique  de  ces  racines  ;  on  peut  donc 

en  trouver  la  valeoren  fonction  des  coeiBcients  de  l'équation. 

Faisant  le  calcul,  on  trouve: 

US'^pHpq—p'—Sr). 
abc 


(•)Mémalmi*PHtnt.,l.Xl,  i»>. 
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6.  Les  coordonnées  des  pdnts  £,  F,  G,  H,  sont  indiquées 
du»  tous  les  traités  éEémenlalres;  nous  les  transcrivons  ici  : 


e'+y— «■ 

^c^+v■ 

-a-UJ+c'-f) 

V+y— a' 
6c 

c( 

8cS 
9S 

3c* 

as 

2        ■ 

1 

«+i+c' 
«•+»'-c-) 

7.  Lwaqne  &=a,  les  quatre  abscisses  se  rédalaent  à  ic; 
donc  lonqae  le  triangle  est  Isocèle ,  les  quatre  ptrints  sont  sur 
une  uAdw  droite  ^perpendiculaire  &  la  base;  ce  qui  est  d'ail- 
leurs éTideat  par  Intuition. 

8.  Les  quatre  pduts,  considérés  deux  i  deiu ,  faumiasent 
dz  distances ,  dont  tee  carrés  sont  des  Ibnctlons  symétriques 
des  cAtés  a,  b,  c,  par  conséquent  exprimables  en  fonction 
des  eodBdents/>,  q,  r  Eflbctuaot  les  calculs,  U  Tient:: 


f- 

r 

t" 

-\,+l, 

-p>+ip,-iar 

>r 

*■ 

«r- 

-^■+i"? 

F 

r* 

>+|. 
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•.  Dsli.ontfMuU: 

/=%-,  *  =  3^i   donc  g  +  l=k. 
Ainsi  les trati  points  E,  F,  11,  le  saecMentdaBs  cet  «rdre 
sur  une  même  droite.  •    - 

10.  An  moyen  des  coordonnées  des  points  E  lA  H,  oo 
trouve  pour  éqattiOD  de  cette  drojte  :     ' 

11.  Lorsqu'on  a  b=c  ou  b'-\~<fl=^,  ta  drdto  passe  par 
l'wlgine.  l^ans  ces  cas,  le  triangle  est  isocèle  ou  rectangle  en 
A,  La  réciproque  est  éridente. 

Lorsque  a-=b,  la  iniUi  est  perpendJculalfe  au  cAlé  c.    ' 

13.  Le  coefficient  de  2-  peut  se  mettre  sous  cette  forme  : 

[c'-j-6'— a')(fl;*+c'— é")  — c'(a'+6'  — c')=*ii^' 

eo6.Acos.B— aa6<:*co9.G=S(i£e*(2co8.AGOS.B  — cos.G). 

Pour  que  la  droite  devienne  parallële  Ji  l'axe  des  :>: ,  il  faut 
que  l'on  ail  : 

aeM.Acos.B=oof.GiE-.cos.(A+B)i  d'où  taiig.Ataog.B=3. 
Quand  cette  relalion  existe ,  ta  droite  est  parallèle  an  cAté  AB. 
Urauneexception;sitang.A=\/3 ,  alors  AbB=60*.  le 
biangle  est  équitaléral ,  et  tous  les  termes  de  l'éguation  de  la 
droite  s'anéantissent  ;  alors  les  quatre  points  se  réduisent  k  un 
seul. 

18.  CberciioDB  dans  quel  cas  le  point  G  est  situé  sur  ta 
dr(^(IO).  Acet  eflBt,  substltoonsdanscetta  équation,  à  la 
place  de  jr  et  de^,  les  valeurs  des  coordonnées  du  point  G;  et, 
mettant  ta  lieu  de  16S',  sa  valeur  développée,  et  passant  tout 
dans  le  premier  membre,  il  vient,  après  avoir  exécuté  les 
calculs  et  hit  les  réductions, 
îc*{«'—4')(c'— a'— 6') -f24ï'A'c(a— *)  +  &={«—*)  — 2cï 

(a»— ft>)+2afrc(a-ft)(a'+aé+ft')  =  0i  (1) 

divisant  par  2c(a— A),  on  a  successivement  les  équations 


bGooglt' 


(a'-j-fl6+*')=0;  (2) 

c*—c?(a'+ab+b')=c'[c'  —  a'—ab--b']=c'(t^  —  ar 

a4[a  +  6)"— a6c'  =  aô[a+i-)-c)(a+6— c); 
donc  le  quotient  (-2)  est  divisible  par  a-^b+c,  et  on  a  poar 
Kcond  quotient 

c{c'—a'~b']'^ab[a+b—c)=c[c*—b'']+ab{b-~c)+a''(b—c)i 
divisant  par  6— c ,  on  obtient  : 
ab+à'—c{c-i-b]=b(a—c)+{a—e){a-i-e)=[a—c)  (a+b-^c)  ; 

Ainsi  l'équation  (IJ  pj^d  cette  forme  : 

2c[a+b-^'C)'la—b){b—c){a—c)  =  0. 

Elle  n'est  donc  possible  que  dans  trois  cas;lepointG,  ne 
peut  donc  se  troayer  sur  la  droite,  que  lorsque  )e  triangle 
est  isocèle. 

Ainsi ,  trois  des  quatre  points ,  parmi  iesqueb  doit  se  trou- 
Ter  G,  étant  donnés  de  position,  le  triangle  est  déterminé; 
en  peut  en  calculer  les  cAtéa,  comme  on  ra  voir. 

H.  Exprimons  les  distances  e,f,  g,  etc.,  en  Tonction 
de  R ,  p ,  ^  au  moyen  des  Tormules  qu'on  trouve  dans  les  pa- 
r^rapbes  (i)et(5]. 

Ona 

_  t6S'+f*+^r^  r-+Ry+gprR- 

•      V  V*R' 


=p'+^+= 


/•=R*-2Rp 
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*'=9R'+8»,+%'-£ 

/■=4R-+^B,+?f--|p-.        . 

i6.  Question.  Étant  donné/',  g,  h,  trouyer  les  cfttés  ajbicf 
•Atlutton.  Les  équations  piécédentes  donnent 

d'où 

„■  /• 


d'où 

2Rp= 


'•(/•-y'-a»') ._  Vir-e'-!»'') 

et 

Or  ''=SRfi/>^ 

BOnc/> ,  9 ,  r,  sont  cooniu  ;  tita,  b,c  sont  les  raciaes  àg 
l'équation  x^—px'+qx — i-^O. 

16.  On  peat  remplacer  ^  et  A  par  leurs  râleurs  en  A  et  en  A; 
en  eBbt . 

69'  9  ' 

«t  l'on  obtient 
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^         Se'4  V— *■ 

'^  ii«"+a/"— *■ 

Or  R*,Rp,  sontegsentieUemeDtpogitilii,  donc 

*'>2.'+/'. 
Ainsi ,  dans  ie  liiangln  EGH ,  l'angle  en  G  est  easentielle- 
meatoMns 

17.  Exempte: 

.=/=\/ï;  k=\/T, 

d'où  /i=5V/37  p=23;  r=IO\/s'; 

jr>— Si"  \/â+S3x— 101/3=0; 

J=-^;  j^— 1V+«9J— 90— 0, 
\/ï 

^^»l/3+V/7^    t,3V/3-V/7^    ^^,j^ 

S'exempte:  «'=3;  f^i;  A'=9;oo  parvient  à  l'équation 

bbons 

C08.«  =  V  ^=  COS.  «•  SS*  18", 
les  trois  racines  sont 

18.  />'  étant  easeotietleinent  positir,  on  aura 
Ké»)vant  le  radical ,  od  en  tire 
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/*<«■ 


L         16         J' 


r*  >A'-2e'. 
6/">3*'— W, 


6/'>-a«'+/'-2  \/e*+ll«y— 8/*, 
(5/*+2e')'>4{e*+ller'-8/^'),, 

19.  L'éqtuUon  f'^K'—^f,  montre  qu'on  i  (oujoars 
R>'2p  ;  et  lorsque  eette  éqaation  est  salisraite ,  tout  triangle 
circonscrit  au  cercle  de  rayon  p  est  inscrit  dans  le  cercie  de 
rayon  R  ;  c'est  un  cas  particulier  du  beau  théorème  de  H-  Pon- 
celet  :  un  polygone  étant  Inscrit  à  une  conique  et  circonscrit 
à  une  autre,  il  existe  une  infinité  de  polygones  qui  satisront 
à  cette  condition  relativement  à  ces  deux  coniques  ;  et  réci- 
proquement, s'il  arrive  qu'on  ne  puisse  satlslàire  à  cette  con- 
dition pour  un  seul  polygone ,  on  ne  pourra  y  satisfaire  pour 
auouD  autre  polygone  liomonyme.  Consullei  le  cbapltre  III 
de  la  section  IV  des  Propriétés  projectives  des  figures,  trésor 
précieux  de  propriétés  de  l'espace  que  l'analyse  n'«  pas  en- 
core explorées. 

90.  Soit  ^la  longueur  de  la  Inssectrice  angulaire  intérieure, 
allant  de  l'angle  C  au  côté  c  ;  on  trouve  facilement 


4^(rt+é)'a'*'— rf*(a-j-fr)«=4a*6*sin.'C=i6o'*'S'.  ' 
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On  obUrnit  deux  équations  semblables  pour  les  deux  autres 
bisaBctrices  intérieures  :  ainsi,  conoaiseant  les  tnris  bissectrices 
intérieures,  il  7  a  une  posdbtiité  analytique  de  déterminer  les 
trois  cdtés  ;  maia  VéUmlnation  mène  à  une  équation  très-éle- 
v6e,  parce  qu'elle  renferme  probaUement  aussi  lea  solutions 
pour  les  bissectrices  extérieures. 

LfHsque  deux  bissectrices  sont  égales,  les  équations  peuvent 
être  mises  sons  une  forme  où  l'on  voit  que  deux  cAtés  doivent 
Mre  égaux ,  à  quoi  l'on  parvient  également  par  des  considé- 
niions  géométriques. 

21.  Désignant  par  1  la  bissectrice  médiane  qui  va  deC 
au  milieu  du  cAté  opposé  et  par  H  et  i"  les  deux  autres 
médianes,  il  vient 

SC^W+W"'— «*; 
d'où  3(<t'+i'+c')=*(a'+a"4-J"'). 


DÉTERMINATION 


NOMBRE  DES  COMBINAISONS  COMPLÈTES. 

VAR    M.    KBTaST, 


1.  On.  entend  pv  combinaisons  compUlM  de  m  lettres 
prises  u  à  n ,  les  groupes  que  l'on  peut  former. avec  n  de  ces 
leUres  et  différant  entre  eux  au  moins  par  une  lettre.  Ce  qui 
distinguo  les  combinaisons  simples  des  combinaisons  com- 
plètes, c'est  que  dans  ces  ^lanières  la  mémo  lettre  peut  être 
rtpélée  piBsieurs  fois. 
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abd 

Md 

bcd, 

Vu 

Ca 

•ta. 

b-c 

<?* 

fb. 

b-d 

c-d 

dfe. 

V 

c* 

d>. 
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Ainsi,  toutes  les  combinaisons  cmoplètes  des  quatre  lettres 
a,  b,  c,  d,  prises  3  à  3,  sont  : 


a'b 


CherchODs  l'exprcBdon  générale  du  nombre  des  combinai- 
sons complètes  de  m  lettres  prises  n  ft  n.  Je  représenterai  ce 
nombre  par  C,.,  D'après  cette  notation ,  C-^.m-.',  sera  te 
nombre  de  combinaisons  complètes  de  m — m' lettres  en  pre- 
nant dans  cbacune  n — n'  de  ces  lettres. 

Enfermant  C,.  groupes  de  n  lettres,  on  écrit,  en  tout 

nC.^  lettres,  et  chacune  d'elles  est  répétée  —  C^Ms.  Cber^ 

chons  nneantre  expresàon  de  ce  nombre  :  pour  cda  réunissons, 

parmi  ces  combiuaistHis,  celles  qui  renfenncnt  une  même 

lettre ,  a  par  exemple,  et  retranchons  a  une  fois  de  chacun 

de  ces  groupes ,  U  restera  alors  les  combinaisons  complètes 

des  m  lettres  prises  n— 1  ft  n — 1 ,  et  d'après  ce  que  l'on  Tient 

a — i 
de  dire  a  s'y  trouve  dé|]k  répété C^.--i  lïds;  de  plus, 

comme  on  a  retranché  a  une  fois  de  Cm^~-,  groupes,  l'ex- 
presdoD  cherchée  est  : 

c.^,+2^c.._,. 

On  aura  donc 

—  C«^=  C>,a— I  +   -— —  Cfl,(— I  ; 

fhisant  disparaître  le  dénominateur  et  eOtetuant  les  réduc- 
tions, il  vient 

nC-,.  =  («+»— l)C..wi 
remplaçant  successivement  n  par  n— 1,  n~2.. .  3,2,  on  obtient 
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C^  =  {«+*)€_..; 

nais,  ffaivèi  la  ootaUon ,  on  a  éTidemmeot 

C,.  =  m, 
■mltipUant  toutes  ces  égalités  entre  elles  et  supprimant  les 
bctenrs  communs  aux  deux  membres  de  l'équation  résul- 
tante, on  aura: 

«(»— l}(B— a)....3.2.1C-^  =  .-)i(Bi-|-l)(»»-)-2)...(m+n— I), 
d'où 

_  m{m+i)im+S) ...  (b»+b— 1) 
*^ 1.2.3 n ■ 

BxpreBSk»  eotlère,  on  le  démontre  eu  algèbre  ;  de  plus ,  elle 
est  égale  au  nombre  des  combinaisons  dmples  de  m-^n — 1 
lettres  prises  n  i  n. 

3.  On  peut,  au  moyen  de  cette  formule,  trouver  le 
nombre  des  termes  du  développement  d'un  polynftme 
[or^b-^-c-^- -f-4  élevéà  la  puissance  n. 

Eo  effet,  le  terme  général  de  ce  déreioppement  est 

C  étant  son  coefficient.  Il  y  aura  autant  de  termes  que 
l'on  poom  donner  de  valeurs  difTéreotea  aux  exposants 

M.m'.jn", (n — m — m' — m" ),  dont  la  somme  est   n. 

Chaque  terme  peut  être  considéré  comme  renfermant  le 
prodiUt  de  n  raetenra  pris  parmi  les  lettres  du  polynAme 
proposé.  Autant  on  pourra  former  de  produits  ditTérents  en 
prenant  n  de  ces  lettres,  mats  en  supposant  que  chacune  peut 
être  répétée  plusieurs  fols  ,  autant  le  développement  aura  de 
termes,  c'est-à-nlire  que  l'expression  cherchée  est  égale  au 
Mnabre  des  combinaisons  complètes  de  m  lettres  prises 
A  à  n  ;   ainsi ,  le  nombre  des  termes  du  développement 
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est 

w(ro+t)  (w+a)....  (w-fn— 1) 
1.2.5...  H 
Pour  appliquer  cette  rormuleaa  cas  du  binAme  (i+fr)",  il 
Taat  ftlre  m=3,  co  qui  donne 


Sw  /M  (HjfWrmtoi  moniATM  d'ezpWnwr  9»'im«  ^jr*<*'*M  aimet 
un  «omftrs  domi^  d«  raeiiut  égalti  entre  tlit$. 


Hexitlb,  coœiM  on  sait,  plusieurs  métbedes  pour  trouver 
lee  conditions  auxqueUee  tes  coefficients  d'ane  équallon , 
f{x)=di,  doivent  satisfolre  pour  que  l'équation  ait  un  cer- 
tain nombre,  r,  d»raclB«  égales  entre  ^es.  La  première, 
c^ie  qu'tMi  applique  le  plus  ordinairement,  consiste  à  expri- 
mer que  le  premier  membrey^x) ,  de  l'équation  froftaée , 
admet  un  diviseur  de  la  forme  (x—a)';  a  représentant  la 
valeur  indétermioée  des  n  racines  égales.  A  cet  eStt.  on  divise 
f[x) ,  par  [a: — a}'  ;  le  reste  de  la  division  est  un  pc^ynâme , 
Aa:""'+Bj:'^+...+R,  du  degré (n—l)  par  rapport  k  x,  et 
dont  les  coelScients  A,  B,...R,  sont  des  fonctions  del'incon' 
nue  a ,  et  des  coeffldeots  de  l'équation  propotée  ,/(j:)=:0.  Ce 
polyndme  devant  être  nul ,  indépendamment  de  toute  valeor 
attribuée  à  jt,  la  valeur  de  a  doit  annuler  à  la  Ibis  les  coeffl' 
doits  A,B,...R;  il  faut  donc  exprimer  que  les  n  équatkios 
AœO,  B=0,...R=0,  ont  une  racine  commune  :  cequicwt- 
duit  à  (n — 1)  équations  de  conditions  entre  les  coefficients  du 
premier  membre,  f{x) ,  de  l'équalion  proposée. 

Un  second  moron  d'obtenir  les  conditions  demandées ,  est 
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pris  dans  la  théorie  même  des  racines  égales.  Pour  qoe  l'é- 
<|natiooy(-r)=0,  ait  »  raoÏDes  égales  entre  elles,  il  faut  et  il 
tofflt  que  cette  équation ,  et  ses  (n— Ij  dérivées  sacceesiTes 

J'{xi=f>,f'(x)=<i ,/■_,  (*)=0,  admettent  une  racine 

eoaniDoe.  En  e^vimant  qae  les  n  éqiMtian8/(^;=0,/'(j:) 
'^,..,f,t—,{x)=xO,  ont  une  raoine  commune,  on  trouvera 
(n— 1}  Gooditkinft  entre  les  coeiBeieuts  de/(x}. 

Les  oODdttions  obtenues  de  cette  manière  Sont  précisément 
colles  que  donnent  tes  équations  A=0,  B=0,...R=0.  Car 
le  systènK  des  équations  A=30,  lt=0,."R=0,  se  ramène  au 
système  des  équation8/{<i)=0,  /"'  (<i)=0,.../^,(<»)=0. 

Bn  elfet ,  on  a  : 

/w=/[«+(:.-w.)]=,/M+rM.(j:-»)+-C<îH£::fI' 

+•■■•+     .1.2.3...  (»-l)    +      1.2.3...»       +  '"• 
l^r  GODSéqaeDtj  le  reste  obteDU  en  divisant  ./^j;)  par 

,..  .„ /•("U'^-'y .    ,  A-.io).u— a)- 

Jl„)+fia).(„^)+ ^ +...+    i.a.3...;„_n    ■  • 

Ce  dernier  po1yn6me .  ordonné  suivant  les  puissances  dé- 
eroissanles  de  x ,  devient  : 


1.8.3. 

.(— t)  ■ 

On 

a  donc: 

A  — 

f^.W 

1.2.3... lï—i'  i.a.a...  («— 2) 

Be  aorte  que   les  équations  A=0,    B=0,...    revien- 
nent à 

A_,(d)  =  0,  /._,(<i)--«/^.(a)  =  0,... 
Bt>  ce  dernier  système  se  réduit  à  : 

/^,(fl)=O,/._^a)=0 /.(a)=0,y\a)=0. 

On  (Mient  donc  lUmplement  par  les  dérivations  soccessives 


b,  Google 


—  92  — 

l«s  équations  auxquelles  conduit  la  diflslon  éej{x)  par  (x—a)'; 
et,  c'est  poorqaoi  le  second  moren  d'obtenir  les  confions 
demandées ,  nous  parait  préférable  au  premier. 

On  troare  encore,  dans  la  théorie  des  racines  égales,  l'indi- 
cation d'nne  autre  méthode  pour  parrenir  aax  conditions 
cherchées.  Il  résulte ,  en  effet,  du  principe  fondamental  de 
cette  théorie  que,  si  l'équation yT':t^]=0,  a  n  nclMS  égales 
entre  elles ,  le  premier  membre  /[x) ,  de  l'équation ,  et  sa  dé- 
rivée y  (j:],  doivent  avoir  un  commun  diviseur  du  degré 
(R — 1)  en  JT,  et  qoi  soit  une  puissance  exacte  de  ce  df^. 
Et  la  rédproque  est  vraie.  On  parviendra  donc  aux  conditions 
cberchéee,  en  ei^rimant ,  d'abord,  que  les  polynAmcsy^x) , 
f'(x),  ont  un  commnn  diviseur  du  degré  (n— 1],  et,  en 
second  Heu,  que  ce  commun  diviseur  est  unepuiauDoeexacte 
du  (n — ly^"  d^n^.  L'application  de  cette  régie  conduit  i 
une  espèce  de  paradoxe  qu'il  s'agit  d'examiner. 

Afin  d'exprimer  que  les  polynômes y'(j:),/'(x),  ont  un 
commun  diviseur  dudegré{«— 1),  on  divise /(a.-)  par/'(jr); 
'  puis/'(x)  par  le  reste  de  la  première  division,  et  ainsi  de  suite 
Jusqu'à  ce  que,  dans  ces  divisions  successives,  on  soit  pai^ 
venu  à  un  diviseur  d,  du  degré  (tt — 1).  Le  reste ,  r,  de  cette 
dernière  «tivfsioQ  est  du  degré  (n — S);  il  doit  être  nul ,  quelle 
que  soit  la  valeur  attribuée  à  x.  On  trouvera  donc  (n— 1] 
équatioDS  de  conditions ,  pour  établir  qae/(.r]  et/*  (x),  ont 
un  commnn  diviseur  du  degré  (n— 1). 

Il  faut ,  de  plus ,  que  ce  commun  diviseur  soit  une  puis- 
sance exacte.  Par  conséquent,  le  polyoAme  c^doit  être  dlvi- 
sibie  par  sa  dérivée  li';  ce  qui  dinoe  encore  lieu  h  [n~i) 
équations  de  condlttous ,  entre  les  ooefflcients  de/(x-).  En  les 
cloutant  aux  (n— 1)  premières ,  on  a  [3n— 3)  conditions.  S 
toutes  ces  conditions  sont  distinctes  les  unes  des  autres,  on 
en  trouve  par  cette  dernière  méthode  (n — S)  déplus  que  par 
les  précédentes.  C'est  ce  qu'il  but  examiner. 
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Mous  ilkMU  d'abord  démontrer  que  ces  (3n — 3)  epndltions 
obtenes  d»  sont  pas  (ottjoun  diRérentcs.  Car,  en  vertu  des 
(n — 1]  équaUons  de  conditions  qui  annulent  le  refite  /■,  le  poly- 
nAoM  (2  devient  diriseurexKctde/[2-)et/'(2-).  I)e  sorte  qu'en 
désignant  par  f  et />  les  .quotieats  des  divisions  de;/*(2-) ,  ^  (x), 
par  <^,  on  a  les  égalité»  : 

Soient  ^Udérivéede^  et  <f  celle  de  <  l'égalité  (1)  donnera: 
f{x)=d^  +qi{ •  et,  en  remplaçant  f  (jt)  par  sa  valeur  dp, 
OB  aura  :  dp=dq'-^d; 
d'où  l'on  tire  d{p-^q')  =  dq.  (3) 

On  voit,  par  cette  dernière  ^lité,  que  liest  divlsl))le  par 
i,  lorsque  le  poljndme  q  est  divisible  paj;  i* — ^.  D'où  il  suit 
qw  d  sera  une  puissance  exacte  du  degré  (n — 1),  lorsque  M 

quotient      ■    ;  sera  une  fonction  entière 
p-4 

Cela  poGé ,  nommons,  m  le  degré  de  l'équation  proposte 

f{x)=o.  le  dagré  du  polynôme  q  sera  C" — »+*)  ;  cdui  de 

(/^— ?*)»  se»  (wi — n).  Supposons  (2«—3)>(flï—l);  on  aura 

(n— l)>(m — n+1),  le  degré  de  rfsern  plus  grand  que  celai 

de?.  Alors,  t' ne  ppot  être  premier  avec  d-,  caM'égalité  (3) 

montre  que  d  divise  le  yroduit  qd,  et  si  d  était  premier 

avec  (f ,  il  fuiflrait  que  d  fAt  diviseur  du-polynArae  q,  ce  qui 

est  impossible,  puisque  le  de^  de  d  est  supérieur  i  celai 

de  q,  il  eu  résulta  que  le  nombre  des  conditions  de  la  divi- 

^Uité  .de  <i  par  tf,  se  réduit  en  devenant  égal  au  nombre 

dtsconAtions  de  la  divi^bilité  de  q  pwtp—^,  qui  est  au  plus 

égalàC"! — n).  En  i^outant  à  (/n — a),  le  nombre (n^l) des 

conditions  néoessaires  pour  que  d  sojt  diviseur  des  polynômes 

f{x),/'  {X),  on  aura,  au  plus,-. (m— 1)  conditionB.  Par 

conséquent ,  si  l'on  suppose (Sn—  3) >(m ~  1) ,  les  (3»  —  3) 

AU.  BE  MiTUa.  I.  7 
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égalités  dacondittooKribteDues,  ne  seront  pu  toaMdMiDctM 
les  unes  des  autres. 

D'ailleurs,  ou  n'obtient  (m  —  n]  conditions  pour  la  divirt- 
bilit^de  ;  par/>— f',  que  si  g  fi  p — y"  sont  premiers  entre 
««X.  Et,  dens  ce  cas,  Il  wt  facile  d'expliquer  pourquoi  le 
nombre  total  des  conditions  est  [m — 1). 

En  efTet,  l'égalité  d{p — ^)  =  d'q^  mise  soos  la  fbnne. 

^~^  =  tf,  montre  qne  le  polynAme  q,  divisé  le  pn>- 
àaild(p — y").  Et,  puisqu'il  est  premier  avec/i— y",  il  doit 
diviser  (2.  Or,  lorsqu'au  moyen  des  (m— r)  nouvelles 'con- 
ditions, on  aura  exprimé  que  <<  devient  une  puissance  exacte 
(x —  ai^',  le  poljnAme  q  diviseur  de  d  prendra  la  forme 
(^jc  —  a)'~*^.  Eh  reportant  ces  valeurs  de  i^et  de  q,  dans 
l'égalité  /(x)  =  àq\  il  en  résultera  /(j:)c=(jr— «)". 

Ainsi,  on  aura  exprimé  que  toutes  les  racines  de  la  pro- 
posée sont  égales  entre  elles ,  et  c'est  ce  qui  explique  pour- 
quoi l'on  trouve  (m — I)  équations  de  conditions. 

Lorsc^e  (2n — 3)  est.moindre  que  (m-r-l).  le  degré  de  ^èst 
moindre  qu^  celui  du  polynAme  q.  Dans  ce  cas,  si  «^  et  if 
siHit  premiers  entre  eux,  on  aura  n- 3  conditions  pour  ex- 
primer que  d  est  une  puissance  exacte.  Et  par  suite,  le 
nombre  total  des  conditions  peut  être  ^ — 3).  lUbls  l'é- 
galité d  {p — t^)=dq,  fait  voir  que  d  est  diviseur  de  (f  ^  ;  et , 
puisque  d  est  premier  avec  d,  il  làut  que  d  divise  exacte- 
ment le  polyoAme  q.  On  aura  donc ,  q=^ ,  le  quotient  h 
■  étant  un  polynAme  entier  du  degré  [m — ÎA-f-S).  Substituant 
à  ;  le  produit  dh,  dans  l'égalité /(jr)=(^,  il  en  résultera 
f{x)^dh.  Les  (n— 2]  cooditicms  qui  rendent  d  égal  i 
une  puissance  (x  —  af~'  du  degré  (a~-l),  donnent 
/(j)=(x— ï)""Ai'  d'où  il  suit  que  si  l'on  trouve  (2/>— 3)con- 
ditions,  c'est  parce  qa'oo'  a  exprimé  que  réqnaUon/(j:)=0, 
ait— 3  racines  égales. 
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Ba  ierminant  cetu  dlsoasBlon ,  Je  Iwti  obeerrer  que  lef 
(n — 1}  équations  de  cooSitions  nécessaires  pour  qu'il  existe  an 
commun  diTiseor  do  degré  (n — 1),  entre /[ar)  etf{x),  peo- 
veot  être  satlsfoiles  de  ptusleun  manières  dldérentes,  Parmi 
leurs  solatioDs,  on  trouv»  celles  du  s;«time  obtenu,  en 
^minant  x  entre  les  n  équations /(xi=0,  f{x)=Xi,... 
y.-i(j;)^0.  En  choisissant  ces  dernières  Bolutions  pour 
les  (Ji — 1  ]  premières  équations  dont  il  s'agit,  le  polynAme  d 
deviendra  divisible  par  sa  dérivée  d,  sans  aucune  condition 
noaTelle,-et  par  conséquent, on  aura  seulement  (n — 1)  rela- 
tions entre  les  coeffleients  deTéquation/(jr]=0 ,  pour  expri- 
mer que  cett«  équation  a  »  raolnes  égales  entre  elles. 


EXTRAIT  D'UNE   LETTRE 


M.  VXRB.X'r, 

Pr^lrsienr  iuppléuit  i  la  facallé  des  K 


Si  dans  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  h.  son  sommet  de 
iauelie, 

on  pose: 


ta  Iroare,  comme  on  le  sait  : 


(*]  y-^x- 
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Si  l'on  regarde  p  comme  coiutaot  et  qu'on  fasse  crottre  a 
de  plus  en  plus,  on  aura  une  série  d^llipses  de  plus  en  plus 
aOongées,  mais  qui  auront  un  sommet  et  on  foyer  communs. 
Enfin,  pour  a=ao  .  on  irQm%y'=2px;  d'où  l'on  conclut 
que  la  paralxde  est  une  ellipse  ioBniment  allongée, 

Hais,  au  lieu  de  faire  croître  a,  faisons  le  décroître,  et 

pour  faciliter  la  dlscoHloD,  posons  2a  =^.  L'équation  (1) 


(2)  y'=p[2~k)±+klk-~2)x\ 

Maintenant,  faisons  varier  A  de  0  ii  -{-œ  ,  et  de — w  à  0. 

Nous  aurons  ainsi,  pour 
k=Oy  la  parabole  limite  ; 
il>-0,  et  ■<i  1  des  ellipses  de  moins  en  moins  allongéei; 

(tayantnneTaleurfluieplusgrandeque^,  et  b-Ca. 

i=l,  un  cercle;  ^  =  51  et  A=-a. 

*>.!  et  <2  ;  nouvelles  elHpses  ;  c'est  supposer  a  <^, 
et  >^  jet  toujours  A  <n.    ■ 

k=2,  une  droite  limitée,  l'ellipse  se  réduit  à  son  grand 
a».  On  a  alors,  a  =  j.  et  b  =  0;  les  fcyers  sont  aux  som- 
mets. 

i>  2 ,  hyperboles  dont  le  sommet  de  gauche  est  i  l'or^ine  ; 

on  a  a  <  -  ,  et  A  est  Imaginaire,  k  augmentant ,  a  diminue 

de  plus  en  plus;  l'angle  des  asymptote  avec  l'axe  des  x 
augmente ,  et  pour 

k=-i'iK  ,  cet  angle  est  droit;  t'byperbole  se  réduit  à, ses 
asymptotes  qui  se  confondent  avec  la  tangente  au  sommet. 

A=— 00  ,  même  valeur, . 
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i<0,  mais  fini;  nouvelles  bnwrboles  dont  le  sommet  est 
à  l'origine.  A  mesure  que  i  diminue  en  valeur  absolue,  a 
aiQDKnte  en  r^nt  négatif,  b  est  toujours  Imagbiaire ,  et 
l'angle  ées  asymptotes  avec  l'axe  des  x  diminue,  de  manière 
que  pour 

^=0,  00  a  dé  nouveau  la  parabole  lîmitç.  La  parabole  peut 
donc  être  considérée  aussi  comme  la  limite  des  hyperboles 
dont  Taxe  traosverse  augmente  indéfiniment,  ou  dont  la 
branche  de  gaucbe  est  h  l'infini.  . 

n  n'est  donc  pas  exact  de  dire,  d'une  manier*  absolu*,  que 
la  parabole  a  un  centre,  et  qu'il  est  sttué  à  l'infinf .  la  parabole 
a  deux  centres  sftuto  fail'iQQni,  l'un  dif  cûté  des  i:  positirs, 
l'autre  du  cAl^  des  x  négatifs.  Mais ,  il  e$t  plus  simple  de  dire 
que  la  parabole  est  la  limite  des  ellipses  dont  le  grand  axe  , 
tend  vers  -j-  co ,  et  des  hyperboles  dont  le  premier  axe  tend 
vers  l'infini  négatif.  ^ 


PROBLEMES  PROPOSÉS  AUX  EXAUENS. 


1.  Délennitur  la  dimennoru  d'un  legHteni  sphérique  dont 
le  w/tMW  et  faire  loùnt  rapectivemenl  égaux  3  ceux  d'une 
tj^ireft  d'un  cercle  donnés. 

Soienta  et  A  les  rayons  de  la  sphère  et  du  cercle  donnés  ; 
r-  et  A  le  iVyon  de  la  base  et  la  hauteur  du  segment  demandé  ; 
on  trouvera  facilement  que  les  équations  du  problème  sont  : 
r'+A'=6'  (1) 

h(_h*+3r')—8a'  (2) 

ÉHminaot  r"  entre  ces  deux  équations .  il  viendra  : 
SA*— 3ft'A  +  8«'  =  0  (3) 


b,  Google 


—  98  — 

éqiuUoD  qoi  fen  connaître  A.  La  hauteur  du  segment  étant 
ainsi  déterminée,  on  en  déduira  la  valeur  du  nyoa  de  M 
base  au  ipoyen  de  l'équation  (1),  et  le  problème  sera  rénlu. 

Diicules  Véquatùm  (3).  —  Cette  équation  a  une  racine  réelie 
n^alive,  puisqu'elle  est  de  degré  impair  et  qofi  son  dernier 
terme  est  positir;  mais  oetle  racine  est  étrangère  à  la  ques-, 
tion,  car  la  hauteur  du  segment  ne  ^ut  être  une  quantité 
négative.  Quant  aux  deux  antres  racines,  elles  peuvent  ébe 
imaginaires  :  on  sent,  en  jelTet,  que  le  volume  donné  peut 
4tre  tnp  grand  pour  pouvoir  6tre  contenu  dans  la  surikce  fà'. 
Si  ces  deux  autres  racines  sont  réelles,  elles  seront  positives, 
conrormément  h  la  règle  des  sî^es  de  Descailet.  Pimrrm- 
vova  k  reeomnaitre  d'après  la  loi  de  composition  tfea  coeIJieientt? 
-^•Oui,  car  ie  produit  des  trois  racines  die  l'équation  {3)  est 
négatif,  et  comme  l'une  d'elles  est  négative,  il  laui  que  k 
'  produit  de&dwx  autres  soit  positif,  et  .que  par  conséquent 
elles  soient  de  même  signe;  mais  elles  ne  peuvent  être  né- 
gatives, oar  la  somme  des  trois  racines  est  nulle.:  donc,- elles 
sont  positives,  " 

.  Quelle  est  âone  la  relation  qui  doit  exister  entre  a  e(  b  pour 
que  le  problème  soit  pôsiible?  —  La  condition  de  réalité  dét 
racines  de  l'équation  (.3)  est ,  d'aprèsja  règle"  connue , 

*>«|>'32.      '.  (*) 

qui  est  aussi  la  condition  nécessaire  pour  que  le  probl^ne  soit 
possible. 

Si  ta  amdition  :'»]  est  remplie,  y  awat-it  deux  ^lufûmi? 
—  Il  faut  encore,  pour  cela,  que  les  valeurs  positives  de  A 
soient  moindresque  b,  en  vertu  de  l'équation  ;i),  et  que  par  ' 
eonséquent  b  soit  une  limite  sQpérieure  des  racines  positives 
de  l'équation  (3).  î^ubstituonsdoncAàAdanslepremierihembre 
decetteéquationet  dansses  dérivées,et  nous  trouverons  pour 
résultats  : 


b,  Google 


—  89  —  .■■' 

—  é*+8a>.      +34»,      +m. 
Donc ,  b  sera  anc  Ilndte  si  l'on  a  : 

— i>+8fl'>0  ■    ou  bien      é<2a,    . 

On  Toit  ainsi  que  si  b  est  compris  entre  a  |/â2  et  30,  le 

proMème  admettra  deux  solations ,  qui  se  réduiront  à  une 

■eolQ,  si  A=aK3S,  car  c'est  (à  la  coodilion  d'égattté  de  deux 

racines  de  l'équation  (3). 

St-  &=ââ,  OD-troure  h=^aet  r=0,  de  sorte  qa'aulieu 
d'un  s^méot  qthérique ,  on  a  une  sptaère  dont  le  diamètre 
est  %t.  L'autre  ytS&ai  positife  de  A  est  a  (\/3  -0  :  ells  «t 
moindre  que  "ia^ib,  et  Toumit  par  conséquent  une  3*  sdu- 
tiOD  de  la  question. 

Si  b;>2a,  ta  condition  (1^)  étant  nécessairement  remplie, 
les.trots  racines  de  l'équation  (3)  sont  encore  réelles,  mate 
U  n'f  a  cependant  qu'une  seule  solution,  parce  qu'alors 
— b^-\-Sa^<^0,  et  qu'ainsi  l'une  des  racines  poeiiivesde  cette 
équation  est  moindre  que  b,  et  l'autre  est  pins  grande  qpe_6. 

Dans  quel  cas  le  vpiume  cht  teginent  tph^fiqM  lera-M  U 
plu$  grand  p<aMk  ? —  La  condition  (i)  revient  èi 
b  '.       ■ 

(V32 
de  sorte  que  le  segment  sera  maximum  quand  on  aura 
■  b 
V^32 
Pmntz-vmu  eonsmUre  ce  segment  maximum  ?  —  Oui ,  car 
réquation  (3)  ayant  alors  deux  racines  égales,  l'une^'elles 
doit  satisfaire  à  sa  dérivée 

6ft'— 3*'=0, 

b 
et  comme  cette  équation  n'a  qu'une  racine  positive  — — .,  c'est 
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«eHe-ci  qui  entre  deux  Tols  dans  la  proposée.  La  valear  corie»- 
pondantederestausri— rr.  de  sorte  que  le  segment  maximum 

est  un  bémisphère  dont  le  rayon  est  la  moitié  du  cAté  du 
carré  inscrit  dans  le  cercle  donné. 

./^unn't-on  pu  prévoir,  d'ttprèB  la  nalwe géométrique  de  lé 
futstio»,  que  le  probtême  n'admettrmt  deux  soiutitmi  gue  dam 
certaine  cas,  et  âiatinguer  ces  coi?  —  Supposons  que  l'on  ait 
construit  un  segment  dout  l'aire  soit  égale  à  celle  du  cercle 
donnéi,  et  opposons-lui  par  sa  base  un  segment  égal ,  on  Tor- 
'  mera  ainsi  un  corps  dont  le  volume  sera  maximum  quand 
chaque  segment  sera  un  hémisphère,  puisque  parmi  tous  les 
corps  qui  ont  la  même  aire ,  la  sphère  est  celui  qui  a  le  plus 
grand  volume.  Le  segment  dont  l'alm  est  t;^'  sçra  donc  le 
plus  grand  possible  quand  il  sera  un  hémisphère;  donc,  le 

rayoD  sera  y  ^=« — —  ,  comme  nous  l'avons  trauvé  plus 

haut.  €on  volume  sera  par  conséquent  iir  — —  ;  de  sorte  qu'on 

.    K3 
aura  alors  b^-=ka^\/^,  oa  i=oK32,  ce  qui  s'accorde  en- 
core avec  celpii  précède.  ^  _  • 

Supposons  maintenant  que  l'on. dit  cooitruit  ce' segment 
maximum  et  que  l'on  fasse  diminuer  le  rayon  de  sa  baie 
<f  une  maniée  continue,  son  aire  restant  constamment  égaie  k 
itb'  :  sa  hauteur  devra  augmenter,  mais^ seulement  jusqu'à  ce 
que  le  rayon  d«  la  base  étant  iMuit  à  zéro ,  le  segment  soit 
devenu  une  sphère  ayant  b  pour,  diamètre  et  par  conséquent 
infrï  pour  volume.  Donc,  si  îna^^înA»,  d'où  b<:^,  il  y 
aura  eu  ud  instant  où  le  tolume  du  segment  aura  été  égal  à 
celui  de  la  sphère  donnée,  puisqu'il  a  varié  d'une  manière 
continue  a  partir  de  sa  {dus  grande  valeur. 

Si  l'on  suppose,  au  contraire,  que  le  rayon  de  la  base  du 
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b 

crolne  d'ane  maidère  coottoue  depuis—:: ,  l'aire  de 

ce  segment  restant  toujours  égale  à  «r^ ,  sa  haoteur  k  ira  en 
diminuant;  mais  comme  alors  r  reste  constamment  moindre 
que  b ,  le  produit  r>A ,  et  par  conséquent  le  volume  do  seg- 
ment, décroîtra  indéABlment  avec  A,  de  sorte  qu'il  y  aura 
un  intant  où  ce  volume  sera  égal  i  *ira?. 

Concluons  donc  que  lorsque  le  problème  sera  possible,  il 
aura  deux  solutions,  si  A<2a,  ou  =2a  :  l'un  de  ces  seg- 
ments sera  aton  plus  petit  qu'un  hémisphère,  et  l'autre  sera 
plus  grand  ;  mais  ^  f'>-2a ,  il  n'y  aura  Qu'une  senle  solution , 
et  le  segment  sera  moÎDdre  qu'un  hémisphère. 

2.  Étant  donnée  une  équation  f [-rj^^sO  du  degré  m  à  coeffi- 
cientt  indéterminés,  trouver  le»  relationi  qui  doivent  exitter 
entre  ces  eoeffieients ,  pftur  que  deux  racines  de  la  proposée  satit- 
fiusent  d  t'équtUioné  deux  incoanua  py-|-qz=r  ;  et  déterminer 
et»  raànes,  lorsque  Us  conditiona  dont  \l  s'agit  seront  rem-' 

!*"■■'." 

Soientâ  et  b,  deux  raeines  de  rëquati<v  f(x}=0,  qui  véri- 
fient l'équation  iiy-\-qz=r.  Oç  aura  done  ^ 

T[fl)=-0,      f{b)  =0,      pa-^f-qf>=r. 

On  tire  de  cette  dwnière 

b  =  — ^     et  par  conséquent    i^{b):^A-^—y, 

d'où  l'on  voit  que  les  deux  équations 

^{x)m^Q      et      ,fr^lEf^=Q- 

ont  la  racine  commune  d  ;  par  conséquent,  leurs  premiers 
membres  ont  un  commun  diviseur.  Ainsi ,  pour  résoudre  le 
problème ,  on  cherchera  le  P.  G.  C.  diviseur  des  p«lyndmes 
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^x)  et  f  I — C_| ,  on  poussera  l'opération  Jusqu'à  ce  qu'on 

Mit  arrivé  à  un  reste  Indépendant  de  ;r ,  et ,  en  égalant  ce 
reste  à  zéro ,  on  aura  la  relation  deniandée 

Si  la  proposée  doit  avoir  n  couples  de  racines  qui  véri- 
fient l'équatiOD  p^-\-qz=r,  le  P.  G.  C.  diviseur'dont  11  s'agit 
devra  être  du  n'^"'  degré,  de  sorte  qu'on  arrêtera  le  calcul, 
Décessaire  pour  le  détannioer,  au  reste  du  [n— i)i«aie  degré, 
lequel  sera  de  la  forme 

A^"-  +  A,a^  + +  A,. 

Ce  reste  devant  ètr«  nul.qoeHe  que  soit  la  valeur  de  ;f.  H  fau- 
dra que  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  cette  quan- 
tité soient  nuls,  ce  qui  donnera  les  n  équations  de  condition 

A,  =0,      A,  =  0,,..      A.  =  0. 
La  prt^osée  devra  dons  avoir  au  moins  n  coefficients  ladé- 
terminés. 

'  Si  l'on  suppose  ces  conditions  satisfaites,  qn  trouvera  néces- 
sairement un  P.  G.  C.  divfseurDmtrelespolynAme6r(-:r)%t 

f  { — ~  j ,  et,en  l'égalant  à  zéro,  on  formera  une  équation  dent 
la  résolution  fera  connaître  les  racines  de  r(^>=0,  qui  doivent 
être  mlsesàlaplacede^dansl^uation^-f-?^='')  de  sorte 
que ,  pour  avoir  leur»  conjuguées.  Il  n'y  aura  qu'à  rempla- 
cer j-  parles  valeurs  trouvées  de2-,dansla  formule  ï=  — ^. 

y 

On  voit  donc  que  si  le  P.  G.  C.  diviseur  D  est  d'un  degré 
supérieur  au  1" ,  il'  y  aura  en  général  autant  de  couples  de 
radnes  de  l'équation  ?  {a:)=0  ,  qui  satisferont  à  l'équation 
py-\-g^='-,  qu'il  est  marqué  par  le  degré  de  ce  P.  G.  C.  di- 
viseur.  Toutefois ,  cette  conséquence  serait  inexacte  si  la 

proposée  avait  une  racine  e  telle  que  — ~  lût  ^le  k  c. 

î 
ou,  ce  qui  revient  an  même ,  a  elle  avait  une  racine  e—  — ,■    . 
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En  effet ,  cette  radne  rérifle  l'ëquatlott  f(  _JL_  js::0 ,  puto- 

qae»  d'après  notre  hj^pothèse,  foire  x=c  dans  cette  équa- 
tion, c'est  faire  :z=c  dans  la  proposée.  Donc  c  est  radne 
de  D=0 ,  de  sorte  que  cette  équation  détermine  non-seole- 
ment  les  racines  de  f  (x)=^0 ,  qui ,  conjointement  avec  une 
autre  racine  de  cette  dernière  équation,  véTiflenipy-\-qz=^, 

mais  encore  celle  des  racines  de  <p(x]=0  qui  est  égale  h  —, — , 

si  lléquation  en  a  une  pareille ,  et  elle  la  donne  autant  de  fois 
que  celte 'racine  entre  dans  la  proposée. 

Ainsi ,  avant  de  s'occnper  de  la  recheiclie  des  racines 
de  f(.r)=0  qui  satisfont  à  py'^qv=r,  on  commencera  par 


.  contenir,  ce  tpù  ne  saurait  présenter  le  difficulté. 

3.  Si^=y,lDsdeuit  équattons  ï{;r)=Oeti)i  f — ^1=0 

seront  également  vérifiées  par  .r=a  et  papjr=&,  de  sorte  que 
ces  quantités  seront  racines  de  l)=4  :  et  en  elTet  les  trois 
équations 

,(a)  =  0,       t{*)=0,      p(a+b)=r, 
étant  symétriques  par  rapport  èi  a  et  à  & ,  le  calcul  qui  déter- 
minera l'une  de  ces  quantitétt  <^vra  aussi  déterminer  l'autre. 
Donc,  l'iquation  D=0  nous  donnera  tom  les  couplet  de  racines 

dt  f  (j:-)=0 ,  -dont  la  lomme  est  ~  ;  mais  elle  devra  donner, 

F 
en  outre,  toutes  les  racines  de  la  proposée  qui  sont  égales 

Si  aucune  des  racines  de  la  proposée  n'est  égale  à  — ,  el 
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que  chacune  sjoutée  avec  uoe  autre  forme  une  somme  égale 

i  -,on  vojtque  réquatk>nD=0  aurales  mômes  roefoesque 

P 
la  proposée,  de  sorte  que  notre  nétbode  deviendra  illusoire. 
Mais  alors  od  observera  que  d  l'on  choisit  une  inconnue  auxi- 
Ifaice  /  qui  soit  une  fonction  symétrique  quelconque  des  deux 
racines  conjuguées  a  et  & ,  comme  t=ab ,  ou  ^=a'-{-6' ,  etc., 
cette  inconnue  aura  autant  de  valeurs  qu'il  y  a  de  racines 
dans  la  proposée  ;  mais  comme  ces  racines  sont  égaies  fi  à  3 , 
l'équation  en  t  s'abaissera  à  une  équation  de  degré  sous- 
double  ,  en  extrayant  la  raeine  carrée  de  ses  deux  membres. 
II  en  sera  encore  de  môme  si  les  valeurs  de  '  sont  égales  et 
de  signes  contraires ,  ce  qui  arrivera  si  l'on  pose  t!=a — b. 
Mais,  dans  le  casaatuel,  ou  n'aura  qu'à  faire  évaitouir  le  second 
terme  pour  rameier  l'équation  proposée  à  une  autre  de  degré 
sous-double  ;  car,  en  désignant  par  2n  le  nombre  de  ms  ra>- 

clnes,  on  diminuera  chacune  d'elles  de  ;r —  =  *-,  de  sorte 
"inp     'ip         , 


ses  racines  ^ales  3  à  2  et  de  signes  contraires,  donc  elle  sera  . 
réductible  à  une  équation  de  degré  soua-doubie. 

4.  Examinons  actuellement  quelques  cas  particuliers  du 
problème  que  nous  venons  de  développer ,  et  spécialement 
ceux  que  l'on  considère  le  plus  souvent  dans  les.  examens. 

L'éqtiaHon  ^  (x')=0  a  deux  racines  égale»  et  de  iignes  con-* 
tnUrei  :  trouver  ces  racines. 

Ici  r=0  et  q=-i-p ,  de  sorte  que  l'on  résoudra  le  problème 
en  cherchant  leP  G.  C.  diviseur  entre  les  premiers  membre» 
des  équations 
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T(:r}  =  0  et  f[-x)  =  ùC). 
Mais  J'observe  qa'aa  sratème  de  ces  deux  équations  on  peat 
aobstituer  le  système  formé  de  leur  somme  et  de  leur  diffé- 
lence  :  or,  si  la  proposée  est  de  degré  pair ,  la  somme  ne 
renfermera  que  des  termes  de  degré  pair ,  et  la  dilTérence 
ne  renfennaot,  aa  contraire,  que  des  termes  de  degré  impair, 
on  pourra  la  diviser  par  x ,  ce  qui  ramènera  k  une  équation 
dont  tous  les  termes  auront  des  exposants  pairs.  Il  en  serait 
de  même  si  la  propt^ée  était  de  degré  impair;  donc,  on  pourra 
subïtituerainsi  au  syslèmedes  équations  f(jr)=OetT(—a-}!=0, 
le  système  de  deux  antres  équations  dont  tous  les  termes 
seront  de  degré  pair ,  de  sorte  que  les  restes  que  l'on  obtien- 
dra en  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  leurs 
premiers  membres  seront  aussi  de  cette  même  Torme.  Le 
nombre  des  solutions  de  la  question  sera  ainsi  marqué  par 
la  moitié'  da  degré  du  plus  grand  commun  diviseur  trouvé. 

5.  Trtmwr  les  relutions  qui  doivent  exister  entre  les  coef^ 
dents  indéterminé  d'une  équation  ^  (j;)  =  0  pour  que  deux  de 
jet  racines  soient  dans  le  rapport  delkq. 

D  suffira  de  supposer  r  s  0  et  />  = —  1  dans  la  question  du 
D*2,  ce  qui  conduira  à  cbercherleP.  G.  C.  diviseur  desdeux 

polynômes  <p(f  )  et  7/  --  J ,  et  à  égaler  à  zéro  le  reste  indé- 
pendant de  iT  P*}.  . 

(  ')  Pour  trillet  la  qu«tti<w  dlrecUment ,  et  c'en  ce  qui!  laal  lim/aurt  faire 
dni  an  exiBien ,  on  dira  i  Si  Je  Iriniroraie  i>  proposM  en  une  aalts  doni  lei 
TaciK*  Mim^plea  «1  de  lignea  eoDiiiirts  aux  aiennig,  j'obueudrai  1 
tqNlion  7(— ^^D  qui  auri  deui  lacines  cammanea  avec  la  prspoaje  ^{xj—v, 
4t  wrtaqae  leun  premiers  membr»  auront  ud  conimun  diviieur  du  !•  iefrt. 
qal,  égalé  i  léro,  roamlranneéqualion  donl  lea  racines  rËioudronlle  protaltme 

(")  Ponriiaiter  celle  queilionl  priori,  tiou9  dirons  r  8î  nous  Uanironuons  li 

ërouane  é<ta(lion 


'(7)- 


r(X]— 0,  de  tarte  que  lenn  premltra  c 
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6.  Si  ton  voulait  qu'il  y  eût  a  coaplti  de  raeituê,  dont  te 
rapport  /^q,  on  oburverait  que  le  P.  G.  C.  diviseur  des 
P<riyn6me8  f{x)  et  ?  (  -  J  devrait  être  alors  du  /i**"*  degré, 

de  sorte  qu'il  faudrait  égaler  à  zéro  les  coeEQcieDts  des  di- 
verses pubsaaces  de  x  dans  le  reste  correspondant , 

Arr^'  +  A^""* +....+ A., 
m  qui  donnerait  les  n  équations  de  condltiou ,, 

A.  =0,  A.=  0,...       A,=:0. 

Hais  si  le  rapport  q  n'est  pas  donoé,  ce  qui  arrlrera  ai  ton 
demande  geulement  que  3  n  racines  de  i}f  (j:)  =  0  forment  une 
suite  de  rapports  égauai .  on  observera  que  les  n  éqaation& 
précédentes  devront  Atre  vériRées  par  une  même  valeur  de  q , 
de  sorte  que  leurs  premiers  membres  doivent  avoir  un  commun 
diviseur  ;  on  cherchera  doncIeP.  G.  C,  diviseurentredéux  deces 
premiers  membres,  et  on  poussera  l'opération  jnsqu'àon  reste 
indépendant  de  q ,  qoe  l'on  égalera  à  zéro  ;  puis  on  exprimera 
que  le  reste  du  l^'  d^ré,  que  l'on  aura  ainsi  trouvé,  divise  les 
premiers  membres  de  toutes  les  autres  équations,  et  l'on  ob- 
tiendra ainsi  (n  —1)  équations  de  condition  qui  répondront  à 
la  question.  Elles  résultent  commeon  voit  deréliminationde 
q  entre  les  'i  équations  A,=0,  A,=0 A.=0. 

7.  reat-on  que  toutes  les  racines  de  l'équation  f  (a:>=  0  for- 
ment une  progression  par  quotietu?  on  observera  qu'en  sup-^ 
posant  cette  équation  du  degré  m ,  si  l'on  grouDe  chaque 
terme  de  la  proii^esElon  avec  lo  suivant,  on  formera  (m — 1) 
couples  de  racines  dont  le  rapport  est  une  certaine  quantité  q , 
de  sorte  que  le  P.  G.  C.  diviseur  entre  f  [x)  et  f  (  — \  sera  du 
degré  [m-j^i]  :  on  égalera  donc  à  zéro  les  coefficients  des  di- 
verses puissances  de  x  dans  le  reste  du  degré  [m — 2) ,  et  si  7 
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est  connu,  on  aura  ainsi  {m — 1)  équations  de  cooditioD.  Uais 
si  la  raison  n'œt  pas  donnée,  il  Taudra ,  comme  on  l'a  vu  tout 
k  l'heure,  éliminer  q  entre  ces  {m — 1)  équatiens,  cequi  ré- 
^ra  à  [m — â)  le  nombre  des  équations  de  condition. 

8.  La  métltode  que  nous  venons  d'indiquer  a  toute  la  gé- 
néralitS  poviblQ,  mais  felle  a  l'inconvénient ,  qui,  d'ailleurs, 
est  inhérent  à  la  nature  de  la  question,  d'exiger  des  calculs 
très-laborieux.  Cependant  on  propose  qu^quefois  dans  les 
eiameos  de  déterminer 'ta  valeur  qa'il  faut  donner  h  un 
•oefficient  indéterminé  pour  qu6  l'équation  résultante  ait  ses 
racines  en  progression  giométriqne,  et ,  daos  ce  cas ,  on  peut 
obtenir  cette  valeur  assez  vite  de  la  manière  suivante.:  soit, 
par  exemple ,  l'équation 

2:r<^t5:c»-i-Cx'— 30jr+8  =  0, 
qui  doit  avoir  ses  racines  en  progression  par  quotient  au  moyen 
d'une  détermination  convenable  de  C.  Soit  q  le  raison ,  les 
quatre  racines  seront  de  la  forme' 

a,       aq,       oy*,       a?'; 
et  on  aura  ainsi 

a^q"  =  j  =*,        d'où       aj""  =  \/2; 
donc ,  en  transformant  la  proposée  en  une  autre  dont  les 
racioessoientégalesaus  siennes  divisées  par  i/^,  les  racines 
de  cette  nouvelle  équation 

-        ^4_15V'2.j-î-|-Cr'— 15\/2^+4  =0, 
seront 

?'.?■'    ?'•    ?% 
e'est-à-dire  réciproques  et  en  pr<«resBion  par  quotient.  Si 
donc  le  coefflcteot  indéterminé  ne  portait  pas  sur  le  terme 
du  milieu,  il  serait  immédiatement  déterminé,  en  écrivant 
que  cette  équation  est  réciproque.  Comment  donc  faire  dans  le 
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cu  actuel  t  Posons  ^+  -  =  a ,  et  l'équation  résultanhi 

4ï*— ISV/âTz+C— 8=  0, 
aura  pour  racines 

*!  ■    '' 

Hais  d  l'on  jeptéseale  ?'+  —  pir  ? ,  on  trouve  fodlement 

que  5'H î  =7*— 37.  de  sorte  que 

*  ^      .   ^         *5V/à 

Donc  les  équations 

4ï'— 15\/â.s+C— 8  =  0, 

a'  — 2s T—  =0, 

ont  la  racine  commune  j  ;  ilonc ,  leurs  premiers  membres 
doivent  avoir  un  facteur  commun,  ce  qui  détennloera  C.  Si 
l'on  cherche  ce  facteur  commun  OD  trotlvflra  lïicilément  que . 
le  reste  indépendant  de  s  donne  : 

C>—8C'+*50C— 225.217  =0, 
équation  qui  a  35  pour  seule  racine  réelle.  Veut-on  mainte- 
nant résoudre  l'équation 

2x*— ISx'-f-aSjr'  — 90ar+8=  0. 
On  résoudra  l'équation  4s* — ^5^/2.^Vi — 8^=0,  ce  qui 
donnera  z=  — -=  et  s=  — —  ;  puis  on  sdbsUtuera  succes- 

sivement  ces  valeurs  dans  l'équation  y-^-  -  =z,  et  on  trou- 
vera ainsi 

^__î_,     =2\/2,     =\/s,     =-î-, 
2I/2  V2 
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et  eafln ,  en  multipliant  ces  quatre  valeurs  par  yï,  on  ob- 
tiendra les  racipes  de  la  proposée  ;,  1 , 2 ,  k. 

9.  On  «ni  qu'une  équation  du  degré  mates  roctna  m  pro-' 
fremonpar. quotient  :  on  propuie  de  déterminer  cet  racine». 

Nous  distinguerons  deux  cas,  sulraut  que  la  raison  sera  on 
ne  sera  pu  donnée. 

l"  €04.  Soit  q  la  raison ,  les  m  racines  de  la  proposée  ponr- 
rîmt  6tre  représentées  par 


Cela  posé,  si  l'on  en  lUt  le  produit,  on  trouvera  qu'il  eat 
■»:■-') 
éfçti  à  a~q  *  ;  mais  ce  produit  est  égal  au  dernier  terme 
de  l'équation  proposée ,  pris  arec  son  ^gne ,  on  avec  un  signe 
contraire,  suiiant  qu'elle  est  de  degré  pair,  ou  Impair  ;  donc,  en 
appdant  D  oe  produit  qui  nous  est  connu ,  nous  aurons  : 

■frH^i  -ri    ,-,_  C^ 

o-y-T— =11,  d'où  aq  i  ï=K  U,  et  partant  a=  -Zl!i-; 

ce  qui  Tera  connattre  une  des  racines  extrêmes,  et  par  suite 
tontes  les  autres.  On  trouvera  m  valeurs  pour  a ,  mais  il  sera 
belle  de  distinguer  parmi  ees  m  valeurs  celle  qui  vérifie  la 
proposée. 
Remarquons  que  si  m  est  impair  et  égal  à  2/i-f  1  >  la  quan- 

tUéa^  '  Ûeiieataq—idooc,  on  obtiendra  la  racine  moyenne, 
en  extrayant  la  raàne  m**^  du  dernier  terme  de  Féquatùm,  prit 
en  ligne  contraire. 

Cette  remarque  fourait  le  moyen  le  plus  simirie  d'exprimer 
que  le»  trmt  racine»  de  l'équation 

jr* — A:r'-|- Bx — C = 0 

tant  en  progrtsHon  par  quotient.  En  «Cet ,  la  racine  moyenne 

ÀiK.  M  MinM.  t.  A 
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dennt  être  égale  k  la  rMine  oubkiiie  da  produit  des  tn^  n- 
dnps,  li bodra que  P^  vérifie  oe(te  équation  :  ainsi,  on 
derra  avoir 

C— Aj>'C+Bt^C-C=0, 
ou  ce  qui  revient  aa  même  : 

Or  C  n'est  pas  nul,  uos^d  la  racine  moyenoe  étant  léro, 

Iqt deux aatruBeraleot  aussi  égales  à  séro;  donc,  il  Tautque 

B— Ap^=0.      oabienquc     B'  — AK:  =  0. 

Cette  condition  at  aafflsaata ,  car  si  l'on  désigne  les  radnes 
de  la  proposée  para,  b,  c.  die  eiprlme  que  p^ôïc  est  une 
de  ces  racines,  etestparcoiiséquantégaleà&,  pareuoqriei 
donc  t/'ttbc=b,  d'où  b*c=ae,  et  par  suite  a  a:  b'  c. 

«  Aa=0,  la  ooDdWoo  B>— A'C^O  se  réduit  à  B=aO,  de 
sorte  que  l'équation  proposée  est  alors 

et  en  elEet,  en  appdant  a  une  des  Ta<jnes  cubiques  imagi- 
liafrcs  de  l'unité,  les  racines  de  cette  équation  sont  : 

3*  Cat.  Appelons  ?  la  raison  inconnue  de  la  progression,  nous 
avons  vu ,  (7),  que  les  deux  équations 


,W  =  o,     ,(J)  =  0 


deTalentavoirle6(m—l)racines  communes  (jç,a^* aq*~', 

qui  «mt  oeQes  de  l'équation  formée  en  égalant  leur  P.  G.  C. 
dirfaear  k  i^  ;  on  cherebcura  donc  ce  P.  G-  C.  diviseur,  et 
on  éain  que  le  reste  du  (m— 2}i*°»  degré, 

A,j:-"+A^-'  +  ...+A»_,  , 
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«8t  ideothiuemeat  nul,  ce  qui  donnera  tes  (m — 1}  éqoatioiM 
&e  «ondlUmi 

A.ssO,      A,«-0,...    A.^,  »aO, 

qui  derront  arolr  pour  racine  commune  la  raison  9  de  la 
prognssioiw  Uiit  comme  11  n'y  a  pas  do  moUr  pour  regarder 
ceUe  progressi(»i  comme  étaat  er<^ssaDte  pliitAt  que  décrois- 
ante) elles  amont  aussi  la  racine  commune  -  ;  de  sorte  que 
lemï  premiers  membres  auront  un  commun  diriseur  do 
deuxième  degré,  lequel  sera  le  coeflBclent  A,  de  :r  dans  le 
premier  teaoB  du  reste  A,'"-f-A,:r"'*-|-„.-|-Aift-i,  cw  ce 
coefficient  etf  do  deuxième  degré  par  rapport  à  ^  :  on  l'éga- 
lera donc  à  zéro,  ce  qui  fournira  une  équation  d'où  l'on 
tirera  la  laleur  de  9,  et  on  rentrera  ainsi  dimt  le  premier 
cas;  mais  il  sera  plus  simple  de  remplacer  g  par  sa  râleur ,  . 
dans  l'équation  formée ,  en  égalant  à  zéro  le  quotient  de  la 
dirisloD  de  f  (x)  par  le  reste  du  (m— 1)'^«  d^ré,  car  on 
ann  ainsi  très-simplement  nue  des  racines  extrêmes. 

]'tl  dit  qoe  A,,  est  du  second  degré  par  rapport  à  7  -  en 
efM ,  l'éqoaUon  f{x)=0,  étant 

^-fAjr"^-f-Rc— -|-(ic— '-|-...4;U=0, 
floaun 


t(|)-^W=. 


.0=Aj"^+BCî+t>r^'+<3(?'+î+1)-ï^'^+"- 

Ce  ptdTDAfDe  doit  donc  diviser  r(x] ,  ou .  pour  éviter  les  quo- 
tieBts  Traetionnaires,  jL'.<f{x).  Le  premier  terme  du  quotient 
de  lear  dWslon  sera  Ax,  «t  le  reste  eorre^ndant 

A[A*-B(ç+l)];e^'+AlAB-C{î'-(-î-i-i)l*"-'+ 
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Lesectmd  terme  de  oequotieDtseraA*~B(;+l],  de  sorte  que 
le  coefficient  de  x*^  dans  le  reste  sera 

A,=A[AB-C{?'+?+l)]-B(?+l)[A'-B(î+*)], 
c'eet-èHllre  du  second  degré  par  rapport  à  q. 

£xemple.  Résoudre  l'ëquatian 

dont  les  racines  sont  en  progression  par  quotient. 
On  aura 

Le  quotient  de  la  division  de  ^[^r)  par  ce  poljndme  est 
^H-d^— 31]>^l«rosteBpoiircoe^ientdesonpreDiierlentie 
310®y'— 5^+2).  Égalant  ce  reste  à  léro,  on  en  tire  q=% 
et  q^  U  remarquons  que  comme  on  a  multiplié  le  second 


la  première  racine.  Ed  (disant  ?=S,  on  troure  x=i ,  et  ainsi 
les  quatre  racines  sont  1 ,  3 ,  fc ,  8. 
Cette  méthode  estgénérale,  et  n'exige  pasia  résolution  d'une 
'  équation  de  degré  mpérieur  au  second. 

cierUiin^lêrminésde  Féqualien^{x):=0 ,p<mr  qv'elltaitara- 
cma  en  progrtmon  par  quotient. 

La  méthode  du  n*  7  ne  pourrait  pas  conduire  à  la  solution 
de  ce  problème,  de  m^me  que  le  principe  Tondamental  de  la 
théorie  des  racines  égales  ne  peut  pas  tervir  à  exprimer  qu'une 
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équation  à  coeflSdente  iod^tenninés  a  nne  radne  de  l'ordre»  ; 
nous  aurons  donc  :  soient  n,  nf,  a^...  aq^'  les  n  racines 
qui  doiTent  être  en  progressloD  par  quotient,  si  l'on  trans- 
forme successivement  l'équation  proposée  f(;r)=0 ,  en  (n — 1) 
antres  éqoKtioDS  dont  les  racines  soient  respectivement  égales 
■è  celles  de  la  proposée  multipliées  par  q ,  q',  q^t—q"^,  11  est 
clair  que  les  n  équations 

„.)=0.    ,(î)  =  o.    ,(£)=« ,(^)  =  0, 

auront  la  radne  comnrane  aq*"  ;  donc,  leurs  premiers  mem- 
bres doivent  artdr  un  commun  diviseur.  En  conséquence ,  on 

cherchera  le  P.  G.  C.  diviseur  entre  f(i)  et  f(  -  Y  on  pousser» 

l'op^tionjusqu'iice  qu'on  soft  arrivé  à  un  reste  R,  indépen- 
dant de  ;r,  et  on  l'égalera  à  zéro  ;  puis  on  exprimera  que  le 
reste  précédent  divise  tous  les  autres  polynAmes,  et  on. 
obtiradrs  ainsi  les  (n — 1)  équations  de  conditions  : 

R,  =  0,      B.  =  0,      R^,  =0, 

qui  rtsoBdroDt  le  problème ,  si  la  raison  $  est  dannée;  sinon-, 
on  âimbiera  cette  inconnue  entre  elles ,  et  on  trouvera  ainsi 
(n— S)  iqu^ttons  de  conditions. 

il.  Si  CéquaUùn,  f{:r)=0,  a  n  racintitn progrtmtm par 
^wOitnt  et  que  l'on  veuilte  déterminer  ces  raàit«» ,  on  cher- 
chera le  {dus  grand  commun  diviscvir  des  deux  poljndmes 

t(-c:;)  rtfl -n^  J;  on  en  trouvera  un  du  premier  degrér, 

si  la  proposée  n'a  pas  plusieurs  systèmes  de  n  racines  ea  pro- 
'  grcssion géométrique  et,  en  l^alant  â  zéro,  on  formera  une 
équation  qui  ibra  connaître  l'une  des  racines  extrêmes ,  et  il 
sera  facile  d'en  déduire  les  autrcr'  puisque  nous  supposons, 
que  la  raison  est  connue. 
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Ifarie  il  Ja  nino  n'est  pas  donnée ,  on  dem  ckeretasr  le 
(diuf  rasd  comdno  divimir  des  «  poiy&Atau 

"-  '©.  '(?)■■  <^)' 

et  on  arrivera  alnri  i  (n — 1]  restes 

R.,       R......      IU_,, 

iMqneb  âerront  £tre  anéantli  par  la  valeur  incoiwiuQ  de  9  et 
de-  .^Enconséqnence,  on  cherchera  le  plasgrandcomniaD  di- 

viseur  de  ces  restes,  et  on  en  troQTera  un  du  deuxième  degré. 
On  régalera  &  léro  et  on  en  tirera  la  valeur  de  la  raison.  Sub- 
ititQnt  cette  valeur  dans  l'équation  formée  en  égalant  k  zéro 
le  pina  grand  eomninB  diviseur  de  nos  n  pol^nâmes 

"^  '(?)•  '(^ '(^> 

on  en  déduira  la  valeur  de  la  plus  grande  et  de  la  plus  petite 
dea  racines  cherchées. 

13.  Il  est  évident  que  tout  ce  que  nom  avons  dit,  aux  nu- 
méros 6,  6,  7, 8,  9, 10,et  11  s'appliquera  très-bien  aux^âpia- 
tkns  dont  les  racùiesBeniienten  tout  ou  en  partie  en  pitipor- 
tipn  on  en  progression  par  difFérence  ;  nou  new  dispenseroK 
donc  de  parler  de  ces  équations.  Toutefois,  nous  Indiquions 
la  méthode  suivante  pour  résoedre  une  ^qnatkm  algébriqve 
4oBt.ln  rac^ei  sw^ent  en  progression  par  diOérenoe,  parce 
«D'elle  «ffrira  use  i^ioatien  inté^esnnte  de  la  méthod*  da 
CD^UIeienft  iÊtdéttrminé$.  Soient 

l'équation  proposée,  a  la  première  de  ses  racines  et  nia  raison  1 
on  sait  d'abord  que  ' 
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D'uD  aotre  cAté ,  il  est  érldeot  que  si  da  sané  du  ooefldeDt 
da  deuxième  terme  on  ratranche  le  dosble  de  c^ii  du  troi- 
sième, le  reste  P.* — 2P,  sera  ^al  k  la  somme  des  carrés  des 
ndoee.  Gherchons  donc  comment  cette  somme  est  composée 
en  a  et  OD  r,  car  nous  obtiendroDS  de  cette  manière  ane  se- 
ooode  équation  çntre  ces  denz  incranoes.  J'obserre  d'abord 
qoela  tormole  (1)  dods  montre  que  ia  scHome  des  premières 
poisaances  des  racines  de  la  proposée  est  une  fonction  de  m  de 
larorma 

Am'  +  Bm; 

fl  est  dmc  naturel  de  penser  que  la  somme  S.  de  leurs  se- 
condes poissoM^  est  de  la  rorme  Âfn^-|-Bm*-)~Cm,  de  sorte 
que 

A,  B,  C,  étant  d^  coeflleients  Indétennlnés  dont  il  s'agit  de 
troarer  les  râleurs.  Or,  si  l'on  ajoute  on  tçrme  de  pim-a+mr 
k  la  progression,  U  fïndra  que  lit  somme  des  carrés  des  termes 
de  la  nouTelIe  progression  se  déduise  de  la  formate  précédente 
4n  7  ttengeant  m  en  {m-(-l);  doue  oa  aura 

S^+(<i+iBr)'=A'fn»-f't)ï+B(»H-l)'+C(»+l). 

RAnnehant  de  cette  équation  la  précédente,  il  viendra, 
tontes  rédactions  Ihites,   , 
a*+2afi»+r'«'=A(Sfl!^+a/»+l)+B(amH-l)+C, 

équation  qui -doit  être  vraie,  quelle  qiie  soit  la  THleur  que 
l'on  BSrigne  à  m  ■  dfloc ,  les  eoeflidents  des  mtaoes  painaaces 
de  m  dans  les  deux  membres  doivent  être  égaux  ;  donc 
3A=;',      3A+2B=2ar,      A+B+C  =  o'i 

d'où 


b,  Google 


—  H«  — 
et  par  com^qoeat 

5,=  — — j  w,--      i. 

atnd ,  la  seconde  éqnation  da  proUème  aéra 

P.  —HP.—  g  —  ' 

ou  bien 

,  s»'— a».+i  .    P.'-2P. 

Retraochons  de  celte  équation  le  carré  de  (1)  miae  SOUB  la 
forme 


»■— 1  .    p,'[»i— 1)— ia*;» 


et  par  conséquent 

P,  W— 1^/^  P.'(M  — *)— gwP. 

**"  —  nt^  ~m~  ^1 j • 

13.  Laméthode)ie$  eo^iâmU  inâékrtniné»,qae  nous  aroos 
«ilTie  poqr  airirer  ii.la  formule  [2),  est  une  des^plue  fécondes 


(*]  Si  dtD*  ccttB  [onsDle  «D  «nppoM  ■•— 3,  elledennc 
S.  — r«  +  »«r  +  M«— «ff  +  {a+r)»; 
ilonc  elle  m  mis  pour  m— l  ;  miii  11  rtiullv  de  U  mélliodc  aitnn  qui  nooif 
■  GODdnif  queililla  Mt  iriic  ponruna  Mmlna»lcar  d«M,cllB  l'iMpoorto 
nleor  HliaDtadcMUeqBinUMi  donc  alla  ni  Htotralc 

Si  DP  lappote  ■  Bt  r  «gini  t  l'BDiLt ,  on  iniaten  paor  aipraiaiwi  da  li  umnc 

daa  yiTta  dM  m  pranien  noBkni  anUan  la  famak — — 
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de. l'algèbre^  et  nous  alIoDs  l'employer  eacore  pour  résoudre 
la  qiûstioti  suivante,  que  nous  avons  ru  faire  dtuis  les  examens  : 
On  $ait  que  h  volume  d'un  tegtitent  iphérique  at  une  fonction 
du  miiiéine  tUgri  de  ta  Aowfeur,  déterminer  cette  fonction. 
Soit  h  la  bauteur  dn  segmeAt;  puisqu'il  doit  être  oui  pour 
h=  0 ,  ta  fonction  demandée  est  nécessairemeot  de  la  forme 

AA'+BA'+CA, 
A,  B,  C  ^tant  b-ols  coefficients  indétermioés  dont  il  s'agit  de 
trouver  les  valeurs.  Il  hut  donc  nous  procurer  trois  équations 
eotre  ces  trois  laconnues.  Mais  J'observe  que  suivant  que  l'on 
nq^xaera  A  égal  an  raroa  r,  ou  au  diamètre  Sr  de  la  sphère  à 
laquelle  appsrtieot  le  segment ,.  la  fonction  préeédeote  devra 

3  4 

te  réduire  à  -«p*  ou  à  ^wr'  ;  donc 

A/i+  B^+  Cr=i)rr»,     ou       Ar"+  Br+C=^i^, 

8A/^+4Bi'+20=±«73,     ou    4Ar'+2Br+C=:itr'. 

Bafln,  le  volume  du  segment  doit  être  maximum  pour  A=2r, 

ainsi  cette  valeur  de  h  doit  anéautir  la  dérivée  de  la  fonction 

demandée  ;  donc  <- 

12Ay'+*Br+C=0. 

On  tirera  facilement  dor  ces  trois  équations  : 

C=0,      A==— iff,      B=«/-, 

de  sorte  que  la.fonction  demandée  est 

AA'+BA'+CA=i«i'(3r  -  A), 

et  c'est  erfectivement  là  l'expression  du  volume  du  segment 

sphérique, 

P.  L.  CiKODDE. 
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Dans  la  déonoDStratioD  de  la  formule  du  âiDdme  (  page  k3), 
on  a  Implicitement  supposé  qae  leBcoefiQdeDtsn,  b,  c,  et«., 
sont  indépendaDta  de  m,  b'est-à-dire  que  les  valeon  numé- 
riques decec  coefflcieDta  restent  conatai^ei.qiieUe  que »aitb 
valeur  entière  attribuée  à  m,  et  dépendent  uniqaemeQt  de« 
rangs  occupés  par  les  termes  qne  l'on  oonsldère  dam  la  déie- 
loppement  ordonné.  Ainsi,  pareiempèe,  ayant  reeoonBqae 
(1=1,  lorsque  »=sl ,  on  a  admis  qoea  reste  égal  il,  lorsQue 
m  devieotniccesrivementS.S,  etc.  C'est  ce  qu'il  faut  encore 
démontrer. 

EnconsidérsntlescoetQclentsa,  &,c,etc.,  comBiedes  Ibnc- 
llons  de  m,  que  nous  représentons  pasj\m),  f{m),  etc. ,  l'égalité 

(x-^-a]''=x^+ma.«x'"-\-m[m~-i)b.9'a^*''-\-  etc., 
obtenue  (  page  43}  peut  s'éerin  boob  la  forme  : 

Ronplaçons,  dans  cette  denrfdr»  égalité ,  m  par  m-}-l, 
nous  aurons  : 
[.P+«)-+*=jr-+'+(w+l)/'(«+l).#r'+(flH-l  )m.T(m+<  ).»*«^*-H*c. 

D'ailleurs,  en  multipliant  par  {x■^~a.)  les  deux  mnnbres  de 
l'égalité,  (a--|-o)"=j:"+  etc.,  on  trouve  : 

+  1  I  -(-m/(m)   1 

Les  coefficients  des  mëmee  {Hussaoces  de  .r  dans  les  déve- 
toppements  de  (x+a]"^',  doWent  £tre  ^nx  entre  eux ,  oq  a 
donc: 

(/n+l)/(«+l)=m/(«)+t, 
im+i)f(m+t)=.(m~t)f(ni-\-f{m), 
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L'égaUté  (m+l}/TBi+l}=ni/(m)+l,  montre  qra  si 
/{in)=i,oa»  de  mteie  y  (in+i)=l.  Or,/(m)=l,  lorsque 
in=l  (pagel^];  donc/(S)=l  ,/(3}=l ,  etc.,  c'at-À-dire 
que  \a.  coefflciest  a  reste  coDgtamnient  égal  à  1 ,  qu^le  qoe 
soit  la  nleor  eottère  positive  attribnée  i  ni. 

Pnisqu'oD  a  géDénlemeot /(  m)»! ,  l'égalité  (m-l-l) 
t(ni4-l)=(»»-lM'»)+/('")  se  rMirit  à  (m-|-i)f(«+l)= 
(m— 1)  f{in]+i.  Et,'  K)iu  cettt)  flmiM,  elle  montre  que  A 
^m)=j,  on  a  de  mënie  T(n»4-1}=T-  Or,  ^m)=^,  lorsque 
m=%{pasth3);  donc,  ^(3)=:;,  f[fc),=£!,  etc.  Ainsi,  la  vft- 
leur  de  &  est  indépendante  de  la  nleor  entièie  attifliuée 
km, 

Od  démontre  de  même  qoe  les  «wfficieDta  c ,  d,  etc.,  ont 
des  valeurs  iaâ^ndant«s  da  Aegré  m  de  la  puiMance  do 
UdAd«. 

/ttcUfieatûm. 
P<ijr«56.  C'est  H.  le  professeur  Fincifc  qui,  le  premier,  a  In- 
troduit dans  les  éléments  la  division  ordonnée  de  Fourrier. 
(Voir  te  Traiti  éUmentaire  d'^irithmétique,  page  88,  Slrat- 
bamy,  18U.] 


ANALYSE  D'OUTRAGES. 


«OLiniON  OP    TBE  QDADRATDRB  OF  THE   CISCLE ,    IM'l 

(mars).  —  Solution  de  ta  quadrature  du  cercle.  Edimbourg , 
ia-8»âellp.L'auteurdecetopusculeanonyn)eestM.Maccook, 
d'ËdimboDff;'.' (Compte  rendu  de  l'Académie  des  sciences, 
10JanTlerl8W,p.75.) 
Nogs  ne  sous  occuperons  de  cetta  solution  que  pour  bien 
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ébMir  l'état  de  la  question  sur  laquelle  il  règne  âe§  idées  qui 
ont  besoin  de  quelques  éclaircissemeats.  Distinguons  d'abord 
ce  qui  est  parihitemeot  démontré  et  définitiTement  acquis  à 
la  science. 

1*  La  longoeur d'une  circonférencequelcooqaediyisée  par 
son  diamètre  donne  toujours'le  mémo  quotient. 

â°  La  surTace  d'an  cercle  quelconque,  divisée  par  le  caiié 
dn  rajon ,  donne  encore  un  quotient  constant,  égal  au  pré- 
cédent. La  première  proposition  est  dti^e  à  Archimède ,  et  la 
seconde  est  énoncée  dans  Euclide  (liv.  XlI,prop.2);  mais 
l'identité  des  deux  quotients  n'a  été  établie  que  par  le 
géomètre  de  Syracuse,  qulailéconvert,  encore  Iç  premier,  que 
ce  quotient  est  comprisentre 3^ et  3H.  (  Archimède,  ^«tun 
de  la  circonférence  et  da  cercle ,  prop".  ?.  )  I-es  modernes  dési- 
gnent ce  quotient  par  la  lejjf  re  {gecque  v  ;  on  sait  que  Vega , 
géomètre  autricbien ,  a  calculé  la  valeur  denavecli^Oflgurei 
décimales. dont  ISGsontgarantiesC),  ce  sont  celtes  ieLagny. 

3*  Lambert  a  démontré ,  dani  le  dernier  siècle ,  que  dans 
aucun  système  de  numération ,  il  n'est  possible  d'écr^&fc  aiR 
un  nombre  flni  dechifTTes;  en  d'autres  termes,  que  n  Bstun 
nombre  irrationDcL.  (Voir  L^ndre,  Géoaii&ie,  note  IV.) 

k'  Le  même  analyste  a  démontréqu'en  élevapt  ic  au  rarré, 
on  forme  encore  un  ntttnbre  irrationnel. 

Àiaaj ,  tous  ceux  qui  cherchent  à  exprimer  ir  on  n*  pac  un 
nMnbre  Qni  de  chiiïres,  montrent  qu'ils  ne  sont  pas  au  cou- 
rant des  connaissancesficqulses. 

Il  n'est  pas  démontré  que  n,  élevé  à  une  puissance  supé- 
rieure i  la  seconde ,  ne  paisse  être  un  nombre  rationnd.  Eu 
général,  on  n'a  aucune  preuve  que  n  ne  puisse  être  la  nteine 
d'une  équalton  alg^rique,  fùtrelle  méiOe  da  second  degré. 


(')  Vegi  (OeoTgli).   Tabtitg   bitarilhmi(»-lTitoiiamtlrie».  Llp*lB>  i 
Toiael,ipp«tidii,p.  wl. 
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mais  k  trois  termes.  De  sorte  qa'il  n'eet  pas  démoDtré  qu'on 
ne  poisfie  trouver,  par  la  règle  et  le  compas ,  une  droite  ayant 
mËme  longueur  qoe  la  circoaférence ,  ou  an  carré  ayant 
m6me  aire  que  le  cercle.  On  sait  seulement  que  cette  droite, 
si  dk  existe,  est  incommensurable,  à  l'égard  du  rayon  ;  il  en 
est  de  même  du  côté  du  carré  ;  touterois ,  il  est  de  toute  cerlj- 
tode  qu'un?  droite,  croissant  depuis  zéro  Josqu'i  l'infini ,  It  y 
a  un  instant  où  elle  parvient  à  une  longueur  égale  Ji  une  cir- 
coarérence  donnée;  mais  cette  longueur  est^elle  racine  d'une 
équation  algébrique  dont  les  coefScients  sont  des  fonctions 
algébriques  du  rayon?  Ce  n'est  pas  probable.  Voici  quelques 
conjectures  k  ce  sujet.  Il  est  démontré ,  le  rayon  étant  pris 
poarooité,  que  lorsque  uq.are  divisé  par  la  circonférence 
doone  on  quoUent  ratloDoel  qui  n'est  ni  î ,  ni  j ,  la  corde  de 
«tare  est  incommensurable  (*);  autrement,  les  périmètres 
de  tous  les  polygones  réguliers  Inscrits ,  l'taexagone  excepté , 
sont  incommeoBurables  et  sont  racines  d'une  éqoatioD  d'un 
degré  d'autant  plus  (slevé  que  le  polygone  a  plus  de  c6tés  ;  de 
sorte  qu'ils  limite,  pourlacirconrérence,il  paraîtrait  que  ce 
degré  devrait  être  inflni ,  ce  qui  est  précisément  le  caractère 
des  équations  transcendantes. 

les  personnes  qui  sont  à  la  poursuite  d'équations  algébri- 
ques, sans  précisément  se  livrer  à  des  opérations  absurdes, 
risqoratdeperdre  leur  temps,  qu'elles  emploieraient  mieux  en 
cherchant  à  démontrer  rigoureusement  l'impossibilité  de  ces 
sortes  d'équations  ;  ce  qui  est  encore  un  desideratum. 

U.  Maccook  appartient  à  cette  seconde  classe  de  eadrateurt, 
et  procède  ainsi  :  il  inscrit  un  carré  dans  une  circonférence , 
mine  feg-deur  diagonales  et  les  deux  diamètres  perpendicu- 
laires aux  cOtés  ;  il  fait  tourner  autour  de  chaque  cAlé  du  carré, 
l'arc  de90* qu'il  sous-teud  ;  le  cercle  se  trouve  ainsi  partagé  en 
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seize  demi  segmente  ^ui  et  en  huit  trina^es  n^ttUgoes 
égtux  ;  et  chaque  cftdran  renferme  quatre  demi-wgmenfs  et 
deux  secteurs;  combinantensemble  cesdemkwgmentsetoes 
triangles,  en  les  Juxtaposant,  en  lea  superposant,  retrao- 
uhaot,  ajoutant,  U  croit  être  parvenu  à  on  trapèie  équ^ta- 
lentàlahuitièroepertieda  oercle.  Adoptantson  résultat,  on 

trouve  qu'on  devrait  avoir  ir=2(1+\/8k^— 11) î  fetsant 
le  calcul,  la  valeur  denestfonsse  dès  la  seconde  déoimele. 

Od  est  dispensé  de  discuter  la  validité  des  raisouBemenU  de 
l'auteur. 


THËOBÈMES  A  D&MONTKER.  —  PROBLËHCS. 


1.  Si  les  distances  des  trois  sommete  d'un  triangle,  ABC, 
au  centre  du  cercle  inscrit,  sont  proportionnelles  aux  dis- 
tances des  trois  sommets  d'an  autre  triangle ,  abc ,  au  centre 
du  cercle  inscrit  dans  ce  triangle;  lee  deux  triangles  ABC, 
abc,  s^^Hit  semblables. 

S.  Quel  est  le  minimum  du  rapport  du  rayon  de  la  sphère 
circonscrite  à  un  tétraèdre ,  au  rajon  de  la  sphère  inscrile? 

3.  On  donne  un  triangle  ABC  et  un  point  Odaasrintârieurde 
ce  triangle.  LepointO  étant  considéré  comme  une  bille  infi- 
niment petite ,  et  le  périmètre  du  triant ,  comme  une  ligne 
matérielle  parfaitement  élastique  ;  on  propose  de  déterminer 
fUrlecAtéACdutriBngle,unp(rintF  tel  que  la  bille  dirigée 
de  0  vers  F,  revienne  à  ce  même  point  F,  après  s'èlre  réilédiie 
■uccenivement  sur  les  deux  autres  cAtés  AB,  BC,  du  U 
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(.  Qaal  Mt  k  phu  gnnd  angla  lyie  l'on  pidan  iucrifB  dans 
aa  nglMat  dOBoA  d'oM  ooiifte  du  lecond  degré  ? 

i.  Oiitl  ert  te  idus  coort  chemin  d'un  point  k  nn  antre , 
en  punnt  par  deux  droites  situées  dans  l'espace  ? 

6.  On  donne  dnq  points  d'une  oouriM  du  second  degré,  et 
une  drotte  située  tar  le  plan  des  cinq  points  donnés  :  déter- 
miner  les  points  de  rencontre  de  la  coufiw  et  de  la  droite. 

7.  Cautndre  les  axes  d'une  hjperlwle  équilalère  dont  on 
donne  quatre  points. 

8.  Décrire  une  liyperbsle  équilalère  tangente  ii  quatre 
dnrilee  données. 


Pahot  (F.)-  ÂM.  leprémdmt  de  l'académie  rayufe  det 
iama$.  b>4*  de  8  pages.  • 

Danscetlc  lettre,c<Misacréeàune  polémlqueavecM.Combes, 
an  H^t  d'ezpéffencfls'd'bjdrauHqae ,  l'autenr  at^ue  de  ïsas. 
l'exprearien  ordiBalreneot  eniplo}ée  pour  mesurer  la  force 
catirittage  dims  le  eerde.  Il  nie  que  dans  le  mouyemeot  our- 
*fl|iWt  en  puisse ,  pour  masurer  la  force  aecâératrice ,  la  re- 
garder wmme  constante  pendant  deox  Instants  consécutifs 
^ux.  Les  raisonnements  de  l'auteur  tendent ,  au  contraire , 
lijDstifler  cette hipothèsfl  et  cette  expression. 

Passot  (F.)  Ripomm  d  une  ohjectioa  lur  Vexaeiihtde  de  la 
dimonitraiionde  cethéofénui  Dans  l'analyse  des  trajectoires 
célestes,  le  temps  ne  peut  être  pris  pour  la  variable  Indépen- 
dante. 1  page  iD-4*. 

L'auteur  nie  encore  qu'on  puisse  comparer   -^  a  di  : 
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non  pas,  de  ee  qalls  leraientQ'ao  ordre  infloitésiinal  aidè- 
rent, mitts  parce  qné  l'un  repréiente  uo  nombre  enkier  et 
l'autre  me  lïactioD.  Cette  réponse  ii'ex^  pas  de  réplique. 
[roirN'l,  annales, p.  60. 

Bre390K(C.].  lysité  élimattaire  de  micamque  appliquée 
aux  làetuei  pl^ti^u»  et  mta;  arU.  — Mieafùque  tta  lolida. 
In-&*  avec  un  attas  de  18  pi.  Bacbelier.  Prix  :  35  fr. 

Cadcht  (A.).  Exeràees  d'çnaly$e  et  deph^tique  mafhéout- 
tique.  Tome  deaxième ,  18bl. 

17*  livraison  (p.  U5  à  176).  Contient  :  1*  Note  sur  les  di- 
verses suites  que  l'on  peut  former  avec  des  termes  donnés 
(li5à  150);  2°  Mémoire  sur  les  fonctions  alternées  et  sur  les 
sommes  alternées  (  151  b  159  )  ;  3^  Mémoire  sur  les  sommes 
alternées  connocB  sons  le  nom  de  résultantes  (160  i  176j.  On 
rendra  compte  de  cette  livraison  en  même  temps  que  d'an 
mémoire  de  M.  Jacobi  sur  le  même  sujet. 

Lamé  (Fleory)  La  Céométrie  enteignée  oyx  Enfmti. 
3"  édit.,  in-18  de  3  feuilles  et  demie.  16^2. 

Lekot  (C.-F.-A).  Trailé  de  la  Géométrie  descriptive, 
suivi  de  la  méthode  des  plans  cotés  et  de  la  théorie  des  engre- 
nages cylindriques  et  coniques ,  arec  une  collection  d'épurés, 
composée  de  69  fi.  ln-4°.  Pris  :  30  fr.  Bacbelier  et  Carilian- 
Gœnry. 

ElémenU  de  Géométrie,  par  Eugène  LiONNBT,  agrégé  de 
l'Université ,  professeur  de  mathématiques  au  collège  royal 
de  Louis-le-Graod. 

Les  trois  premières  livraisons ,  comprenant  la  géométrie 
plane,  sont  eo  vente  chez  Dezobry,  libiaire,  rue  des  Maçons- 
Sorbonne ,  n°  1,  Paris. 
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NOTICE  SUR  L'ÉUMINATIOH; 

Fsnnilsi  de  CRâHER. 


1.  L'année  17M  est  remarquable  par  la  mort  du  géomètre 
hoRan&is  Buddes ,  auteur  du  théorème  sur  la  dérivée ,  dont 
on  se  sert  encore  anjourdliui  pour  découïrir  les  racines 
égales, et  par  la  naissance  de  Cramer  [Gabriel),  Genevois, 
>qni  a  publié,  en  1750,  deux  ans  arant  sa  mort,  l'ouvrage  le 
plus  complet  que  nous  possédions  sur  l'analyse  des  lignes 
couites  algébriques ,  et  d'où  sont  tirés  tous  les  exemples  qu'on 
tronTe  dans  les  ouvrages  élémentaires  [*}.  L'ouvrage  est  ter- 
miné par  trois  appendices  :  le  premier  seul  doit  nous  occuper 
Ici  ;  car  il  est  le  point  de  départ  de  tout  ce  qu'on  a  fait  sur 
l^éUminatioa.  €ramer  est  le  premier  qui  ait  indiqué  les 
moyens  de  résoudre  généralement  un  système  d'équations  du 
premier  degré,  à  l'aide  de  formules  qui  portent  le  nom  de 
llnvenlenr.  II  est  parvenu  à  cette  importante  découverte, 
uniquement  au  moyen  d'une  notation  fort  ingénieuse,  et  la 
première  de  ce  genre.  Les  inconnues  sont  représentées  par  des 
lettres  ttaliques,  et  levrs  coefflcianls  par  les  méBWB  lettres 
capitales.  L'inconnue  x  par  exemple,  a  X  pour  coefBcient 
dans  la  première  équation  ;  X  dans  la  seconde  équation,  etc., 
Mainsides  autrasinconnues.  Ainsi,  la  lettre  indique  l'inconnue 

nLâmêaw  utM»  HM,  on  pablit  rOptiqae  4g  Nawtoa ,  Hirto  da  praoïlM 
Bm«I  lar  II  cliuiacilion  des  coarbm ,  tout  te  litre  d«  r  BHttmêraUo  Kmtnm 
«rMortf«t«,'Melwr-d'«DTTe  eu  «ommenU  si  iDpKflt  dui  IciomeUde; 
hUrBémHoinanalfi»iitltmUomm,na;  wi  dcui  ourrtgM  >t  caliii  de  (ï«- 
■M  Mt  fMidt  I>  it«oiiitlrie  de  Dnetriei. 

ÂM.  ■■  HlTBtM.  I.  9 
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àlaqaelloelle  aM>artient,  et  le  chiffre  qui  la  Humonte  fkit  taa- 
naître  le  quantième  de  réqoation.  0*aiN«r  donnée  ce  ehilfre, 
qui  D'ert  qo'on  Indice,  le  nom  impropre  A'ixpo$aiU.  U  n 
pré§entelee  quantités  toatea  connaes  par  A ,  A,  A,  etc. 

3.  Prenons  trois  équations  h  trois  inconnues,  dobs  n'auroni 
que  les  sept  letb«s  x,y,s,  X ,  Y,  Z ,  A ,  sunnontéei  des  in- 
dices 1,  S,  3.  Résolvant  ces  équations,  l'intuition  sniBtponr 
découTiir:  rquelesinconBaesootchaeniiele  même  dénomi- 
nateur; 9r  que  ee  dénomliiatear  ne  contient  pu  la  lettre  A.  ; 
S*  que  chaque  terme  de  ce  dénominateor,  abstraction  Ikite  du 
signe ,  est  le  produit  XYZ ,  les  faeteun  étant  surmontés  d'in- 
dices qu'<w  obtient  en  Ikisant  tons  les  amngements  possibles 
entre  les  nombres  1,3,3;  qu'il  y  a  par  conséquent  autant  de 
termes  que  de  ces  arranKementsii'quelflsnumérateuis  se  dé- 
duisent du  dénominateur,  en  cbanseantsuccei^Tement  lesX, 
Y,  Z,  en  Afpour  les  râleurs  de;r,^,  s.La  seuledlfflculléest  de 
déterminer  les  signes  des  termes.  C'est  là  le  point  capital  delà 
question.  V<dcl  la  rè^e  qu'cm  doit  h  Cnuner.  Lorsque  dans 
un  arrangement,  allant  de  gauche  i  droite,  un  exposant  est 
suivi  médiatement  ou  immédiatement  d'un  expiuant  {dus  pe- 
tit que  inl,  cette  succession  constitue  un  dérangement.  Si  le 
nombre  des  dérangements  est  pair,  le  terme  aura  le  signe  +, 
et  s'il  est  impair,  le  signe — .  Exemple  :  l'arrangement  123  n'a 


«aoendfaiDgeBtnt;  ainsi,  XYZ  aie  signe  plus;  car  zéro 
est  on  nombre  pair  ;  331  a  trois  dérangements;  savoir  :  deux 
pour  le  nombre  3  et  un  pour  le  nombre  3,  ainsi  le  terme 
1 1  ■ 
XYZ  a  le  signe  moins;  331  n'a  qu'un  déraogenmt  ;  atosl 

1  s  I 

XYZ  a  le  rigne  «trios. 

3.  Cramer  ne  prend  des  exemples  que  pour  deux  et  trois 
inconnues,  et  pas  au  delà;  mais  il  affirme,  sansaneone  dé- 
moostratton ,  que  sa  règle  est  générale,  et  s'étend  à  un  no»- 
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bn  quiconque  dlncoopnes.  Ainsi ,  son  assertioo ,  qiMrique 
vraie ,  n'est  fondée  qoe  sur  une  simple  lodncUoD.  Il  olndiqae 
pas  méine  de  proéédé  pour  fonner  les  arrangements,  de  telle 
lorte  qo'OD  mAt  bien  tûr  de  ne  pas  répéter  le  mânie  arrange- 
ment plusieurs  fois  ;  ce  qui  pent  arriver  qoand  le  nombre  des 
arrai^eiDents  estconsidérqttle.  Comme  ce  procédé  iwse  tronve 
décrit,  que  Je  sache,  qne  dans  un  (eol  onrrage  élémen- 
taire français  peu  répandu ,  il  ne  me  paraît  pas  Inafile  d'en 
dira  id  quelques  mots  O- 

4.  Pour  fixer  les  Idées ,  sopposons  qu'on  veuille  foire  tous 
ksamngennntBpDMiblesaYeeleacli>qnombreBl,  3,  3,  4,6; 
•TBnt  on  terme,  on  rwt  Bav<^r  qael  est  le  twme  snivanti 
Qu'on  ait,  par  exemple,  le  terme  51b23,  i  commencer  par  le 
premier  diilfre  à  droite ,  on  se  dirige  de  droite  k  gauche  jus- 
qu'à oe  qu'im  renctwbv  an  dérvHgemeat  ;  eela  a  Heu  au  nom- 
bre 3j  on  laisse  les  diiltres  à  gaaebe  de  3,  sans  rien  y  changer; 
00  remplaça  8  par  le  nombre  immédiatement  plus  élevé  dis-  . 
pooAde ,  et  on  écrit  k  droite  les  cbilTIres  restants  dans  l'ordre 
ascendant.  Atoii,  le  terme  suivantestSl^SS.  Opérant  de  même 
•or  ce  tente ,  il  but  aller  Jusqu'à  1  pour  rencontrer  un 
déraofeaieat.  On  oe  touche  pas  au  6  {  on  remplace  1  par  le 
cbUfre  ImnédiateiDent  plus  élevé  disponible  ou  par  2,  et 
OR  écrit  ea  ordre  les  trois  cbiS^  restants;  on  c^tient  ainrf 
tSlSh.  On  tronve  de  même  pour  le  terme  qui  suit  celui-ci , 
SÊlhSi  taMUB  UBU,  638^1 ,  etc.,  et  on  parvient  finalement 

à  SWStl ,  qid  ne  préaente  aucun  dérangement  de  droite  à 
gancbe  et  c'est  le  dernier  terme,  conune  12345  estle  pranier. 

5.  Btxùut  (Étimiu)  (**},  examinateur  pour  l'artillerie  et 
la  marine ,  aoteor  de  deux  cours  où  brillent  une  logique 
opportune  et  des  qualités  de  style  qui  n'ont  Jamoto  été  éga- 
lées, Beiout  a  consacré  toute  sa  vie  à  la  théorie  deeéqua- 
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tioDS,  et  principalement  k  rËUmioiition  dont  il  doit  être  re- 
gardé comme  le  principal  promolwr. 

Le  mémoire  par  lequel  il  a  débuté  est  de  1764  [*).  Là,  fl 
donne  aux  é(iuations  de  Cramer  une  forme  qu'elles  ont  eon- 
servée  depuis  dans  tou3  les  traités  ^mentàires.  Les  lettres 
succQssifes  de  l'alphabet,  a,b,  c,  etc., diversement  accentuées, 
représentent  les  coefficients  des  inconnues  -,  elles  n'ont  point 
d'accent  dans  la  première  équation  ;  un  seul ,  dans  la  se- 
conde ;  deux  dans  la  troisième ,  et  ainsi  de  suite.  Ce  change- 
ment de  notation  n'est  pas  heureux  ;  mais  k  la  formation  im- 
médiate du  dénominateur  général,  il  substitue  la  méOiode 
récurrente.  H  part  du  dénominateur  relatif  à  une  Inconnue 
pour  former  celui  qui  appartient  à  deux  ;  de  celui-ci ,  il  dé- 
doit celui  b  trois ,  et  ainsi  de  suite.  Cette  \<A  de  formation  a 
permis,  comme  nous  verrons,  de  démontrer  la  règle  des  si- 
gnes que  Cramer  avait  donnée  par  induction.-Comme  ce  pro- 
cédé est  décrit  dans  tous  les  ouvrages  à  l'usage  des  classe* , 
nous  ne  nous  7  arrêterons  pas;  mais  nous  croyons  très-utile 
d'indiquer  Un  autre  procédé  que  Bezout  indique  dans  sa 
théorie  générale  des  Equations  algébriques,  ouvrage  impor- 
tant peu  consulté ,  et  qui  renferme  beaucoup  de  tbéor^nes 
qu'on  donne  souvent  comme  nouveaux ,  quoiqu'ils  datent  de 
1779.  Noos  rapportons  les  propres  parolesde  l'auteur  (p.  179). 

6.  a  Règle  générale  pour  calculer,  toutes  à  la  fois  ou  sépaTé> 
ment,  les  valeurs  des  inconnues  dans  les  équaUtms  du  pre- 
mier degré  soit  littérales,  soit  numériques — .  Sment  u,  x, 
y,  z,  etc.,  des  inconnues,  Aoat  le Mmbre soit  n,  ainsiqm 
celui  des  équations. 

n  Suppose!  tacitement  que  le  terme  tout  connu  de  chaque 
équation  soit  affecté  aussi  d'une  inconnue  que  Je  r^ré- 
sentfl  par  t. 

O  Wtm,  de  l'AMd.  def  Sciencei,  IJOI ,  »•  parii« ,  p.  »(1, 
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•a  Formel  le  produit  uxj-zt  do  toutes  ceg  inconnues  écrites 
dans  tel  ordre  que  vous  voudrei  d'abord  ;  mais  cet  ordre  une 
fois  admts,  conservez-le  Jusqu'à  la  fin  de  l'optortion. 

»  Échanget  successivement  chaque  inconnue  contre  son 
coefficient  dans  la  première  équation ,  en  observant  de  changer 
le  signe  à  chaque  échange  pair  [ici  pour  x,  z,  etc.)>  Ce  ré- 
soltat  sers,  ce  ^«j'appelle,  une  première  ligne.  Échangez, 
dans  cette  première  ligne,  chaque  inconnue  oontre  son  coeffi- 
cient dans  la  seconde  équation ,  en  observaift  comme  ci-deraot, 
de  clunger  le  signe  à  chaque  échange  pair,  et  .vous  aurez  une 
teeomie  ligne.  Ëchaogez.dans  cette  seconde  ligne,  chaque  in- 
«ooDue  contre  son  coefficient  dans  la  troisième  équation ,  en 
obeervant  de  changer  le  signe  à  chaque  échangé  pair,  et  vous 
aurez  une  troiiHme  Jign«. 

n  Continuez  de  la  même  manière  ioaqu'à  la  dernière  équa- 
tioD  iDcIusivement ,  et  la  dernière  ligne  que  vous  obtiendrez 
TOUS  donnera  les  valeurs  inconnues  de  la  manière  suivante  : 

»  Chaque  inconnue  aura  pour  valeur  une  fraction  dont  le 
numérateur  sera  le  coefficient  de  cette  même  inconnue  dans 
la  demièrfl  ou  n****  ligop,  et  qui  aura  constamment  pour 
déncuminateur  le  coefficient  que  nnconupe  introduite  t  so 
trontera  afoîr  dans  cette  mâme  n"™  ligne. 

■n  Exen^es  :  soient  les  trois  équations  : 

A^ax-['by+cz'\-d=^0,    A'=0,    A"»0; 
du»  A'  les  coefflcleots  ont  un  aoeent,  et  dans  A",  deux 
aooents. 

»Jereinplace(f,(i',<^'  pàtdt,  dt,  <^'(,  et  je  forme  le  pro- 
duit xjrxt ,  et  les  lettpes x,y,%,  t,  devront  toujours  se  suc- 
céder dans  cet  ordre.  Je  change  sucœssJveDHSit  .x  en  a,  j*  en 
—b,z6nc  et/en — <J,  J'ai  pour  première  Ugne  : 

<^f%t — bxU-\-cxyt — dxyz, 
dans       ayzl^    je  change  j-fn  6',  scn — d,  I  en  (f , 
dans  —bxU,    je  change  .r  eu  a',  seii — d,  tend,  etc. 
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j'<Atieiu  S*  ligoe 

%t  {ab'—db)—yt{ac'  ~àc)-\'y%(aa  --a'it)-\-xt{b(!—Vc) 

—xz(b<£—b'd)-\-xy{cd'—tfd), 

3'ILgne      [{fl'A—a'fr)c"—(«r'—fl'c)6"+(!'c'— (/<:)«"]( 

— [(ai*— 0-6)^'— (aJ— o'J)6"+(frrf'— i'rf)a"lB 

+  [(«'— a'c}^'— (arf — a'<Oc"-f  («rf— c'rf)  a"]  j- 

_  [  (W — ^c)  rf"— (é<f  — é'rf)  c"+(crf— e'rf)  i"l  jr. 

ou 

T,+Z.+ï^+JLr. 
d'où  l'oD  tire 

X  T  2 

■^=^.     y=j^>     *  =  f* 

7.  On  a  trouvé  les  \xcto  inoonBoes  i  la  fbfs.  Si  on  ne  TCtt 

qa'une  seule  doii  Inconniies,  x  par  exonple ,  on  ome^  diiBB  le 

calcal  des  Hgnet  les  termes  daoi  lesquels  os  TOft  qne  ni  x, 

ni  t  ne  doivent  se  trouver. 

Ce  procédé  est  sortoat  ntUe  et  abr^e  le  caleul ,  lorsqu'on 
l'appUque  avx  éqoattons  où  tontes  les  iDOonnnei  n'entrent 
point,  ou  bien  aux  éqttations  num^lqaes. 
Exemple  : 

2«+3jr—  8  =  0  1 
3u-f  ^—  9  =  0  ' 
♦x-f-3z— 20="0  I 
^y+  z— 10  =  0  / 
produit  uxytt , 

1"  ligne  2xyu  —  ii^st  —  ^xy% , 

2"  ligne    • 

— tei/+  iSxyz — ^M+  6uai —  Higrt —  S4^z  —  16iu:x, 
ou,  9>  ligne  réduite 

—*jraf—6:Ç^s— {(7  zf +«!«(— ««yz—ltaxa, 
3*  Ugne  réduite 

—itzt-^t9xt-^9ltxi-\-t5^yz~-i6jny+9nyt—t8ttt—itia 
— ainr— Wuj:. 
V  ligne  38i+t52»+iify-\-16x-i'9Su, 

d'où 

76_  _11*_»        _**2_A         — H— 1 


à  t  inconnues , 


38  '  38  ' 
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8.  Lorsqu'une  des  ligna  devient  nïtUe ,  o'est  une  preure 
que  k'équatku  qoe  l'on  enfdote  aetoeUeratnt  &t  comprise 
duM  qnelqaw-nnn  d^i  employées,  At  le  nombre  réel  des 
é([Mtkm  CBt  HKrtudre  qtie  celui  des  iDconanes.  91  l'incOHone 
introduite  dlqwntt  du»  une  des  ligiwfl,  c'est  no  indice  que 
réquatioD  sctodlenient  employée  est  locompatlUe  avec  les 
préeédenteBi  autrement  qu'une  ou  pltuleun  râleurs  des  in- 
ssont  infinies.  (LaimteauprochamMuméro.) 


THÉORIE  D£S  FOYERS, 
VAS  M.  aoavBT, 


Nous  croyons  utile  de  donner  quelques  détails  sur  In  théorie   , 
déjk  eçnmw  des  foyers. 

On  nomme  foyer  (*}  d'une  courbe  un  point  pris  sur  le  plan 
decette  couriw,  et  tel  qae  sa  distance  àun  point  quelconque 
de  la  courbe  est  une  fonction  rationnelle,  7nx-\'nx-^p,  du 
iwemler  degré  des  coordonnées  j:,  ^  de  ce  point  de  la  courbe. 

Siron  désigne  par  a  et  ^  les  coordonnées  du  foyer,  Va- 
piesBloo  de  la  distance ,  i^,  de  ce  point  à  un  point  quelconque 
de  lA  courbe ,  dont  les  coordonnées  sont  x,y,  sera  (  en  suppo- 
sant ki  aXQi  rectaogukfaw)  : 


d'où 
QoeDes  que sttent lea valears déterminées  pour  a ,  S,  m. 


(')  Celle  cueu  dtfnilhn  bbI  dM  1  U.  Bict,  prafeucur  i  la  («oulté  de  6k- 
noUa  (Mv- Aiuitte*  «e CergoBiM ,  Mme  s,  p.  IIT.&H«e  iin-U).     Tm. 
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n ,  p,  cette  dernière  relatiOD  a  lieu  e&tre  xety  pour  un  point 
quelconque  de  la  court» ,  lonqu'on  remplace  les  inconnuci 
a ,  |9,  m ,  R ,  /> .  par  lés  râleurs  numériques  dMenDïnées  ;  par 
conséquent ,  le  premier  membre  de  l'équation  (a)  est  égal  an 
premier  memlire  de  l'équation 

Aj'*  +  arr4-Cj:"+IV+E:c-i-F=0,       {b) 
de  la  courbe ,  multiplié  par  un  facteur  numérique.  Déagnant 
par  1  ce  facteur  numérique ,  le  premier  membre  de  l'éqva- 
tion(fi}  et  le  produit  )Aj-'-fiB^^+lC:c'-f  )D^+lEr  +  îF, 
doivent  lUre  identiques  ;  on  aura  donc  les  équations  : 


iA  =  I  — m" 

«) 

iC-<  — »■ 

S) 

iB_  -a™. 

(3) 

iD-  -a(p+™p) 

(4) 

1E=   —2(,  +  np) 

(6) 

»P  =  ."+f_y. 

(6) 

Kn  attribuant  à  chacune  des  quantités  m,n,p,  une  valeur 
déterminée,  l'équation  ny-+nx-f-^«=0  représente  une  drcrfte. 
La  distance ,  s,  d'un  point  de  la  courbe  à  cette  droite,  et  la. 
distance,  d,  du  m^me  point  de  la  courbe  au  foyer,  sootdans 
un  rapport  consUnt.  En  efCet,  la  distance  3  d'un  point  a/,  y, 
de  la  courbe  h  cette  droite ,  est  exprimée  par  -■^J^T^. 
la  distance  d  du  même  point  de  la  courbe  au  foyer,  est 
my-j-nx'+p.  On  a  donc  -  =  ^mT+l^.  On  donne  A  la 
droite  my+na:-\-p=0  le  nom  de  directrice. 

Si  l'on  élève  au  carré  les  deux  membres  de  (3),  et  qu'wi 
en  retranche  le  quadruple  du  produit  des  deux  membres  de(l) 
et  (3] ,  on  aura  : 

i'(B'— *AC)  =  ♦(«'+ «'_!); 

ainsi,  suivantquc  B'— 4AC sera  > 0,  <0,  =0;  m'-^-n'  sera 
>1,  <1.=1. 
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Poor  âétemiiDer  les  quantités  a,  §,  m,  n,  p,  l'équatioa 
(6)  étSDt  dODDée,  on  disUfigoera  le  cas  où  cette  équatloD  re~ 
présente  m»  elUpae-otvuoebnwbole,  de  ednioù  eUerepr^ 
aeote  une  parabole. 

Si  réqoatioD  (b)  représente  tue  ellipse  on  nue  hypwbole, 
on  poorra  supposer  la  courbe  rapportée  à  son  centre  ;  car, 
ayant  déterminé ,  dans  cette  dernière  hypothèse ,  les  valeurs 
de  Cl  et  de  p,  11  suffira  d'angroenter  ou  de  diminuer  respeeti- 
vement  ces  Taleors  des  coordonnées  du  centre ,  pour  obtenir 
ces  mêmes  valeurs  dans  la  première  hypotbèse. 

Lee  équations  {c)  deviennent,  en  supposant  l'origine  placée 
au  cMttle  de  la  cooii»  : 


»A=1— !»■ 

(1) 

IC  =i-»' 

S) 

lBs=     — Sffin 

(3) 

0-P+"!P 

m 

l)=.+»(. 

(5) 

lF=a-+f-,' 

(61 

.  Les  équations  {h)  et  (5)  donnent  la  relation 
9iiMitaant  pour  «'-j-^'  cette  valeur  dans  (6) ,  il  vient  : 

ir=(™-+.--i„-  d>.ù  '""-*""'  =  p. 

1^  est  essentidement  positif;  le  signe  de  i  sera  donc  dé- 
terminé par  le  signe  de  F  ;  et  le  signe  de  >  étant  ainsi  détei^ 
miné,  l'équation  (S)  fora  savoir  si  m  et  n  doivent  être  de 
même  signe  on  de  signes  contraires.  Les  équations  [h]  et  (5) 
étant  mises  BODS  la  forme fta-j    mp,  a=c~np,  on  w  déduit. 

;  =  — .  D'antre  part,  si  l'on  retranche  (1)  de  (2),  ce  qui 

donne 

1(C-A)=  «•-«', 
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et  qu'on  divise  menbre  à  membre  cette  dernÉère  équtUoD  par 

(3) ,  00  aura 

m       n       2(A— C) 


DMgnaot  -  par  c,  cette  équation  prend  la  fomte 

dont  les  ndues  sont  de  Rlgoes  contrairee.  Or.  le  sigoe  de  — 
est  détermioé  par  la  relation  (3)  ;  par  coDséqaent  -  ou  ^  n'a 
qu'une  seule  Talear,  ce  qui  proure  que  les  df  rectrtcet  sont  pa- 
rallèles. 

1  ne  peqt  aToIr  non  phu  qu'une  seule  valeur  ;  en  e(fet ,  de 
IC— l~n*,  on  déduit  q'j^l— IC  ;  dlTlsaot  membre  k  mendire 
L'^uatlon  (S)  par  cette  dernière  relation ,  on  obtient 

IB  2«       „  .,   .        ,  2f 

=  —  =  2f      dou      >  = 


\ 


«3— 1        «~'  2C*'  — B 

Connaissant  la  valeur  de  l;  on  obtiendra  la  valeur  de />' par 
l'équation  ^tB  -^ACy.'  _  j.  q^  déterminera  aosd  m*  et  b' 
par  les  équràoni  (1)  et  (S)  ;  et  enfin  les  ëquattoos  -  =—  et 
W=^-i-^^—p'  serviront  k  trouver  les  vaknus  de  b  et  |S.  Or, 
la  première  de  ces  équations  est  celle  d'une  droite,  pamst  par 
le  centre  et  perpoklleulalie  80s  dlreetrteea;  la  SMonde  est 
celle  d'un  cerde,  concentrfqaeàlacourl>e.ODT(rit  donc  qu'il 
Y  a ,  dans  l'ellipse  et  l'hypertwle ,  deui  foyers  qui  se  trouvent 
à Hotersectlon  d'une  droite  et  d'nacercle.  L'éqoation  des  dl- 

reetricee  n^-\-ajc-^p^O  aa  j^= j>— ^  montre  qu'il 

y  a  deux  ^bectricei.  paraUta  et  égalenent  éloignéas  du 

eoitre;  esr  -  et  per  suite n'a  qu'une  seule  valeur;  et/i 

a  deux  valeurs  égales  et  de  signes  «mtrairee. 


b,  Google 


_1J6_ 

fteauargtie,  Oo  peat  délermtMr  le  QftèoM  d'axci  auqpul  I» 
eovbe  doit  être  rapportée  pour  qne  la  dMtooe  d'tm  pirint  de 
la  eonriM  an  foyer  soit  âne  fonction  raU(»inene  de  l'abaciSBe 
jenlemeot  oa  de  rordonnée  sealemrait.  En  elM,  il  Ikodra 
que  l'expression  de  cette  distance  se  réduise  :  soit  k  n^H^p, 
soit  i  )itr+i>,  e'est-ih-dire  que  m  OQ  M  soit  noHe  ;  ce  qnl  mon- 
treqQlI  fhiidr8,dansle  premier  cas,  changer  le  système  d'axes 
«I  nn  antre,  dont  l'att  des  abicdiies  soit  perpendicnlalre  aux 
directrices  ;  et  dans  le  second,  changer  le  système  d'axes  en 
an  autre  dont  l'axe  da  «iknntes  soit  perpendloilalre  «ix 
dreatricea.  AioBi  >  pour  bin  dlmprattre  une  Tarlabla  de  l'ex- 
pieMloo  jiv'f  ur-f-/),  11  bat  st^poser  l'axe  ooftenwiadant 
pnpendkQlalre  aux  directrices. 

Parait^.  Reprenons  le  ByKtèiDe(<0  (tu««19S)-  OnoonmeD- 
eerapar  détemlDerl,  eBaJontaDtlesèqa«ttaot(t}st  A;ee 
i 

de  nut  et  ce  produit  lui-même,  par  l'équation  (3).  Le  signe 
4g  —  seralemAmeinie  celui  de  mn,  et  par  suite  ^'éqnation 

(«J  doBoen  la  ralenr  unique  de  — . 

Pour  déterminer  a  et  p,  on  observera  que  les  équations  [i) 
«t  (5)  peuTentse  mettre  sous  la  forme 

mp  =  —p—~,  (/> 

XE 
iV=-«— _.  ig) 

OiTiMuit membre  à  membre,  ma  : 
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Élevant  au  carré  les  deai  membres  des  équations  (/)  et  (^), 
etajoutant,  il  Tient  : 

et8ub«Utaantdaiu(6J,  on  obtient: 

.F^->Dp->E.-"'°'+'^'. 
OU  enBn 

Les  équations  [1)  et  (S)  sont  celles  de  deux  droites;  ce  qui 
montrequedans  la  parabole,  On'exlsteqa'an^ul  foyer,  placé 
à  llntersectloD  des  droites  (i)  et  {k) ,  dont  l'une  (O  est  pei^ 
pendiculalre  à  la  directrice. 

On  détomlnera  m' et  n' par  les  relatlons(l]et(2),et/i*par 
l'équation  (6) ,  après  avoir  déterminé  a  et  p.  L'éqaaUoo  (J] 
montre  que  pm  n'a  qu'une  seule  valeur  ;  or,  m'  n'a  pareille- 
ment qu'-une  seule  valeur;  par  conséquent    -  o'aqu'une seule 

valeur.  On  en  condut,  puisque  —  n'a  aussi  qu'oae  seule  va- 
leur, que  la  parabole  n'a  qu'une  seule  directrice. 

Remarque».  Pour  exprimer  que  deux  courbes  do  second 
degré  sont  égales ,  11  soflQra ,  on  prenant  les  équations  de 
ces  courbes  exprimées  en  fonction  des  coordonnées  du 
foyer, 

(r— «'+(*— »)'—('»r +»■!;+ p)'=o. 

de  supposer 


Il  résulte,  en  effet,  de  ces  deux  hypothèses  que,  dans  chacune 
de  ces  courbes,  les  rapports  des  distances  su  foyer  et  à 
la  directrice  sont  égaux,  et  de  plus,  dans  lesdeux  courbes. 
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la  dfftance  du  sominet  à  la  directrice  oorrespoodanto  km  la 
mèote;  par  suite,  les  deux  courbes  pourroot  6tre  appliquées 
l'une  sur  l'antre  et  coïncider. 

Ob  voit  du  reste',  pour  l'ellipse  ou  l'byperbole,  qu'en  nom- 
niBDt  an,  ib,  les  axes  de  l'aite  des  coarbee  ;  Sa',  3^,  tes  axes 
de  l'autre;  2c  l'excentricité  de  la  preiaière,  et  iif  l'excoitrifittA 
delaneonde,  on  a,  alors  : 


et  par  suite 

a'       a~ 

b 
enfin ,  divisant  - 

en  déduit  c  =  c' ;  et  ensuite  a=^ti. 

Pour  la  parabole,  on  rolt  immédiatement  que  les  deux 
courbes  ont  même  paramètre. 

La  distance  des  deux  directrices ,  dans  l'elUpee  et  lliyper- 


de  sorte,  qu'en  nommant  a  le  denù-axe 


l/ift'-|-«' 
focal,  etcla  demi-excentricité,  on  a  : 

par  «Hiaéqaeot,  ps=a.  Ainsi,  yt  représente  la. longueur  du 
deffil-«xe  sur  leqnd  te  troarent  les  foyers. 

On  démontrera  fioileoMDt  les  propriétés  des  rayons  lecteurs 
eus  diBeune  des  trc^  courbes  ;  celles  de  la  tangente ,  ainsi 
que  la  coaatmetlon  pour  mener  une  tangente  i  ces  courbes 
par  on  pdnt  dcnoé. 
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DÉUONSTBATION  DU  THËORËHE  1  (page  S7]. 


VAH    M.   ROVaSTIM, 

UmenUlrM  dnwll 
iD  Loriol). 


Soteot  AD,  BE ,  CF  (  /tff.  34) ,  les  bissectrices  des  hagles  da 
triangle  ABC:  d  AD=CF.  on  aara  BC:=£A. 

Les  deai  triangles  FBC,  ABD,  ont  des  bases  FC,  AD, 
égales  entre  elles,  par  bjpothèse;  l'angle  FBC  opposé  h  la 
base  FC,  daos  le  premier  triangle,  est  le  titdme  que  l'angle 
ABD  opposé  à  la  base  AD  du  second  triangle  ;  la  bissectrice 
BO  de  l'an^  FBC>  est  sosai  ta  bissectrice  de  l'angle  ABD. 
On  en  peut  conclure  que  les  triangles  FBC ,  ABD ,  sont  ^aux. 
eDtre  eus. 

Ed  effiet,  supposons  qu'on  ait  placé  la  base  GF,  sur  DA ,  de 
manière  que  le  point  C  coladde  avec  D,  et  le  point  F  avec  A  ; 
puis,  déi^lrons  sur  la  base  commune  DA ,  un  segment  AHD 
(/fir.36]capaUe  de  l'angle  ABD  (/E$. 31»),  lesdeuxtriAQgles  ABD, 
FBC,  (Jig.dlt),  seront  inscrits  dans  le  s^^ent  AHD.  Le  sommet 
B ,  do  premier,  tombera  en  un  point  B'  de  l'arc  AHD ,  et  le 
sommet  B  du  triangle  FBC  tombera  en  ob  autre  point  S'en 
l'arcAHD;  caria  corde AB* «et moindre qea  AH, pniaqu'oB a 
BF<BA.  Les  bissectrices  «Of,  V'O",  des  angles  B',  B"paiBe- 
font  par  le  milieu  H  de  l'arc  AMD,  et  de  plus  eUct  mufwont 
la  droite  ADen  des )MintoO',0",  telsqu'ootanB'O'efr'O'', 
pabqoechacnnedesdroitesB'O'.F'O",  eetégato^BOOEg.Sfc). 
Il  est  maintenant  facile  de  reconnaître  que  les  deux  droites 
MB',  MB",  doivent  faire  des  angles  égaux  avec  le  diamètre 
MIH ,  perpendiculaire  sur  te  milieu  I  de  la  corde  AD.  Car  si 
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l'angle  BWH  était ,  par  exemple ,  {dus  grand  que  B" WI ,  les 
tan  triangles  BlfH,  B"MH,  a|»nt  lliTpoténueMH  coin- 
nnme,  fl  Andratt  qn'*»  eûtHB''<iIB";  d'aiUeon,  les  deux 
triangles  reotangles  Mia,  VOfT,  donneraient  1I0'>U0"  ;  et 
decesdenx  tnégaUtis,oa  cenohiraJtB'0'<H'0",  ce  qui  est 
eootfifere  &  l'hypothèse.  L'égalité  des  an||es  Blffl,  WlAB, 
montre  que  lesaros  Hff,  HB",  sont  ^nx  entre  eaz;  on  en 
condat  l'égalité  des  ares  BD ,  ir'A ,  et  celle  des  arcs  B"D,  S'A  ; 
tl  en  résulte  que  les  cordes  BD ,  B"A,  sont  égales  entre  elles, 
et  11  en  est  de  même  de*  cordes  B^,  B'A.  Donc,  les  deux 
triantes  ABD,  AB^,  mit  lenrs  troh  côtés  égaux  chacun  h 
cbacon. 

Fntaque  les  cordes  B'A ,  VD ,  sont  ^tlBB ,  le  s6té  AB ,  du 
triangle  ABD(Ji7.3fc),  est  égal  au  cM  CB  du  triai^le  CBF.> 
C'est  ce  qu'U  fallait  démontrer. 


SOUmON  DU  PROBLÈME  8  (page  59). 

OPBUUB  L'AIRB  VCH  TBUHOU  KM  KHICnON  DBS  MtOI&NBS. 


VAR  M.  MTTLIBK, 


1.  Dérignons  par  « .  6,  7,  les  longueuiï  des  droites  AD, 
ffi,CF(/^.  36),  menéesdessofflmetsdu  triangle  ABC, aux 
nlUmx  des  cAtés  opposée.  On  sait  qse  ces  tnds  droites  se 
OOf^ent  en  un  point  G ,  tel  que 

0D  =  -,    0E  =  -,  or  =  I. 

S  S  3 

Et  déplus,  chacun  des  trdstriangtoB  SOC,  AOC,  AOfi.eat 
équivalent  au  Uers  du  triangle  ABC. 
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Cela  posé,  prolongeons  la  droite  OD,  d'une  longoear  DG 
égale  il  OD,  et  menons  les  drtrites  GC,  GB:  le  quadrilatère 
BOGG  sera  un  parallélogramme,  puisque  les  diagonales 
OG,  BC,  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales; 
les  triangles  GOC,  BOC,  seront éqalvalents entre  eux,  car 
chacun  de  ces  triangles  est  la  moitié  du  parallélogramiDe 
BOCfi.  Par  ooiuéqiieot,  on  aura  BAC=3.G0C.  D'aUlenrs, 

GC  =  BO  =  -  BE. 
S 

Si ,  maintenant,  on  désigne  par  is  la  somme  a  -H-J-7,  le 

demi-pértmètre  du  triangle  OGC,  aura  pour  valeur  —  ;  et, 

d'après  la  formule  qui  donne  l'aire  d'un  triangle  en  fonction 

^des  trois  cAtés ,  on  aura  : 


GOC=\/|  .  .|(,_.).  |(._«).  lis~y) 

Substituant  dans  l'égalité  BAC=3.G0C,  on  a,  en  nom- 
mant /  la  sorfoce  BAC  : 


on  bien  : 

3  16 

Ce  qu'il  lidiait  trouTer. 

â.  On  parrjent  au  même  résultat  par  le  calcul  suiTant  : 
Soient  a,b,c,  les  valeurs  des  côtés  BC,  AC,  AB ,  do  triangle 
ABC.  On  a,  d'après  une  proposition  connue  : 
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(1)  a'  +  t'-|=2.,', 

m  a'  +  c'-~  =  2r,       .' 

(3)  6.  +  ç-_|'  =2„*. 

Et ,  en  désignant  par  p  le  demi-périmètre  du  triangle  ABC , 
et  par  t  la  surface  du  triangle, 

t'  =p(p—a)  [p—b){p—c), 
ou  Uea 

'■  ïe"  ■ 

Pour  obtenir  t  en  fonction  de  «,  6,  y,  11  suiBt  d'éUminer* 
a,  fr,«, entre  le» équations (i),  (2),  (3),(iJ. 

En  additionnant  les  équations  (1) ,  {2> .  (3) ,  on  obtient  im- 
nédiatenient  :  ■ . 

Ed  mnltipliaDt  deux  i  deux  les  équatioDs  (1),  [3],  (3), 
•dditioaoaDt  les  équations  réanltantcs ,  on  troure ,  loales  ré- 
ductions &Hes, 

Multipliez  par  h  les  deux  memlHvs  de  Téquation  {6} ,  élerez 
an  carre  les  deux  membres  de  l'équation  (^,  puis  retran  . 
ehet  runcde  l'autre  les  deux  équations  ainsi  obtenues,  il 
Tiendra: 

-M— c'} 

=  4[2«e'-|-2«Y+2ev— «*— e«— y»]. 

Cette  dernière  équation  donne  la  valeur  de 


b,  Google 


—  lia  — 

eo  fonction  de  b,  e,  y;  substituant  dans  l'équation  (4), 
on  a: 

et ,  par  salle': 


t  =  i\/a«'8'+a»v+a6*/-«»-6'-7*- 


DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  3  (page  57). 

■  Sld'4inpoli][Ad'une  elllpM,oiiibalSKd(3perpendleutalres  AH,  AN, 
»  fur  les  dlamètra  coDjnguéi  ^ui,  1*  diagonale  du  pantlélognHiiM 
■  cMiitniU  sur  AM ,  AN ,  eit  aoniitle  ï  rdllpse  «u  peint  A.  » 

VAa  M.  HUBT, 

EMra  du  i»ll«ta  LonU-le-Grtnd  (insainUmi  Huer). 


S(deiit  X',  y,  lea  coordonnées  AG,  AH,  {/ig .  W),  d'un  point 
<|uelcODqae  A ,  pHs  sur  le  plan  d'une  ellipse  y*-\-3^=a', 
rapportée  à  ses  diamètres  conjugués  égaux  dont  l'angle  YOX 
est  e  ;  et  AM ,  AN ,  les  perpendiculaires  abaissées  du  point  A , 
sur  les  axes  OX,  OY,  on  aura  : 


OM=OH-MH=«'4ycos»,  ON=OG— NG=y+;c'cw9. 
poiat  P,  milieu  de  MN,  senHit 
-,*  et  par  suite  l'éfiuatlon  de  la  droite 


Les  coordonnées  du  poiat  P,   milieu  de  MN,  sennt 


.  APest^— y  =  '^_  ,^g(J^  — J^)-L'éqoatlondeUp<>- 
laire  du  point  A  ,  est ,  comme  on  sait ,  j^y  +  xxf=  «',  ou 

sur  la  polaire,  a  pour  équatton  : 
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-p+CC.J 

Oa  TOit  donc  que  cette  perpendiculaire  coïncide  avec  la 
droite  Af. 

D'où  nous  concluroDS  que  i  ^i  Sun  point  qiulconque.  A, 
Au  plan  S%meeH^te,<M  ttbcÀite  dut  perpeadimlaà^  kiA,ASi, 
Mtr  la  diam^ei  conjugués  égaux,  la  direeUoa,  AP,  de  la 
diagonale  da  parallélogramme  comtruU  tur  cet  perpendi- 
cubàrei,   est  elh-méme  perpendiculaire   à    la  polaire  du 


Dans  le  cas  particulier  où  le  point  A  est  pris  sur  l'eUipse , 
la  polaire  du  point  A  est  la  tangente  menée  à  l'ellipse  par  ce 
point  ;  et  alors,  on  a  le  tbéorèuie  go'H  fallait  démonirer. 


QUESTION  7  (page  58). 


On  donne  tea  projectiom  itune  droHe  AB,  et  eellei  de  deux 
poinii  C,  D,  non  tituég  dant  un  mimeplan,  avec  la  droite: 
em^ruire  les  projections  ifun  point  situé  sur  la  droite  AB ,  et 
tel^  la  somme  de  lei  distance»  aux  deux  points  donnésG,ïi, 


Si  de  deux  points  quelconques  A ,  B,  de  la  droite  AB,  pris 
comme  centres .  je  décris  des  circonférences  dont  les  plans 
soient  perpendiculaires  à  AB ,  et  si  alora  Je  cberche  entre  les 
points  A,  B,  sur  la  droite  AB,  un  point  S  tel  qu'il  soit  le  - 
sommet  da  cdite  droit ,  k  la  surface  duquel  ap'pattienneBt  les 
deux  circonlérences  :  je  dis  que  le  plus  oovrt  cbemin  d'un  ^msA 
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sltné  surtiM  des  circonférences  kun  point  situé  rar  l'antre,  en 
passant  par  la  droite  AB ,  est  celui  qui  passe  par  le  sommet  S. 

En  eiïet,  si  Je  mène  par  la  droite  ÀB,  un  plan  quelconque, 
il  déteroiiiAB  sur  la  surfoce  conique  deux  droites,  qui  seront 
chacune  le  plus  court  chemin  d'un  certain  point  de  l'une  des 
cfrconlérences ,  à  un  certain  point  de  l'autre,  et  cfaecune  de 
'  ces  droites  rencontrera  AB  en  S.  Hais  toutes  les  distanças  do 
sommet  d'un  cftne  droit  k  la  circonférence  de  sa  base,  étant 
^alps  entre  elles ,  II  s'en  snit  qu'il  n'importe  pas  que  les  deui 
points  soient  dans  un  même  plan  avec  la  droite  AB  ;  donc  le 
point 'S  est  le  point  cherché,  et  il  partage  évidemment  AB 
en  parties  proportionnelles  auct  rayons  des  cercles. 

6i  donc,  dans  le  problème  proposé,  des  points  C,  D,  nous 
abaissons  sur  AB  des  perpendiculaires,  et  si  noua  par- 
tageons la  dislance  des  pieds  de  ces  perpendiculaires ,  dans  le 
nppoft  de  leurs  longueun ,  le  point  de  division  sera  le  point 
cherché;  ce  qu'il  Tant  exécuter  par  la  géométrie  descriptive. 
*  Je  puis  prendre  pour  plan  borizMital  de  projection  le  plan 
qui  passeparladroiteAB,  et l'undes  points,  C. Soient*^,  cf. 
'  les  projectionshorizontale  et  verticale  de  D.DeCet  de  (^J'a- 
baisse des  perpendfculaires  CM,  dti ,  sur  AB.  La  droite  DN 
sera  perpendiculaire  sur  AB.  Pour  partager  la  distance  MN 
des  pieds  des  perpendiculaires  CH,  DN,  dans  le  rapport  de 
ces  perpendiculaires,  il  faut  lionnattre  la  longueur  de  DN. 
Or,  DN  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  Di/N,  dont  les 
deux  ç6tés  de  l'angle  droit  sont  la  hauteur  verticale  Dd  du 
point  D,  et  la  perpendiculaire  c^.  Si  l'on  prolonge  la  droite 
JK,  d'une  longueur  ND'  égale  à  ND,  et  que  l'oh  Joigne  le 
point  D*  au  point  C,  l'intersection  de  la  droite  DC  avec  AB, 
donnera  le  point  cherché. 

Les  constracUons  deviennent  pins  longues,  mais  ne  sont 
pas  plnsdifflciles,  en  prenant  un  plan  quelconque  pour  plan 
de  projection  horizontale. 
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QUESTION  5  (page  57). 

1.  ÉUmt  dtmnie  une  éqwUùm  algébrique,  d'un  degré  quel- 
conque â  eoefficienU  réels ,  chaque  racine  peul  être  considérée 
«Mttflie  la  tangente  tf  un  are  réel  ou  imaginaire ,  l'unité  étant 
priée  pour  rayon.  Onpropote  :  i-  de  démontrer  que  la  somme 
4e  CCI  ara  est  réelle ,-  S'  de  trouver  cette  lomme  d  faide  des 
tabiet. 

Établissons  d'abord  ce  principe  :  qa'une  quantité  quel- 
conque ,  réelle  ou-  imaginaire  peut  ôtre  considérée  comme  la 
tangente  d'un  arc  réel  ou  imaginaire.  On  a,  en  général, 


1.2.3    '   t.3.3.<(.& 

Or,  si  x=^y+z\/^',  tinijp(^+»\/Zi)  =(j.+  z)/^) 

-kà^^+ =  T+ai/=ï;  donc.  etc. 

Gela  poaé.  Mit  donc  l'équation  à  coeffldents  réels  : 
^"-f.  A,j:'^'4-A^""'../...4-A._i:r-f-A«  =  0, 

dont  les  Tadne»  sont  r,,  r„  /■„ n.  ;  si 'je  désigne  par  S, 

la  somote  ^  tangentes  dont  ces  racines  r^tésentent  les 
arcs,  par  S,  la  somme*  de  ces  même  tangentes  combinées 
sang  répétition  deux  k  deux,  J'aursi,  d'après  la  fohniile 
«Hinne  : 
tanç.ti-.-l-r. +  ?•»)= -j-_g""      '^~'.  «i  m  ««t  pair, 

on  bien  =  -^3  ^''ï  g  "■■,  si  m  est  impair; 
Or,  ona  S,=— A.,  S.=A„  S,=— A„....S.=  ±A., 
donc        tmg.(r.-\-r, +r.)=~    'J    ''"' ^, 
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quantité  réelle  ;  donc,  la  tangente  de  ta  somme  des  arcs  étt^t 
réelle ,  lu  somme  de  ces  ares  est  aussi  réelle ,  c.  g.  f.  d. 

Connaissant  ceUe  tangente  en  fonction  des  coefflcienis  de 
l'équation  donnée,  on  peut  trODveraamoreD  des  tables  l'arc 
lui-même. 

—A  +A,— ... 

Dans  quel  cas  les  deux  termes  de  la  fraction  -- — ^ — j- — 

1  — A.-j-..., 

deriennent-ib  nais?  et  comment  trooTer  alorsta  vraie  valeur 
de  la  fkacUon  1 

QUESTION  0  (page  !»). 

S.  tmerire  dans  wm  elkpte  donnée  vne  corde  Utle  qtu  It 
lomme  deaa  lotigueuret  de  la  diiUaue  de  ton  milie»  ou  txtàn 
de  VelUpte,  ahI  un  maximum,  application  au  cerclb. 

Désisaota  ce  maximum  par  s ,  la  deoii-corde  par  ^,  et  la 
dislance  de  son  oiilleb  aucentce  de  l'«Wfwe,  ftar  :r,-on  ■ 

Z=X-^^,  d'où  JMex— S^J-. 

Soit  l'éqaatfm  de  ««W«  èttipM  r^iporté*  à  deux  diamètres 
coqjugaés,  <i  et   6,    dont   l'un  est  parallèle  à  la  cordf, 
ay+6V=a'i'  (1). 
Remplaçant  dans  l'équation  (1} ,  ;r  par  sa  valeur,  on  aura  : 
a'x'-\-b'{z—^)'  =  a'i-, 
*ftV    _fr'(a'  — g'} 
*'       a'+V>'~    a'+W    ' 

**«^     ^ — .  a-+J' — 

La  plus  grande  valeur  qu'on  puisse  donner  à  s  est  donc 
V/fl'+W* ,  sans  qaoi  jr  serait  imaginaire;  ot,  dans 
»'=flH-**M'îala  quantité  constante  (i'+i'=**;s'=*'-f  36'; 
s  dépend  donc  de  b)  donc,  quand  fr  est  le  plus  grand  pos- 
sible, c'est-è-direle  grand  axe,  z  est  le  nuunmum  ;  wi  a  alots 
la  corde  obovhée  : 

Ab'  a- 

2y  =  M..       , et    j=  _  j,   ■  , —  . 
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Quand  l'ellipse  devient  on  cercle,  on  a  a=zb=r;  alors 


DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  2  (page  57). 

3.  Soit ASCy(_f(g.S6),  un  triangle  éqmlaUralitucritdans 
wi  cercle  dont  le  centre eti  D;  d'unpointOde  la  eirconfèrenee , 
on  abaitse  figr  ieseôtéi  AB,  AC,  BC,  des  perpendicnlafres 
OM,  ON ,  OP,  qui  rencontrent  ceicOtét  en  des  poinh  ti,  N,  P. 
le$p(Mt$Tâ,  N,  P,  tota  tm-unedroile  gui  pasK par  le  miliea 
i»  rayon  OD,  et  ce  mlieu  ett  le  centre  des  moyennes  dùfonc» 
éespiedi  det  troii  perpendiailairei ,  U ,  N ,  P. 

Des  points  P,  N ,  D ,  J'ebaisso  sur  AB ,  les  perpendicolairo» 
PF,  NG ,  DH.  Les  droites  ON,  OP,  faisant  avec  AB  des  angles 
de  30*,  on  aura  : 
fi)        0N  =  2(NG— OM).        (21        0P==2(0M— PF)  . 

D'ailleurs,  la  somme  algébrique  des  pcrpendlenlafres  abais- 
sé!», de  diiïérents  peints ,  sur  les  cAtés  d'un  triangle  équila- 
t^al,  étant  invariable,  on  a  : 
(3)  ON+OM— 0P=  3.DH. 

De  la  somme  des  égqlllâa  (S)  et  (3).  Je  retranche  (1^  il 

r=3.DH+40M-i.(N(H-PF),doù!»iî!JM™ 

Cette  dernière  égalité  m(mtre  que  le  centre  des  trois  points 
N ,  P,  M ,  et  le  milieu  dn  rayon  OD,  sont  i  la  même  distance 
de  AB.  On  d^ontrerait  de  même  que  ce  centre  et  le  milieu 
de  OD,  sont  li  des  distances  égales  de  AC  ;  donc ,  ees  deux 
points  coïncident. 

La  situation  en  ligne  droite  des  trois  points  M ,  N ,  P,  est 
une  propriété  connue ,  et  qui  existe  mAme  lorsque  le  triangle 
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iOBcrlt  est  queleoiiqne.  Ce  thterèine  a  ité  décoarert  pir 
Robert  Simpion. 

raOBLÈHE  11  (p^e  59]. 

4.  Ifucrire  dont  vne  ellipse  un  triangle  wfxMoifo  à  wi 
triangle  damé. 

Par  iinpoiDt,D,  pris  sur  I'dlfpse{/ijr.  39],  Je  mène  deux 
cordes  DE,  DF,  faisanteotre  elles  aa  angle  EDF  égal  h  l'angle 
BAC  du  triangle  donné  ;  puis ,  Je  Joins  le  centre  0  de  l'elUpse 
aux  mllieni  G,  H,  de  ces  cordes,  par  les  diamètres  OGX, 
OHY.  A  partir  des  points  G,  H,Je  prends  sur  les  directions 
GD  j  HD ,  des  longueurs  GI ,  Ht ,  pr<q>ortionnelIeB  aux  cAtés 
BA,CA;  parles  points  I,L,  Je  conduis  parallèlementaux  dit- 
mètres  OX,  OY,  les  droites  IM,  LM,  qui  se  coupent  au  point 
M  ;  je  Joins  le  centre  au  point  M  par  la  droite  OU  qui  coupe 
l'elUpse  an  point  A',  et  enQu  par  le  point  A'.Je  mène  lescordes 
A'B',  A'C,  parallèles  aux  cordes  D£ ,  DF.  Le  triangle  A'B'C^ 
ainsi  détermiué ,  est  semblable  au  triangle  ABC. 

Car  les  diamètree  OX,  OV,  dlrisent  en  parties  ^les  les 
cordes  A'B*,  A'C,  aux  points  R,  S;  et  de  plus,  on  t: 
A'R:A'S::GI:HL:;  AB:AC;  d'où  Aff:  A'C::  AB:AC. 
D'ailleurs  l'angle  F  A'C  est  égal  à  l'ange  EDF  ;  et  par  suite 
il  est  ^U  l'angle  BAC.  Donc  les  deçx  triangles  AVC,  ABC, 
sont  semblables,  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre 
'  cAtés  propertionneb. 


Bien  que  je  n'aime  pas  la  pdéœique,  je  crois  ne  pouvmr 
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laisser  passer  soas  sQeDce  l'article  de  M.  Perrey,  contenu  dans 
le  second  Doméro  de  votre  Journal. 

Jusqu'à  présent  tout  le  monde  avait  adopté  l'expression 
sniTante,  qni  n'est  qu'une  façon  de  parler:  a  La  parabole 
pooTant  ét[e  covidérée  comme  la  limite  de  toutes  les  ellipses 
qui  oDt  même  sommet  et  même  foyer,  a  un  centre  unique , 
tilué  k  llnflDi.  » 

M.  Perrey,  obserrant  que  la  parabole  peut  être  regardée 
■ausÀGomme  la  limite  d'Une  série  d'hyperboles,  conclut  que 
cette  courbe  a  deux  centres  situés  à  l'IaBni ,  l'un  sur  l'axe , 
l'autM  sur  le  prolongement  de  l'axe. 

pette  conclusion  est,  je  crois,  inadmissible. 

CwUidér^  une  ellipse  ABCD  Ifig.  M  ),  rapportée  à  ym 
grand  axe  AB,  et  à  la  tangente  au  sommet  A.  Soit  Fi  le  foyer 
de  cette  courbe,  situé  entre  le  centre  et  l'origiae.  Prenons  les 
points  A  et  F  pour  sommet  et  pour  foyer  d'une  parabole 
6A£. 

Si,  actuellement,  ces  points  restant  fixes,  on  suppose  que 
le  «entre  0  s'éloigne  de  plus  en  plus  de  l'origine,  on  obtiendra 
une  série  d'eUipses  telles  que  pour  une  même  valeur  de 
l'abaetase,  l'excès  de  l'ordonnée  de  la  parabtrie,  sur  l'or- 
donnée de  l'ellipse ,  pourra  devenir  mdndre  que  tonte  quan- 
tité anignalâe,  si  l'on  rend  l'ellipse  suffisamment  grande. 
C'est  là  ce  qu'on  exprime  en  disant  :  «  La  parabole  est  la  li-» 
mite  des  ellipses  qui  ont  même  sommet  et  m£me  foyer,  e  De 
mtaie,  quand  («dit:  «  La  parabole  a  on  centre  idtué  à  l'in- 
-  dBl, du eMé des X positifs,»  cett&ei;presslon,qni n'est, Je  1» 
répète,  qu'une  bçonabrégée  de  parler,  signifie  :aSi  vous  prenez 
one  ellipse  qui  diffère  extrêmement  peu  delà  parabole,  le 
centre  de  cette  elUpce  sera  excessivement  éloigné  de  l'wi- 
gine.» 

En  second  lieu,  si  l'on  construit  une  série  d'hypeitolos 
lellesqDeHAL,  ayantAponr  sommet,  F  pour  foyer,  et  dont 


b,  Google 


—  iso- 
le centre ,  ritué  vers  les  x  négatlfe,  s'éloigne  de  plas  en  plus 
de  l'origine,  ces  hyperboles  auront  pour  limite  ta  parabole 
<jAE.  Sous  ee  point  de  vue ,  on  est  conduit  à  admettre  que 
la  parabole  n  un  oentre  dtué  h  l'iaflni,  sur  le  prolongunent 
de  son  axe. 

Ainsi ,  BeloD  que  l'on  regarde  cotte  courbe  comme  limite 
d'une  sério  d'ellipses  ou  d'une  série  d'hyperboles ,  il  n'est  pas 
inexact  de  dire  qu'elle  a  un  centre  i  droite  de  l'origine,  ou  an 
centre  à  gauche.  Mais  comme  les  deux  séries  de  courbes  sont, 
complètement  étrangères  l'une  à  l'autre,  qu'elles  sont  don~ 
nées  par  deux  modes  de  constructions  dilTérenls  entre  eux, 
on  ne  doit  pas  prendre  k  la  fois  ce  qui  provient  de  l'une  et  de 
l'autre  série ,  et  conctore  que  la  parabole  a  deus^^ntres. 

Du  reste,,  si  dans  l'équation  y=p(^ — A);r-}-i(4 — %^, 
employée  par  M.  Perrcy,  on  égale  h  zéro  la  dérivée  par  rap^ 

porta  X,  on  obtient,  pour  l'abscisse'  du  centre:  ^  =  ^-' 
Posant  k=0,  il  vient  x=+<k>  ,  ou  x= — x ,  selon  que  l'on  re- 
garde léro  comme  la  limite  des  valeurs  positives  oU  des  valeurs 
négatives  attribuées  i  k.  Mais  si  l'on  prenait,  «n  mitne  temps, 
j:=i±a>,celarevi0ndrBlti  admettre  qu'une  équation  de  degré 
n  peut  avoir'n-j-l  racines.  Or,  cette  dernière  opinion ,  émise 
par  un  auteur  à  qui  sa  position  douoe  une  assez  grande  auto- 
rité dans  l'enseignement ,  n'a  point  cependant  été  adoptée. 

SI  le  mode  de  raisonnement  employé  par  M.  Perrej  étatt 
suivi,  on  arriverait  à  conduis  :  que  la  ligne  droite  a  une  in- 
finité de  centres  situés  d'un  cAtéou  de  l'autre  de  cette  ligne,-  - 
que  la  parabole  a,  non  deux  centres  seulement» mail  une 
infinité  de  centres,  situés  deux  à  deux  sur  chacun  des  dia- 
mètres ;  que  deui  eourrien  qui  parcourent  la  même  droite 
avec  des  vitesses  égales,  dans  le  même  sens,  se  rencontreront 
et  M  itmirmeontréi  i  l'infini  positif  ou  négatif;  etc. 

Pardon,  monsieur,  d'une  aussi  longue  lettre  sur  un  sujet 


bvGoog[c 


—  161  — 
aussi  simple;  mais  lès  choses  presque  évidentes,  que  l'on 
aperçoit  d'nn  coup  d'œil ,  sont ,  en  général ,  dilDciles  à  expli- 
quer; et  presque  toujours 

Ce  qa«  FoD  MAfoM  Uni  i'éDuiM  Umtutmimi. 
Agréei,etc., 

E.  Catalan. 


QUESTIONS  Ï'ROPOSÉES  AUX  EXAMENS. 


Di$  iiffirmta  maméns  dé  troiuier  les  eonditioas  de  réaiUi . 
damiêracines  de  Pé^iation  x^-\-pj.-{-q  =  0;  tei eoefficienb 
p,  q  Haut  Mfrpoté»  réeU. 

1.  Lspremtire  méthode  que  DOUsalloDsindiqDer  est  fondée 
sur  cette  remarque:  si  m,  n,  sont  deux  nombres  réels  et 

Inégaux,  la  moyenne  arithméUque  — — —  entre  m  et  m,  est 
^hit  grande  qm  la  morenne  gtioiliétriqoe  i^mn;  et  si  m,  n, 
sont  <!enx  imaginaires  conjuguées  «+8  K— • .  "-'^  K— *  t 
h  morenne  arithmétique  > ,  est  au  cootratre  moindre  qu»  la 
moyenne  géométrique  \/a'4-S*- 

Cela  admis  nous  ferons  obserrer  que  dans  la  recherche  des 
conditions  de  réalité  des  racines  de  l'équation  .z^-|-'r-^4~?~''> 
on  peut  toujours  supposer  ^  <;0;car,  l'équation  proposée 
étant  de  degré  impair,  on  peut,  en  changeant  le  signe  des 
racines,  rendre  le  dernier  terme  négatif;  et  il  est  érldent  que 
ce  cbangeBwnt  n'apporte  aucune  modiflcation  dans  les  con- 
ditions de  récité  des  racines. 

Pour  que  les  trois  racines  de  x^-\-px-i-q  =  0.  soient 
réelles,  H  &ntd'abordqne/>  soit  négatif.  Car,  si  l'on  désigne 
par  a,  A,  c,lcs  trois  racines  de  3^+px+g=^0,  on  a  r 
(1)    <i+*+c=0,     (2)  ab-^ac+be=p,     (3)    abc  =—q. 
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La  relation  (1)  donne 

«*+„+».=-(i±^),  dw,=-(2±ttf). 

Donc,  p  est  fiégatir,  lorsque  les  trois  racines  a,  b,c,  sont 
réelles. 

L'éqaatfon  x^-\-px-\-q^=Ù,  dont  le  dernier  («rme  est 
supposé  négatif,  a  une  racine  réelle  positive  a  ;  et  fi  les  deux 
autres  racines  b,  e  sont  réelles,  elles  sont  nécettairement 

o^atives;  car  les  égalités  (3)  et  (1}  donnent  bc  =  —  -, 

l>+c= — a;  la  première  montre  que  les  racines  b,  c,  ont 
1|  même  signe,  et  la  seconde  tait  voir  que  ce  signe  commun 
est  le  signe  moiru. 

Or,  la  moyenne  arithmétique  des  nombres  positib  —  b, 
— c,  étant  plus  grande  que  leur  moyenne  géométrique  ,  oo 

/b  4-  c\«  a'  q 

a:  I — ~ — I  >-frc,  ou  —>■  —  —  ,  d'après  les  relaiiouB  (1), 

(3);  ou  bien  encore  ^^■K'--^. 

De  plus,  on  conclura ,  de  ce  que  a  est  la  seule  ndne  rétiR 
positive  de  l'équaUoô,  que  si  l'on  substitue  à  jt  un  uombre 
positif  moindre  que  a ,  dans  s^-i^px  -|-  ? ,  le  résult&t  de  la 
substitution  sera  négatif,  par  conséquent  : 

(l>'=4^>+;>(P'^=4^)-)-î<0^  d'oii  — 3y<-;»|>'=4^, 
— 27y'<-|-(/»'j;  et  en  divisani  par  —g,  qui  est  un  nom- 
bre podUT, 

27j'<— 4/^,    ou    ♦/»>+27y'<0. 

Cette  condition  est  aufOsante,  car,  si  elle  est  remidk,  on  en 

conclura  que  la  racine  po^veo de réquation^4*/'-^+9=*)> 

satislait  à  la  condition  —  >■ — -  ;  et  par  suite  (  — t—  I  >*«■ 

Et  cette  dernière  inégalité  ne  pourrait  avoir  lieu  si  fr,  c, 
étaient  dos  imaginaire&xonjuguées. 
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Il  est  évident  qu'on  établira  la  condition  d'égalité  des  ra- 
cines &  et  c  en  exprimaDt  quDleurtnofenne  proportionnelle 
est  égale  à  leur  moyenne  diflérentit^lle.  Ce  qui  conduira  par 
des  raisonnemeuts  semblables  à  ceux  qu'on  vient  de  faire, 
^la  condition  4/>'-f-27y'=0. 

a.  £d  supposant  toi^Joars  que  5  reste  négatif,  l'équaUon 
*'+/»-'+î  =  0(l).  aura  une  racine  réelle  positive  ;  dési- 
gnoos-la  par  a ,  et  divisons  le  premier  membre  x>+/;r-|-^ 
par(:r— a),  le  quotient  sera  ^'-f-Ar-f^-f- a'. 

Pour  que  l'équation  (1)  ait  ses  trois  racines  réelles,  il  fautet 
il  suffltquel'équation du  second d^réj:'-|-iu+^a' =0(2), 
formée  en  égalant,  à  zéro  le  quotient  x^-^-ax-^p-i-a",  ait  ses 
racines  réelles.  On  doit  »voir 

o' — 4(;>4-a')>-0    ou    — 4p— 3<»'>0,      (3) 
relatiOD  qui  montre  que  p  doit  être  négatif.  On  en  tire 


a  <Z  V  ~  -~^.  Ot  [&  forme  de  l'équation  ftit  voir  que  des 

trois  radues  réelles,  l'une  doit  être  positive  et  les  deux  antres 
négadTes.  o  étant  la  seule  racine  podtive,  tout  nombre  plus 
grand  que  a  substitué  dans  (1]  doit  donner  un  résultat  positif, 
par  coDséqnent 


4/7'+275'<0. 

Cette  condition  estsuOlsante,  car  si  elle  est  remplie ,  on  en 
oODclura  que  la  racine  positive  a  satisfait  à  la  condiUon 
— 4/1— 3a*>0;  par  conséquent  les  racines  de  l'éqnation  (2), 
et  par  suite  celles  de  l'équation  (1)  seront  réelles. 

3.  La  forme  de  l'équation  aux  carrés  des  différences* des 
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racines  de  l'équatioa  •r*+/w  +  ?  =^  (')•  laquelle  est 
Ei-]-6pz'4-99*s-(-V+^'=<>(2)'  établit  qoe  la  condition 
néce8§alre  et  suffisante  pour  qse  les  trois  racines  de  l'équa- 
tion :c>+px+9=0  soient  régies  est  4p'+a7?'<0.  Car  H 
faut  et  il  suffit  que  l'équation  (2)  ne  présente  que  des  Taria- 
tions  de  signe  ;  or  cette  condition  sera  remplie ,  si  l'on  a 
l/i'-f  27;'<0,  puisque  cette  dernière  relaliou  ne  peut 
subsister  sans  que  p  soit  négatif;  et  99*  est  essentielkment 
positif. 

k.  Lorsqu'on  applique  k  l'équation  x'-)-/>jr-f- 9  =:0,  le 
théorènte  de  H.  Sturm,  on  obtient  la  suite  des  fonctions 
V,  =  x>+;«:+y,     V,=3j:*+/>,     V,  =  — 2/7X— 3y, 
V,=  — V— «7?"; 

pour  que  les  premiers  termes  de  cette  suitQ  complète  ne  pré- 
sentent que  des  permanences,  il  fiint  que  l'on  ait/)<;0  et 
4/?'-f~379*<;0,  or  cette  «ondition  renferme  la  première  ;  par 
conséquent  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
trois  raeines  soient  ri^lm ,  est 

V'-f-a7î*<o. 

5.  Lorsque  les  trois  racines  de  l'équation  a:i^-^-px+g=0  (1) 
sont  réelles,  la.dérivéq3^'-f-/)=0  doit  avoir  aussi  ses  racines 
réelles,  d'après  le  théorème  de  Hollej  ce  qui  montre  d'abwd 
que  p  doit  être  négatif. 

Suppo«Mis  î>0.  J'équation  [1]  aura  une  racine  réelle  né- 

gatiïe'.  L«dérivéeajantpourracines-|-V  — -et  — »  — ^, 

la  racine  4-^/— Csera  comprise  entre  les  deux  racines 

réelles  podtlfcs  de  l'éqnation  {!),  si  cette  dernière  a  trois  ra- 
cines réelles.  Par  conséquent ,  dans  ce  cas,  le  résultat  de  la 

substitution  de  +V  —  5  pour  .r  dans  (I)  doit  être  négatif. 
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-§+?<0     d'où     hp>+3nq*<0. 
Cette' condition  est  gafflsBnte ,  car  l'équation  (1)  aura  une 
ncine  réelle  positi?e  comprise  entre  0  et  +  V  — 5 ,  et  une 

racine  réelle  positive  comprise  entre  ^V  — ^  et  -|-  « ,  et 

par  conséquent  troia  rscines  réelles,  puisque  q  étant  >'0, 
eHe  a  en  ontra  une  racine  négatire. 

6.  On  peut  établir  cette  condition  par  le  théorème  de  Dc«- 
eartcs.  Supposons  j>0,  dans  l'équation  x^-\-px-\-q==0  (1). 
Comme  il  manque  un  terme  entre  x^  et  px ,  p  doit  être  né- 
galiT  ionque  l'équation  a  ses  trois  racines  réelles.  Remplaçant, 
dans  (1),  X  f«iy-\~h,  on  obtiendra  l'équation 

y+9hr-\-ih'\y+h'+pk-\.q  =0;  (3) 

■+P     \  ■  , 

bisons  disparaUre  le  terme  en  ^ ,  et  pour  cela  il  faut  faire 

AssV—'^;  la  valeur  de  &  sera  réelle,  puisque/*  est  néga- 
tif. L'équation  résultante,  en  supposant  qu'on  prenne  h  po- 
dtir,  aéra  « 

Cette  équation  doit  avoir  ses  trois  racines  réeUes ,  puisque  h 
cet  réel  ;  les  coefficients  de  ^  et  de  jr^  doivent  d(Hic  être  de 
dgnes  contraires ,  puisqu'il  manque  un  terme  entre  ces  deux 
termes.  Ainsi  on  doit  avoir 
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d'où      î<~3^— V     d'où  «nfin    4/.*+27?'<0. 

Cette  condKIoa'  est  suffisante,  car  elle  établit  que  l'équatjon  (3) 
a  une  racine  réelle  poflltlve.  L'équation  (1)  aura  dooc  aossi 
une  racine  réelle  positive,  d'après  la  relation  jr=:^-f-A; 
ayant  déjà  une  racine  réelle  Oégative,  puisqu'on  a  supposé 
f  >  0,  elle  aura  toutes  ses  racines  réelfes. 

7.  L'équation  qui  donne  sin  ?  a  en  fonction  de  sin  a  est, 
en  désignant  Bln  7  a  par  z-  etainapar^, 

x'— |R'X+jR'*  =  0,  {a] 

En  identiOant  cette  équation  à  l'équatton  x*^x+q=^{i), 

OD  trOQTB  : 

—  |r*=/»  et  \ti'b=q,  d'où  &'  =  — ^  et  6=  —  ??, 


d'oùfr'-<R' ;par  conséquent— < — -p  d'où  4/»*+8Tî*<0. 
P  3  , 

Cette  dernière  condition ,  qui  comprerid  la  condition ^'<0, 
est  mfilsante ,  puisqu'on  sait  que  les  racines  tie  l'équation  (a) 

b* 
soai  toujours  réelles  lorsque  nî  <  ^■ 

On  sait  que  pour  que  deux  racines  de  l'équatloo  [a)  soient 
V 
égales,  il  font  et  il  suffit  que  ^=1.  La  condition  nécessaire 

et  suffisante  pour  que  l'éqaaUon  (1)  ait  deux  radnes  égales 
est  donc  4p'-j-9fïî'=0- 
On  obtient  les  mêmes  résultats  par  l'équation  qui  donne 


8.  Supposons  ?>0  dans  l'équation  x^-|--^x4-9^=^  (!)■ 
On  peut  regarder  l'équation  (1)  comme  résultantde  l'élimi- 
nation der  entre  les  éq\i&\XaDSy=x^-\-px[^),  et  >■= — q  (3). 
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Lm  nidnes  de  i'équation  (1]  seront  donc  les  abscteses  des 
foiuXa  de  rencontre  de  la  courbe  (2)  et  de  ta  droite  (3).  Or,  si 
p  vA  poeitir,  la  courlw  représentée  par  l'équatioD  (2}  aura  la 
forme  indiquée  [fig.  1^1 },  et  ne  pourra  être  reacontrée  par  la 
droite  (3)  «d  plus  d'un  point,  ce  qui  œoBtre  que  tant  qoop 
■en  ^tif,  l'équatioa  (1)  ne  poum  pas  avoir  plus  d'une 
rtdne  réelle. 

SappowDS  àowp<fi  et  remplaçons-le  dans  l'équation  por 
— k,  la  courbe  ,7'^:^' — kx  aura  la  forme  indiquée  (/^.  42); 
AH  et  AH'  étant  égaux  à  +\/ïet  — V/jTPoar  que  la  droite 
X^>—q,  (LX],  coupe  la  courbe  en  trois  points,  il  faudra  que  q 
ioit  moindre  que  la  valeur  absolue  du  maximum  des  ordon- 
néeade  la  branche  AH.  Pour  déterminer  ce  maximum ,  égalons 
k  zéro  la  dérivée  de  j^ — kx  qui  est  3^ — k.  On  trouve  pour  x 


V  -  et  pour  la  valeur  correspondante  do  y  .■ 

Oo  doit  avoir 

ç<|*V-,    oequldeane    q' <:^, 

d'où ,  en  mettant  —p  au  lieu  de  k , 

♦pl+279'<9. 

Cette  condilioQ  est  suIBsanle,  car  «d  en  déduit 

pDOr  établir  que  deux  racines  de  l'équation  (1)  sont 
égales,  il  faudra  exprimer  que  les  deux  points  d'intersection 
de  la  droite  y=—g  «fee  la  branctie  AH  fie  réunisamt  en  ua 
ae«l  ;  U  suât  poiur  cela  que  q  soit  égal  à  la  valeur  absoliM  du 
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fflorimwn  det  ordonato  de  la  braucbe  AH,  ce  qui  coudait 
i  établir  la  retatîoD 

q=~kV-    d'où    q'=^k\    ouenûn     4/>'+275'=0. 

S^famuner  /a  re/ofion  ^i  d<n(  ftrù(«r  «nfre  la  eoeffieimta 
de  I'^9tMUtonx*'-{-px-f  q=0,  d  eoef^denu réels,  pour  qu» 
cmtiquation  admette  le  plvx  grand  nombre  postibU  de  raeitur 
rielUi. 

Lorsque  m  est  pair,  cette  équation  ne  peut  pas  avoir  plus 
de  deux  racines  réelles,  comme  on  peut  le  reconnaître  par 
le  théorème  de  Descartes. 

Si  m  est  impair,  l'équation  aura  au  plus  trois . racines 
réelles ,  et  pour  cela  il  est  nécessaire ,  d'après  le  théorème  de 
Descartes ,  que  p  soit  négatif. 

Ed  appliquant  le  théorème  de  ^i.  Sturm.  à  l'équatioD 
■  j:'+/Mr+y  =  0,  on  obtientlasuite 

X'  ^  nKr"~'+p, 

X"=  —  {m — \)px — my, 

qui  montre  que  trois  est  le  plus  grand  nombre  de  racines 
réelles  que  puisse  av'oir  l'équation  x*-\-px-\-q=fi.  Et 
pour  cela,  il  est  nécessaire  que  m  soit  impair;  ^<C0  et 

—  —  )    —  (  — ^  )      >■  0  !  ces  deux  dernières  condi- 
mj  \m—i/ 

tiens    sont  celles  que  l'on   a   trouvées  pour  l'équation 

a^+px+q  =  <i,  car  la  condition  4_p'4-27g'<0,  peut  être 

mise  BOUS  la  fonnef — ■^1  —  (  |-i  >  0.  ■ 

1 .  Trouver  le  lim  géométrique  det  sofRnwto  dtt  kj/perbotem 
qui  ont  une  asymptote  et  un  foyer  communs. 

Pttnons  pour  axe  des  *  l'asymptote  donnée  OY  (fig.  kSf , 
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•t  pour  axe  des  j: ,  la  perpendicnMre  FO  abaissée  du  forer 
donné  F  sur  l'asymptote.  L'équation  des  hyperboles,  qui 
■anmt  pour  foyer  commun  lepoiiitF,  sera: 

«D  désignantpar  al'abscisseOF  du  foyer  F,  et  par  my+nx+p, 
U  distance  d'an  point  de  la  courbe  à  ce  foyer. 

Il  reste  i  exprimer  que  l'axe  des  j' est  une  asymptote  com- 
mune à  toutes  œs  hyperboles.  On  établira  cette  derniène 
«OTiditton  en  (bisant  x  =  0  dans  l'équation  (1) ,  et  en  exprl  - 
niant  qne  l'équaUon  résultante  en  x ,  laquelle  est  : 

il~m*)y—2mpy-\-a'—p'=:0, 
»  aes  deux  racines  infinies ,  ce  qui  conduit  aux  relations 
1 — m*=0,       3lnp=0. 

Le  coefficient  m' Atant  égal  à  1,  on  doit  aïoir  p  =  0;  et 
en  oSbt,  on  sait  que  la  directrice  passe  par  le  pied  de  la 
ferpeodlcDlalre  abaissée  du  foyer  sur  l'ésymptoto. 

L'équation  H)  qu'on  peut  écrire  sous  la  forme 

devieiidra  par  suite 

Cette  dernière  équation  qui  renferme  un  «eul  coeflkîeBt 
non  déterminé  — ,  re[wé«ente  tontes  les  hyperboles  ^  ofit 
poor  asymptote  la  droite  OV ,  et  povr  foyer  le  point  F. 

Les  coordonnées  j:  ,  ^,  des  sommets  de  l'une  de  ces  bypei>- 
birtes  doivent  satisbire  à  l'équation  (2),  et  à  l'équation  de 
l'axe  focal ,  qui  est  : 

(3)  y='^{x—a). 
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Par  conséquent,  on  aura  l'équation  du  lieu  cherdié,  eo 
élimioaDt  -,  entre  les  équations  (2)  et  (3).  L'équation  {3} 

donne  —  = .  Substituant  à  —  cette  Taleur dans 

m  y  m  y 

l'équation  (S) ,  on  a  : 

y'[x—a)'—'îxy{,x—a)~{x—a)'x'=<i. 

Supprimant  le  facteur  {x — a),  qui  donne  une  solution 

étrangère  à  te  question ,  on  trouTe  : 

y{x+a)-\-x^—ax'^ii. 

Cette  équation  résolue  por  rapport  Wy ,  donne  : 

On  reconnaît  immédiatement  que  la  courbe  représentée 
par  l'équation  {K) ,  passe  par  l'origine  des  coordonnées  et  par 
le  Tojer  F  ;  elle  est  divisée  en  deux  parties  ^les  et  symé- 
triques par  l'axe  des  x.  Elle  a  psur  asymptote  la  droite 
'  x^—a,  parallèle  à  l'axe  des^,  et  située  ducAté  des  x  né- 
gatif^ à  une  distance  OF  de  l'origine ,  égaie  à  OF.  La  portion 
de  la  courbe  située  i  droite  de  l'origine ,  tourne  sq  concavité 
vers  l'axe  des  ^ ,  et  celle  qui  est  à  gauche ,  tourne  sa  con- 
vexité vers  l'axe  des  x.Ij!»  tangentes  menées  à  cette  courbe, 
par  l'origine  des  coordonnées,  divisent  en  parties  égales  les 
angles  des  axes  OX,  OY.  L'ordonnée  maximum  de  la  portion 
de  cette  courbe  située  du  c6té  des^r  positils,  divise  la  droite 
OFen  moyenne  et  extrSme  raison ,  car  l'abscisse  correspon- 
dante à  l'ordonnée  maximum ,  est  la  racine  positive  de  l'é- 
quation :^-\-ax—a'=z(i. 

Si  l'on  coupe  la.courbe  par  une  droite  FHAH'  passant  par 
le  foyer  F ,  dont  l'équation  sera y=m [x—a)  ;  les  abscisse» 
des  points  de  rencontre  seront  les  racines  de  l'équation 
ii.'(jr-f-a}(jr-aJ'+.J7'(*— a)=0. 
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qniBe  déc<Hnpose  en  (ar— fl)^0  et  (m'-{-t)x' — a'm'=0. 
La  dernière  éqoation  montre  que  la  droite  eoupe  la  court» 
«n  des  ptrints  U ,  M',  également  distants  du  poiDt  A' de  ren- 
contre de  la  droite  arec  l'asymptote  des  hyperboles.  Ces  pcrints 
sont  donc  les  deux  sommets  de  l'une  des  hyperboles  doDt  le 
centre  est  A.  Ainsi,  la  branche  fermée  de  la  courbe  est  le 
Ueu  des  sommets  voisins  du  foyer  F ,  l'autre  branche  est  le 
Ueu  des  seconds  sommets.  Et  l'asymptote  FL'  est  le  lieu 
géométrique  des  seconds  foyers  des  hyperboles,  car  AKnAF, 
pnisi|ne  OF  =  OF. 

2.  Uk  cordon  BHAH  [fig.  hk)parfmiemmt  flexible  ettant 
poidi ,  at  attaché  par  un«  de  ses  extrémité»  oh  pmnl  flxi  B , 
et  pane  mr  une  pmUie  (ioce  m  A ,  >ur  laquelle  U  peut  libre- 
metUgUmeri  on  nupend  en  un  potni  M  du  cordon,  un  j>oids 
mobile,  au  moyen  d'un  aaneaa  que  le  «ùrdon  tr^xne:  quel 
tttle  tieu  géométrie  du  point  de  mspeiuion  M,  dan»  les 
Hfférentet  poritions  d'équilibre  du  poids ,  lorsque  te  cordon 
glitse  mr  la  poulie. 

Nom  supposerons  d'abord  que  la  droite  BA,  menée  du' 
point  B  au  point  A ,  auquel  le  cordon  est  tangent  à  la  poulie, 
Knt  inclinée  à  l'horizon. 

Soit  H,  une  des  positions  d'équilibre  du  poids.  Le  point  M 
devra  se  trouver  dans  un  plan  vertical  mené  par  BA ,  et  de 
plus  la  verticale  MG  menée  par  le  point  H ,  sera  la  bissectrice 
de  l'ange  BMA-  Concevons  menées  par  chacun  des  points  A 
et  B,  les  verticales  BL  et  AU.  M  l'cm  prolonge  MB  jusqu'6 
sa  rencontre  en  P  avec  AU,  le  triangle  AHI*  sera  isocèle, 
parce  que  les  angles  UAP  et  APU,  égaux  respectivement  à 
GUA  et  GUB,  seront  égaux  entre  eux.  l'ar  conséquent,  le 
point  II  sera  sur  la  perpendiculaire  élevée  du  tniiicu  Q  de 
AP.  On  obtiendra  donc  tous  les  points  de  la  courbe  décrite 
par  le  point  M ,  en  menant  par  le  point  B  des  transversales 
telles  que  BP ,  «t  en  élevant  du  milieu  de  AP  une  perpendi- 
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colaire  dont  te  point  de  renooatre  avec  BP  «i^rUendra  ao 
lieu  cherché.  La  courbe  s'étendra  k  l'iaflei,  car  le  poiat  Q 
pourra  s'éloigner  à  riafiol  da  point  A'.  La  courbe  aura  pour 
asymptote  la  verticale  menée  par  le  milieu  de  lA,  car  à  ow- 
sure  qne  le  point  P  s'éloigie  du  point  A ,  le  peint  H  se  raf>- 
ptocbe  du  point  I;  etconme  le  point  M  est  sur  la  vertical» 
menée  par  le  milieu  de  KA ,  il  s'ensuit  que  le  point  F  milicM 
de  AK  se  rapproche  du  point  C  oiiliea  de  AI,  et  parcon- 
séqaent  le  point  H  se  lapprocbe  de  CD  ;  et  enfin  quand  la 
droite  KP  se  confond  avec  IL ,  te  point  H  est  situé  i  l'ioSid 
et  le  pcriat  F  se  canfoad  avee  le  point  C,  et  le  point  H  «e 
trouve  sur  laâralteCI). 

Pour  obtenir  l'équation  de  la  courbe,  prenons  pour  origine 
te  ptrint  B  ,  pour  axe  des^  la  verticate  bV  qui  passe  easB 
pcHot,  et  pour  axe  des  x  rhorixoolate  BX.  L'équation  de  la 
dr«ite  BP  sera  jt^iuêuc  (1).  Désignant  par  a  et  £  lea  c«erdcHH 
nées  du  point  A ,  la  longueur  PS  sera  exfwiuiée  par  laa  et 


les  coordçnnéea  du  point  M,  on  éliminera  m  entre^=  imjt 

et  ^=1  — ■— — ;  ce  qui  donnera  l'équation  2^ — ay — bx=^ 

(3),  équetioD  d'une  hjporbote  équilatère.  qui  passe  en  A  et 

B,  dont  te  centre  est  le  point  milieu  de  AB,  et  a  pour 

,     a      b 
coordonnées  t:  ^^  ô  ■  '^  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes. 

La  bianclie  BN  satisfait  sente  à  la  quesUoD  proposée.  Pour 
reconnaître  à  quelte  question  apitartienoent  les  points  repré- 
sentés par  le  reste  de  la  courbe,  observons  que  l'on  obtteot 
aussi  l'éqnati^  (3)  lorsqu'on  cherche  le  lieu  des  sommets  des 
triangles  qui  ont  pour  base  AU,  et  dans  lesquels  la  verticale 
menée  par  te  Commet  opposé ,  divise  l'angle  de  ce  sommet  ou 
l'adjacent  en  deux  parties  égales. 
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Or,  dus  l'hyperbole  équilatère,  la  bissectrice  del'angle  for- 
mé pu-  deux  cordes  supplémeataires  quelconques  est  parallèle 
à  l'une  des  asymptotes.  Far  coaséqueut  les  points  de  la  bran- 
che BN  sont  les  sommets  des  angles  intérieurs  que  Ja  verticale 
divise  en  deux  parties  égales,  et  ceux  de  la  branche  BN',  les 
sommets  des  angles  extérieurs  au  triangle  que  la  verticale  di- 
vise en  deux  parties  égales. 

On  voit  de  même  que  les  points  de  Is  branche  AK'  sont  les 
•omimts  des  angles  Intérieurs  divisés  en  deux  parties  égales 
par  la  vertk&le  ;  et  les  points  de  la  branche  AK  sont  les  som- 
mets  des  angles  extérieurs  divisés  en  deux  parties  égales  par 
la  verticale. 

Uxsqne  la  droite  AB  est  horiziHitale,  le  lieu  des  points 
cberetiés  est  la  verticale  menée  par  le  milieu  de  AB. 

C.  BOGDET. 


ANALYSE  D'OUVRAGES. 


JonuiAL  DK  Crelle,  t.  XXm,  t81il-l8l2. 
Les  abonnés  qui  désireraient  des  renseignements  plus  dé- 
taillés devront  s'adresser  aux  rédacteurs  des  NovivelUa  An- 
naitt. 

1"  Cahibb. 

Jaoobi  fC.-G.-L),  professeur  de  mathématiques  à  Kœirigs- 
•«rg. 

Dibieidationa  de  aquatiomtm  differmtialium  vulgarmm 
lyttematis  earumque  eotmexione  cum  teqitatiimibui  differauia- 
libiupariiaiibus  tinearibua  prinn  ordinû  (1-lOi). 

Fac-similc  d'une  lettre  d'Euler.  Elle  contient  ce  problème  : 
an  quadrilatère  plan  à  deux  angles  opposés  droits,  et  les 
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.sommets de  ces  angles  sont  fixes;  le  sommet  du  troisième 
angle  se  meut  sur  une  ligne  donnée,  quelle  est  la  ligne  dé- 
crite par  le  quatrième  sommet?  Si  la  ligne  donnée  est  une 
droite,  le  quatrième  sommet  décrit  une  section  conique  i 
branches  inflaies. 

2"  CAHiBa  (1W3). 

Kaabb  (J.-L.)  ,  professeur  à  Zurich. 

Sommation  de  séries  infinies,  périodiques  et  harmoniques, 
et  à  l'aide  de  cette  sommation,  réduction  de  llntégrak  dé- 
finie 


r 


f[sin<M;,  eosbx)  — 


en  d'autres  plus  simples  (105-136]. 
Les  séries  dont  il  s'agit  sont  de  cette  forme 

+ 

Les  coefficients  num^ques  forment  la  prosrossiOD  harmo- 
nique, et  les  coefficients  a,,  a, ...  a,  revienneot  périodique- 
ment. 

On  trouve  ici  des  intégrales  définies  qui  ne  paraissent  pat 
connues. 

JcEGEHSBN  (Ch.),  de  Copenhague. 

Remarques  générales  sur  les  transcendantes  h  différen- 
tielles algébriques  ;mémoire  fort  iutéressant.oti l'on  démontre 
d'une  manière  ingénieuse  plusieurs  théorèmes  sur  les  trans- 
cendantes elliptiques  et  autres  ;  écrit  en  français  (126-141). 
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Note  relative  à  un  mémoiro  de  M.  Richelot,  sur  quelques 
iot^rales  définies  (eo  français,  p.  ikS.). 
Bboch  (O.^I-}  ,  candidat  en  philosophie  en  N^wége. 
Mémoire  sur  les  fonctions  de  la  forme 

(x^-fÇj^)(R(x'])'^'^dx{pêS-  1*5-195). 
f  (a^]  désigne  une  fonction  rationnelle  quelconqoe  de  x*; 
p,  r,  s,  sont  des  nooibres  entiers;  7  est  te  nombre  entier 

contenu  dans ;  H  [x*)  désigne  la  racine  d'an  degré  en- 

P 
tier  quelconque  d'âne  fonction  rationnelle  de  x^. 

Ce  mémoire ,  écrit  en  français,  a  été  le  sujet  d'un  rapport 
Ute-Iandatif,  Mt  par  Jf.  Cauchy;  11  sera  inséré  dans  le 
recueil  des  savants  étrangers. 

Extrait  du  procès-verbal  de  l'Académie  impériale  des 
sciences  de  Saint-Pétersboorg,  du  24  septembre  iSi'l  (6  oc- 
Uibn,  p.  19&-197.),  en  (tunçsis.  Jf.  /Uw,  secrétaire  de  cette 
académie ,  annonce  la  publication  prochaine  qu'il  va  foire 
d'un  volume  contenant  dis  lettres  de  Jean  Bernouâli,  maître 
d'EuIer;  soixante-trois  lettres  de  Daniel  Bernouilli,  fils  du 
précédent  ;  quatre  lettres  de  Nicolas  Bernouilli,  cousin-ger- 
main du  précédent;  deux  lettres  de  Clairaut,  toutes  lettres 
adressées  à  Enler  ;  cent  lettres  d'EuJer  à  Goldbach  :  ces  der- 
nières pleines  de  recherches  sur  divers  sujets,  et  particu- 
Uèrement  sur  la  théorie  des  nombres;  toute  cette  inippré- 
ciable  correspondance  est  inédite.  Halheurensement  les  ré- 
ponses d'Euler  aux  Bernouilli  n'ont  pas  encore  été  retrouvées 
(196-199). 

Lettre  inédite  de  Jean  Bernouilli  à  Eoler,  du  11  août  1731, 
en  allemand  ;  contient  les  Idées  de  l'illuatre  géomètre  sur  la 
Otéorie  musicale.  Il  croit  que  le  beau  en  musique  dépend  des 
habitudes  et  de  l'éducation  de  l'oreille ,  plutAt  que  de  la  pér- 
emption d'an  rapport  entrsdes  vibrations. 


b,  Google 


—  166  — 
Fac-timfle  d'UQ  écrit  â«  Lambert,  en  aUemand,  sur  la  dé- 
terminatioti  précise  de  l'année  de  la  nalssanoe  du  Christ; 
une  page. 


TUËORÈHES  A  DÉMONTRER. 


1.  Démontrer  que  la  drconférence  qui  pas§e  par  lesmilieax 
des  cAtés  d'uD  triangle,  a  les  propriétés  lulTantes  :  1*  é&6 
pasM  par  les  pieds  des  trois  hauteurs  d«  triangle ,  et  par  les 
milieux  dee  droites  qal  jol^ent  le  potnt  de  rencontre  des 
trois  hauteare  aux  sommets  du  triangle;  3*  elle  est  tangente 
aux  quatre  cercles  tangents  aux  trois  cdtés  du  triangle. 

3.  Soit  V=0,  une  équation  da  degré  m  k  une  seule  incon- 
nue ar,  dont  les  racines  (I,  b,c,d,  e, ...  &,  sont  Inégales;  etT, 
la  dérivée  de  V.  Supposons  qu'on  opère  comme  s'il  s'agissait 
de  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  V  et  V,  en 
ayant  eoîq  de  changer  les  signes  des  restes,  lorsqu'ils  serriront 
de  diviseur,  et  désignons  par  V,.  V„V,,  ...V,,  ces  restes 
changés  de  signe. 

Les  polynômes  V, ,  V, ,  V,,  ■■■V,,  s'exprimeront  en  fonc- 
tion des  nclnes  dey=0,  d'après  la  règle  que  nous  allons 
indiqdbr. 

La  dérivée  V,  est,  comoie  on  sait,  la  somme  des  produits 
<nt— 1)  à  (m— 1),  des  facteurs  (x—a),  {r—b),  {x— <).... 
ix—A)  ;  c'est  ce  que  nous  écrirons  ainsi  : 

V,  =  ï(^-*)(j:-c)....[i-A). 

Poar  obtenir  l'expression  de  V,,  on  multipliera  cbacnti 
des  produits  [m— 9}  à  (m— S]  des  facteurs  (x^-a),  (x—b), 
x—c),  ...  (x— A),  par  le  carré  <ft  la  diUërence  des  deux 
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ndoes  qui  n'entrent  pas  dans  le  produit  considéré  :  la  somme 
de  ces  derniers  produits,  multipliée  elle-même  par  an  Tac- 
teor  positif  indépendant  de  x,  donnera  V,;  c'est-it-dire  que 
V,  =  (>2(a— 6)'{x— c)(x— d)  ....(*— A);  «>o. 

On  a  de  même 

Y,=Ssiu—by(a~cf(b~e)*(x—di....{x~k)i      e>0, 
V,  =yHa—b)'  (a—c)'  [a-~dy(b—e)'  (6— rf)'  (c—d)' 

(x-e)....(x— 4);     7>0, 

T.=)i(a— 6)'{a-e)'... .(a— *)•(«■— A)'j  l>0. 

C'est  08  que  l'on  propose  de  démontrer. 

Ce  théorème  a  été  donné,  sans  démonstration ,  p&TM.Syl- 
veaier,  géomètre  anglais. 


ComplAheitt  de  Géohétrie  ANALTTiQDB,  par  C.-E.  Paqb, 
professear  à  l'école  d'artillerie  de  la  Fère  (*}. 

Noos  donnerons  bientôt  une  analyse  détaillée  de  cet  ou- 
Trage,  qui  vient  d'être  autoriêé  par  le  Conseil  royal  de  /'tn- 
stmetion  publique. 

Ekmar  (  P.-N. } ,  prolbsseur  à  l'aeaâémie  royale  d'UpMl. 

De  puHctiê  tingulatHmi  cwTorHin  algebraîearum  titi^/tcii 
eurteOura  duguuUio.  In-8.  de  k3  pages.  Paris,  ISbS; 
Bachelier. 

Rçfkerchei  sur  lii  points  siaguliers  deê  courbes  algébriques 

I  V«i>>liDMi,  «dliein,  qui  <■•■  AdcmUdi, 
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plants,  d'après  les  valeurs  nulles,  infinies  ou  indéterminées 
que  prennent  en  ces  points  les  coefflcients  dilTérentiels.  Dis- 
sortatîoD  méthodique  qui  ne  renrerme  rien  de  nouveau. 

Foissv  (F.).  Arithmétique,  Géométrie,  Arpentage.  1d-16 
de  k  feuilles.  Limoget,  1842. 

BlOOKAPHIB  UNIVEESKLLB  AKCIENKB  ET  HODBHHB  ,  Sup- 
plémml ,  tome  LXX ,  1849.  On  trouve  dans  c«  voluHW  les 
articles  suivants  : 

f/^nifan  (John),  géomètre  aidais:  né  en  1719,  mortle 
16  janvier  1790.  Il  est  l'auteur  du  célèbre  théorème  dont 
l'cAJet  est  de  trouver  on  are  hyperbolique  égal  à  la  somme  de 
deux  arcs  elUpliqwt  ;  si  important  dans  la  théorie  des  foaB~ 
tions  elliptiques.  (  Auteur  :  M.  Fm/olte.  ) 

^  Laplace  {'Piem-Simon),  aé  i  Beaumont  [  Cttlvadot],^ 
33  mars  1749,  ud  siècle  après  la  mort  de  2)escarfet(  1660),  et 
mortle  27  mars  1827,  un  siècle  après  la  mort  de  NeaOm 
{ h  mars  1827  ) ,  (  pages  337  -S60  ).  On  y  trouve  l'historique 
des  découvertes  de  l'illustre  géomètre ,  la  liste  de  ses  ouvrages 
et  des  mémoires  insérés  dans  les  recueils  par  ordre  chrono- 
logique :  le  premier  est  de  1772,  et  le  dernier  de  1818.  Une 
de  ses  dernières  paroles  fut  :  «  Ce  que  nous  savons  est  peu  de 
chose ,  ce  que  nous  ignorons  est  immense.  » 

On  a  omis  de  mentionner  la  traduction  anglaise  de  la  Méca- 
nique céleste,  parraméricaintfotodtlcft.  (Auteur:  M. /'àrisol.] 

30  Lamberg  (  Joseph-Maximiiien ,  comte  de  ],  né  en  1729, 
mort  en  1792.  Auteur  d'un  ouvrage  singulier  :  Réflexiom  air 
ka  propriété»  d'une  courbe  algébrique  dont  leg  contoart  mar- 
queraient let  traits  iJ'un  visage.  (  Livoume,  1770.  ) 
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L'ËQUATIOR*  AUX  CARRÉS   DES  DIFFÉRSHCBS, 


Le  thtoràme  de  H.  Stnnn ,  et ,  plus  récemment ,  les  pro- 
fondes recherches  de  H.  Caocbr,  oot  dimioué  l'importance  de 
l'équation  aux  carrés  des  dlflérencea.  Toutefois ,  cette  re~ 
cbercbe  doit  rester  dans  l'enseigoeinent  ;  elle  n'est  pas  sans 
utilité ,  au  moins  comme  exerdce  intellectuel. 

Oo  sait  qu'une  équation  ordinaire  F  (:t:)  =  0  étant  donnée , 
il  exisle  deox  méthodes  principales  pour  obtenir  l'équation 
aux  carrés  des  dillérences  des  racines  de  cette  équation  :  la' 
pfMuièrB,  en  éliminant  x  entre  T[x-\-y]  et  F  (jt)  ;  la 
deuxième  exige  l'emploi  desfonctions  symétriques.  Lagrange 
donne  la  préférence  ^  cette  dernière;  les  calculs  sont  moins 
longs  et  l'équation  a  tous  les  Tacteurs,  et  n'a  que  les  foctenrs 
nécottires  :  cette  méthode  nécessite  la  connaissance  de  deux 
genres  de  fonctions. 

M„t^,M, *^  ,  wimmes  des  puissances  succeesives  des  ra- 

cfaMS  de  l'équation  F  {x)=0. 

S„S„S. S  ',  sommes  des  puissances  successives  des 

racines  de  l'équation  dont  on  chérohe  les  coefficients. 

Le  théorème  qui  fait  l'ottjet  principal  de  cette  note  dqpne 
on  moyen  rapide  et  uniforme  pour  obtenir  ces  deux  genres 
de  fonctions  ;  on  peut  l'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

UntiqaaAw  ordinaire  V(\):A^itaiaitmnit:,  i'nVmii- 
Asn.  oc  U«iRtu.  1  '' 
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vi$e  la  dérivée  F  (x)  porF  (x) ,  lei  eotfjieientt  dt»  terme»  du 

quotient  Beront  dan»  leur  ordre  s„8„s, Bt^  ;  2°  «i  l'on  d»- 

nte  le»  deux  même»  poh/nôme»,  modifiée  par  le  changement 
de  X  en  x-|-  Y  ^  ordonné»  »elon  lei  pui»sanee»  décroitionUi 
dej,  leaco^icimU$de^enidetlerme»dufuotient,coellieienii 
daiu  leiquel»  on  changera  partout  x*,x',x* ...  x'  en  g„B„s, .. .  s,, 
leront  dont  Uur arin  Im^mmUitéi  S»^^.,2S.,..  >S  .  _.. 

Les  deux  parties  de  ce  théorème  sont  donc  intimement  liées  ; 
elles  sont  d'ailleurs  des  conséquences  d'an  lenune  d&  il 
H.  Sturm.  Ce  lemme  étant  peu  rtpcmda ,  je  doaaeral  briève- 
ment renoncé  et  ta  démonstrattoo ;  Je  supposenl  en  ontre, 
dam  toute  cette  note ,  que  l'équation  donnée  est  de  la  florme 
ifT+px'^",  etc.  On  reoonoiltri  facilement  que  cette  supposi- 
tion est  racullatfve. 

£emne  de  M.  Sturm.  —  Une  équation  ordinaire  F  (x']=0 
étant  donnée ,  quelle  est  la  somme  des  valeun  qœ  prend  une 
fonction  entière  f  {x) ,  dans  laquelle  on  remplace  snooesEtre- 
ment  X  par  toutes  les  racines  de  ¥(x). 

Si  on  divise  F'  [x)  x  f(x]  par  F  (x),  le  coeBlcleiit  du  prw- 
mter  terme  du  reste ,  ou  le  coefBdent  k  du  terme  kx''  dn 
quotient  (ces  deux  quantités  sont  les  mêmes) ,  donne  la  ralenr 
cherctiée. 

Posons  l 'identi^  connue 

•       F[x)  '^  x—a'^  X— *"*" X  — /' 

multiplions  les  deux  membres  par  f  {x) ,  tkécutons  les  divi- 
sions partielles ,  et  réunirons  les  quotients,  on  a 
.F(x}X,W_  ,[a)         flb)  ,(/) 

F[x)  ^^'^x—a^x~b^ ■^H/- 

Cette  identité  peut  être  écrite  de  la  manière  suivante  : 
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P(.r)Xf(.r)_  -^  rfW+yW+ fffli 

F(x)        -*W^•^      L(j:— a)(j:-*)....x— /J 

H  désignant  l'ensemble  des  termes  dans  leiquds  la  poia- 
■ancè  de  X  est  inféFieure  à  m —  1  :  pr,  i)  est  évident  qm  te 
Goefficieat  du  tenue  en  jr"~"  donné  dans  le  reste  da  premier 
membre  devra  avoir  pour  numérateur  une  quantité  égale  i 

f(a}'4-p(ft)-)- f(/];  ce  qui  démontre  te  lemme  énoncé. 

Oarc^aussi  que  sITon  continue  la  division  une  fois  de  plus, 
le  coedBdeat  obtenu  sera  celui  de  jt"  dans  le  quotient. 

l"  Heehercket  det  loamtet  B„i„s, s^.    Soit   l'équation 

F  (x)  =0  et  posons  x*  —f  {x) ,  les  plus  hautes  puissances 
àax  dan8F'(x}r(.tr)etF  (j:],s«-outm-|-&  — letm;  si  donc 
on  arrête  la  division  de  ces  polyuAmes  lorsque  le  premier 
terme  du  re^teest  du  degré  m — 1,  le  coefflcient  de  ce  terme 
sera 

a^^i^^t^-i-....t     .ou      a. 

SU'oodoiuiesuccesdvementàAles  valeursO,  1,  2,3. 

3"!,  il  J  aura  toujours  égalité  entre  l'accroissement  donné 
à  A  et  l'aGCroissement  dans  le  nombre  des  divisions  à  effectuer 
ftmr  obtenir  le  reste  du  degré  m — )  ou  le  coefflcient  de  .r'' 
4aw  le  quotient  ;  donc ,  ces  coeBIcients  seront  dans  leur 
ordre  les  quantités. 

s„     a,,     s,.:.,  s^. 

On  observera  que  l'emploi  du  facteur  x^  est  inutile  dans  la 
pratique  ;  la  suppression  de  ce  facteur  donnera  au  quotient 
4e  F'  (x)  par  F  (x)  la  forme  suivante  : 

s^"  -\-t,x'~*+s.x~^+ ....  *,mX-V'-+'), 
ce  qui  démontre  la  première  partie  énQncée. 

Une  division  analogue  donnerait  les  som^os  négatiTe&, 
inato  ces  sommes  wnt  étrangères  à  l'objet ,q^l  pous  pcçi^pe. 
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r  Reelurcfu  iet  tommes  S,,  8,...  S^.^,j-  Soit  l'équation 

F(jr]f  0;  a  étaot  une  racioe  particulière,  y  la  difrérenca 
entre  a  et  une  radoe  quelconque  de  cette  éqaation,  poaoH 
les  3  poIynAmes 

appliquons  h  ces  deux  rooctionsle  principe  posé  parlelemme 
de  M.  Slunn,  c'est-à-dire  dirisons  FC<i+r)X?Cr)  P" 
F(â-|-^) ,  et  donnons  à  &  les  valeurs  successives  0, 1,  2, 

p...:^ — • 

Si  dans  chaque  liypothèse  particulière ,  faite  pour  A , 
nous  arrôtoos  la  division  lorsque  le  quotient  oflïv  le  terme 
Qj:"' ,  ces  temps  d'arrêt  auront  lieu  de  2  en  2 ,  et  les  coef- 
flcieuts  respectifs .  c'est-i-dire  les  valeur  de  Q ,  seront  sueces- 
slTenient 

(8iA  =  1)    {a—aY+{b-a)^+....{t-a)\     , 
(8i&  =  3)    (a— a)* +(*—«)<+....  (/—<    / 

(A) 

{Ah=p)    (a— a)"+lA— o)"4-....(/— a)".   ' 

Observons  qu'une  dea  lignes ,  celle  de  l'ordre  p  p«r  exem- 
ple ,  du  tableau  A ,  n'exprime  que  la  somme  des  puissancsi/ 
des  carrés  des  dlBërences  qui  existent  entn  la  racine  a  et  une 
-radne  quelconque  de  F  (x}~=0;  la  question  est  donc  celle-d  : 
Quelle  râleur  acquiert  la  ligne ;>  si  l'on  remplace  a  suoceeslve- 
m«it  par  chacune  des  racines  de  F  [:r}  ? 

Bévelommns  chacun  des  termes  de  la  ligne  citée;  ordon- 
nons selon  les  puissances  de  a  :  les  eliangements  snccessib 
exigés  apportent  les  modlflcations  suivantes  : 

r  Un  terme  quelconque  dépendant  de  a  (ita*  par  ex.)  de> 
Tient  *(«•+*• r),  c'est-à-dire**,; 

9*  Un  terme  quelconque  dépendant  de  a   ou    fonction 
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éèt^[b^  par  ex.) ,  qui  n'exiitalt  DécasBaireaieiit  qu'une  fois , 
tan  répétée  m  fois  ou  <.  fois  ;  , 

T  Le  résultat  final  sera  SS,,  puisqu'un  terme  {b — a)*',  par 
ex.,  sera  aussi  sous  la  forioe  [a — b]''. 

DoDG ,  si  dans  le  coefficient  cité  on  remplace  tf,a',a* 

a' par  f.,<„«, t  ,  le  résultat  sera  SS,. 

Oa  a  va  d'ailleurs  que  l'emploi  du  Ihcteur  y^  était  inutile  ; 
ou  peut  aussi  reconnaître  que  la  lettre  x  mise  à  la  place  de  la 
lettre  a  siiDpUfleréaoncédutbéorènie  :  par  conséquent,  si  on 
dljrlse  r  {x-^-y)  par  F  [x-\-y) ,  le  quotient  obtenu  sera  de  la 
forme 
'V.+^r"+B.,^+<lr»+B^+  V+Bj'-'+flle.. 

Si  dans  les  termes  B,  B,,  etc.,  qui  font  des  fbnctions  û'x , 
on  change  jt'vT'iJ:^ .r"enf^„<.....«^,  les  résultats  seront 

28,,    as.....  as,. 

Le  coefficient  m  de^*  obéit  à  la  loi  générale,  mais  une  re- 
marque est  indispensable.  Ce  coefficient  est  Indépendant  de  x  ; 
0  doit  donc  être  multiplié  par  f.^'n;  dans  ce  cas  particulier, 
'  le  produit  m'  doit  être  diminué  de  m ,  car  les  racines  (a—a) 
[b—b) ,  etc.,  nulles  si  la  puissance  existe,  donnent  l'unité  si 
la  palssancfl  est  zéro  :  cette  modlAcatioa  faite  on  a 

m' — m       ou       m{m — 1)^2S,. 
La  deuxième  partie  du  théorème  est  donc  démontrée. 

Exempt.  Lagrange  (  Bésdutions  des  équations  numéri- 
ques de  tous  les  degrés,  p.  110,  â*.édition)  rappelle  que  s<« 
■eetHid  mémoire  (*)  sur  ce  si^et  renferme  les  équations  aux 
carrésdesdiOérenceg  pour  les  £*,  3*,  il*  degrés;  mais  il  donne, 
dans  l'ouvrage  cité ,  et  d'après  Waring ,  cette  équation  pour 
le  5*  degré  p]-  Le  mémoire  de  Lagrange  étant  peu  répandu , 
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J'si  pris  poHT  eiempte  l'éqnatfoQ  aak.  tante  d(H  MRitretRCt 
pour  Je  V  degré.  La  di^writion  du  2*  terme  d'âne  équallM 
itant  um  InHucbce  sur  la  rechércite  qui  nom  occupe,  po- 
■oos 

Si  l'on  divise  les  deax  poIynâiAVs 

les  coefficients  suecessife  du  quotient  feront 
».  =t , 
*,  =0, 
..=-^,    . 

',  =%»'— 4r. 
»,  =5W. 

*,  =7rq--7p'q, 

i^s=3ap'qr-\'Upq^—Ur'q—Up*q,  .     . 

*„=— 4»^  + 36prî*  +  3g*—2Vî'-)-1î|pV— !%)*/■+«/»*. 

SI,  dans  les  deux  polynâmescités,  on  change  xen  x+x, 
et  ai,  dans  le  quotient,  on  choisit  de  3  en  3  les  coefficients  de» 
termes  des  puissances  paires  négatives  de  ^,  ces  coefficient , 

modifiés  par  les  changements  respectif  de  ;r*,x',j:' x*  «H 

t„t », ,  donnent  pour  résultat  : 

'S.=  20;>'— 16r, 

S. =— 78^* + 1 44/>r— IBapï , 
S,  =  S?*/^  +  640/»^' +260^*  —  ÇdSpV , 
8,  =  — 3630p'î*— 40/v'+496(lp'r— 544<^r'— lOasp', 
S,  =— 793«H— 5«64;»/i7*+1 81  aOp*?'— 243S6p*r-|-37894/>V 
+2190g*  +  4100p*. 
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Si  OD  subBtJlufl  tes  valairB  de  S,  S,  dans  lei  fiMinuie»  cpr- 

S.4-PS,4-2Q=0. 


leseoefflcientsP.Q,  R,T,  U,  V,  de  réqaation  cherchée  sont 
P  =  ^, 
Q=8r-|-«^', 

lT=:l^V+affi/7'+3^r— 195lpr'4-«/, 
T  =  256H4-l«/w^— i/^j'  +  iepr— i88p*H— 37^*, 
Le  théorème  précédent  est  un  cas  particulier  du  théorème 
général  suivapt  que  nous  examinerons  :  Trouver  par  des  divi- 
sions algébrfqaee  les  eoefUcieuts  d'nae  équation  dont  les  ra- 
cÛMi  sont  des  fonctions  simpleg  entières  des  racines  d'une 
•ntie  équation. 

E.  DBSHUtBSTj 
atu.  él.  dePÉcole  po^flechai^t 


An*  la  MMtmt  4a  pMiiattcu  êtmblabltt  de  pl%uieitt4  wnnbret 
M  progr«t»to*  aritkmitiqve ,  ef  nir  gutt^i  proprUiét  du 
MMifrrM  premier  t. 

*AK   m.   &IOMVBT, 

PiwfKMiir  4a  ColMfic  njal  it  LoBi>-l»-Qnirf. 


1 .  La  formule ,  au  mojen  de  laquelle  on  calcule  la  somme 
u  des  puiaunces  entières  du  d^ré  m  de  plusieurs  nom- 
iHts  a,b,c, ...  k,  l,  en  progression  arithmétique  est  : 


r*' — a"*"       m    ,  „i(m — 1) 

'  2.3 

r'(Wî-r-')— etc., 


■=^+-(;H^ïjr-â^(' '^■'^    ^73 
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dans  laquelle  r  désigne  IVTaiwn  de  la  prognuion.  Flous  alkmi 
reprendre  la  démonstration  de  cette  rormule.  eo  y  inU<odal- 
tant  une  I^ère  modification ,  qui  nous  permettra  de  lui  don- 
ner une  Ibmie  plus  simple. 
On  a  les  relations 
b=a-\-r,    e=b+r,    (/=BC-|-r....     /=i+i-, 
d'où  on  déduit,  par  la  Tormule  du  blnAnie , 


On  a  de  même 

(iKr'=rH+!^rf-+!2±^,-f"«tc...+'=±!-'i««-. 

Ajoutant  ces  égalités,  et  supprimant  les  termes  b**, 
c*^  ...t*^,  communs  aux  deux,  membres  de  l'égalité  résul- 
tante, H  vient 


=fl-*-+^tlni  ^.'?+*'*' 


et,  par  suite , 

(A)-'— (;;rTïï:;^ â-- — 2y-V,,_^tc.... 

*"     '■      m+i' 

Telle  est  la  formule  qu'il  s'agissait  d'obtenir. 

9.  Tb^bAhb-  Vêlant  un  nombre  premier  plus  grand  quei 

et.  m  vn  nombre  entier  comprit  entre  0  et  P— I ,  la  tomme 

dei  ptûttancet  du  degré  m  des  nombres  i,%  9  ...V  —  iestdi- 

i-itible  par  P. 
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Poor  applU|iier  la  formale  fA)  au  cas  particulier  des  ter- 
mas  de  la  prograaion  aritbméttqne  vl.S,  3...P— 1,  il 
raflt  d'y  faire  a=l,  nsi,  t=s,=P—i.  Alors  elle  devient 

'■«-=îS?-'-i'— =^'— •-.■ 

Hohipliaat  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  1 ,  î ,  3  .,■ 

ni{m+l),  onaura 

1.2.3...  ;n(m+lK-=  1.2.3...  m.P(P"— 1)— A.»..^, 

-    * — K^m-i — etc.... — A_-,(,, 
A„  A.,  A,...A_r  étant  des  nombres  eotiers. 

On  voit  par  lâ  que  si  l'oo  suppose  chacune  des  sommes 
f, ,  1, .. .  iit-i  divisible  p^P,  U  en  aéra  de  même  du  produit 
1,2,3...  m(m-\-i)tm;  mais.parhypothèse, ona»i<P— 1,' 
et,  par  suite,  m+i  <;P;âoDG,  le  nombre  premier  P  ne  ^^ 
vise  aucun  des  bctearg  du  produit  1,  2,  3... )n(m-{-l]  ;  donc, 
il  divise  <■•  D'ailleurs,  puisqu'on  suppose  P>2,  te  somme 

P(P  —  1) 
f',  ou  — X •  ut  divisible  parP;  donc,  en  vertu  de  ce 

qniprécdde,  ^  est  aussi  divisible  par  P;  <,  et  s.  étant  divi- 
sibles par  P,  il  en  sera  de  même  de  la  somme  i,,  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  **_.  inclusivement. 

3.  THtioKftHB.  P  étant  mr  nomArf  prenàtr  pliu  grand  que 
3elmunnoti^eetUurœmpritmtre4)etV — 1,  lasommePm 
dt$produiU  m  â  m  det  nott^nret  1,2,  3  ...P — 1  estdiviMk 
par  P. 

En  effet ,  les  nombres  P„  P.,  P,...P.  et  ceut  qu'on  a  dé- 
signés précédemment  par  *,,>,,■,...■>  sont  liés  entre  eus 
par  le  relation  connue 

(C)      *-— P,*— ,+P.»— 1— etc....=|=P^,*,  =  :FmP., 
dans  laquelle  on  donne  au  second  membre  le  signe — ou  le 
dgoe  4-  >  suivant  que  m  est  pair  ou  impair.  Or,  en  vertu  du 
théorème  précédent,  chacun  des  nombres  >,,  f,...».  est  divi- 
tible  par  P,  ;  donc,  mP.  et,  par  suite,  P.  est  aussi  divlbloparP. 
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4.  TnÉOKÈMB.Vétmlttnnombre  premier,  le prodi^i,^, 

3...(P— 1]  augnKnté  de  l'unité  at  divirible  par  f  ;  et  réd- 
prmptement,  Umt  nombre  P,  qui  laHsfait  d  eeUe  eonditimt , 
eit  premier. 

1°  Car,  si  t'çn  conçoit  le  produit  des  P — 1  binAmes  (1+1), 
(1+3),  (1-1-3).  ...  [1+(P-1)]  [l+(P-4)]  [l+(P-3)], 
ordooné  suirant  les  puissances  déeroissaDles  de  leur  premier 
terme  1 ,  on  aura  l'égalité 

1.2.S...(P— l).P=l-|-P,4-P.-}-ï',+...+Pf_-(-l.a.3...(P— 1), 
dans  laquelle  P„  P. . . .  Pr^  ont  la  même  signiflcaUon  que  dans 
la  démonstration  dii  théorème  préc^nt  ;  or,  en  vertu  de  ce 
.tbéorème,  chacun  des  nombresP,P,  ...Pr_,est?divi8lbl«  parP; 
d'ailleurs,  le  produit  1,  2,  3.  .  (P-^l)P est  aussi  diridble 
par  P;  donc.Uenestdemeinedel,  2,  3...[P— 1)+1. 

¥  Soit  L  un  diviseur  de  P,  inrérienr  à  P.  Ce  nombre  L 
5eraraodesractenrsl,â,3...P — 1;  donc,  il  divisera  leurpro- 
dnlt;  d'Ailleurs  L,  étant  diviseur  deP,  dirise  aussi  le  nombre 
1, 2,3... (P— 1)4-1.. qui  «t  nuitée  de  P;  donc  L=l; 
donc  le  nombre  P  n'admet  pour  diviaeurs  que  P  et  l'unité  ; 
donc,  il  est  premier. 

Ce  théorème,  dont //^arinjf«ttribuel'énoncéà/an>^^'UtMt, 
et  te  théorème  préoédqnt  ont  été  démontrés ,  pour  la  pre- 
inièrefob,  par j[tfjrr(Hi9e(Ni?uveaux mémoires del'Aoadémie 
de  Berlin,  année  1771).  Lor«iu'on  prouve  d'abord,  comme 
l'a  ibit  Lagremge,  que  toos  les  produits  P,,  V,j  P, .-  P^^ 
sont  divisibles  par  P,  il  est  facile  de  démontrer  ewulte ,  au 
moyen  de  la  formule  (C) ,  que  chacune  des  soumea  s,,  i,.t„ 
...  Stmi  est  aussi  divislUe  parP.  En  suivant  une  autre  marche, 
nous  avons  eu  pour  ottjet  de  mettre  les  démonstrations  de  cet 
théorèmes  plus  k  la  portée  des  élèves. 
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QUESTION  SUR  LES  PROBABILITÉS, 

tOLVnOM  WAM  m.  SÉTT  (*). 

Il  r  a  dans  udo  unie  m  boutes  qui  peuvent  être  :  ou  toutes 
MaDches,  ou  toutes  noires,  ou  bien  les  unes  blanches,  les 
antres  aoires,  daos  un  rapport  inconnu.  On  tire  à  la  fois  3 
boules  de  cette  urae,  une  de  chaque  main;  on  regarde  la 
boule  qui  est  dans  l'une  des  mains;  elle  est  blanche  :  com- 
bien j  a-t-il  à  parier  pour  et  contre  que  la  boule  qui  est  dans 
l'autre  main  est  aussi  blanche  1 

Rappelons  d'abord  la  formule  suivante  : 

t.a+ii.3+M+,..-t:(,.-l)^='"-";'"'+". 

Cela  posé ,  puisque  avant  le  tirage  on  peut  admettre  qu'il 
y  a  dans  l'un»  soit  : 


ou   (m— 1)  HMKt«  et  I  . 
ou    (m— 2)  HmdM  et  2  »{/m 
ou    [m — 3)  Mr»ct^  et  s  noirci 


Wl't  s  NMciU.  et  (m  -3)  noin,  ; 
ou  î  MmcUm  et  {m~2)  noir,.; 
<m  1  M«Kke  et  im—i)  »tlrui 
fOit   m  noiru. 

c'sst  donc  -eoBune-si  on-avatt  (m-f-i).  tmw  qui  < 
draie&t  l'Une  m  tu»cki;  l'autre  (m— l)  u«uk«t  et  i  w>tr«; 
la  3*  (m — 2}MMflUt  etS»int;  elc, et  on  ignoFedans  laquelle 
dBces(»t-j-i)  urnes  le  tirage  se  fait. 
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Or,  chaque  arne  contenant  mboulee,  le  nombie  de  tirage* 
possibles  dans  chaque  orne  est  m  (m  —1  ).  D'alUeors ,  il  y  • 
m-f-l  urnes  ;  dooc,  le  nombre  UtM  de  tirages  possibles  ttt 
(m+i]  m  {m—t). 

[  Nous  considérons  id  les  arrangements  et  non  lea  combî- 
nsisons,  parce  que  l'énoncé  de  la  question  exige  bien  évidem- 
meut  qu'on  ait  ^rd  k  l'ordre  des  tirages.  ] 

Il  est  d'ailleurs  bien  évident  qu'il  y  a  autant  de  tirées  qui 
comniËnceat  par  une  boule  noire  que  de  tirages  coDimeDçaat 
par  une  boule  blanche ,  et  comme ,  par  hypothèse,  la  pre- 
mière boule'tirée  est  blanche, -Il  faut  prendre  la  moitié  du 
nombre  ci-dessus  pour  avoir  le  nombre  de  tirages  pos^les, 
commençant  par  une  boule  blanche.  Ce  nombre  est  donc  : 
(m-|-l)(m)(w_l) 

Voyons  le  nombre  de  cas  favorables  k  l'anirée  d'une  seconde 
boule  blanche. 

Comme  on' a  déjà  tiré  une  blanche,  on  exclut  par  cela 
même  la  (fn-J-^)'^  urne  qui  ne  contient  que  des  noires. 
Restent  donc  les  m  premières  urnes. 

Or,  comme  les  2  boules  se  tirent  à  la  Tois ,  le  nombre  de 
chances  d'amener  S  blanches  de  la  première  urne  qui  en 
reaferme  m ,  est  m  (m— 1]  ;  de  la  seconde  urne ,  «'est  (/n-rU 
(m— 2),  etc.;  de  la  {«—!)*" urne,  c'est  (2X1)  ou 2;  de U 
m*" ,  c'est  0  :  car,  elle  ne  contient  qu'une  blanche. 

Le  nombre  de  'ctnnces  d'amener  2  blanches  est  donc 
«(II»— 1)  +  (/»— l).(n.— â)+(m— 2){m— 3)... 
-faxi  =  ^         2  ' 

par  conséquent  le  nombre  de  chances  d'amener  1  blanche  et 
1  noire  est 

p  [m-{-t]m[m—i)       (w-j-lJwtM— t)  _  ln+i)m[m~t) 
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Ce  qui  moDtre  que  ce  nombre  est  précteément  la  lOdUé  du 
nombre  de  chances  d'amener  2  blanches.  Ainsi ,  quel  que  soit 
le  nombre  m,  il 7  a  2  à  parier  contre  1  que  la  seconde  bonle 
(era  blanche ,  la  première  l'étant ,  pourvu  toutefois  que  l'on 
ignore  complètement  la  proportion  des  boules  blanches  et  du 
boules  noires. 

Ce  résultat  est  extrêmement  remarquable. 

On  peut  donner  k  ce  problème  cet  autre  énoncé  : 

On  a  deux  cartes  sur  une  table ,  dont  on  ignore  la  couleur. 
On  retourne  l'une,  elle  est  rOuge;  combien  j  a-t-il  k  parier 
pour  et  contre  que  l'antre  sera  aussi  ronge  1 

Si  ces  2  cartes  ont  été  tirées  d'un  paquet  de  cartes  pouvant 
être  00  toptes  rouges,  ou  toutes  noires,  ou  rouges  et  noires,  en 

proportion  quelconque ,  d'après  ce  qui  précède,  il  y  aura 

S  k  parier  eontre  1  que  la  seconde  carte  est  aussi  rouge.  Hais 
■i  on  sait  que  ces  deirx  cartes  proviennent  d'un  Jeu  de  piquet 
oà  il  y  a  16  ronges  et  16  Doîres ,  alors  non-seulement  on  ne 
pourra  plus  parier  2  contre  1 ,  mais  pas  même  1  contre  1  que 
la  seconde  carte  est  rouge.  En  eOët,  il  n'y  a  plus  que  15  rou- 
ges ,  tandis  qu'il  y  a  encore  16  noires  :  il  ne  faudra  donc  pa- 
rier que  IS  contre  16 ,  ou  0,9375  contre  1  t|ue  la  seconde  est 
aussi  rouge.  Cet  exemple  nous  fait  bien  saisir  qu'il  est  indis- 
pensable, pour  que  la  solution  du  proUëme  soit  exacte,  que 
l'on  soit  dans  une  complète  incertitude  sur  le  nombre  de  choses 
d'une  couleur,  et  te  nombre  de  cboses  de  l'autre  couleur. 

Noos  nous  sommes  appuyé  sur  la  formule  suivante  : 

1.S+Î.3+5.4+4.5+ +  („-l)^='"+"^'°— ". 

qui  n'est  qu'un  cas  particnlier  de  ce  problème  fort  simple  : 
Trouver  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  terme 
k  tenue  tant  de  progressions  arithmétiques  que  l'on  voudra. 
Noos  allons  démontrer  cette  formule  par  un  autre  moyen.. 
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Happeloiu  d'abord  qne ,  de  mËme  qu'il  y  a  des  amoge- 
tMBts  awc  réfiAtHioii  (  Voir  1. 1"  ,  pa^.  ki  des  Nw»tUei 
mmaim),  il  t  a  «ncore  des  combiDaiaoDs  avec  répétitioiia .  ap- 
peléw  aoMl  comttinaiKMis  complètea.  Ainsi,  dans  les  com- 
UmiMDs  «oeaplètes  de  m  lettres  a,b,e,  etc.,  n  à  n,  on  a  des 
prodolts  tels  que  ceuz-d  : 

a'.        *',        c" 

a'~'b*,  «""c*,....  elc... 
£d  appelaot  Ra,*  le  nombre  de  combinaisons  complètes 
de  f)'  lettres  nk»,  nous  supposons  connue  fa  formule  (')  : 

^•■==" i.a.3....« 

Cela  poâé ,  dteigMBt  p«r  Ba.«  le  nombre  decombioalsons 
«omplètet  de  m  lettres  «  à  n ,  ces  combinaisons  se  partagent 
ai  %  groupes  :  1*  edlai  qid  ne  coatfeDDent  pas  la  lettre  «  ; 
8*  celles  qui  renferment  cette  lettre.  Le  aombie  des  pi«- 
■riènseet  B«-i,  »., Tontes  lesieoondes  smitdlTisibles  para, 
«t  on  a  pour  leur  sombre,  après  tes  avtrir  difistee  toutes 
par«,iln,».i  ;donc,  on  a  R«,,=3R.^,.-|- &«,,„,. 

Cette  égalité  est  vraie  quel  que  soit  m  ,-  «bangeons-f  m  suc- 
cessivement  en 

m — 1,     m— a,  -m— 3,     m— 4,     «—5 S,     », 

on  aora  . 

R»— i,»^Iw- ijn-^Rn— 1,«— 1 , 

R„.-=R.,  ■.+!».,._„ 

R„.  =  Ri..-i.  Car  R.,.  =  0, 

■d'où 

JL..=R,,^,  +  R— ,,.-.+R— .,l-  +  ....+Ri,.-,, 
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i»(iil+ 1).... ("'+'»— »)      ■ii(»»+l)....(m-).n— D 

I.S.3....  n  i:a.S„..  (»— i)* 

|in-l)m(i»+l)...(»  +  ii-3)  3.«...(|.+  1) 

"•"  l.S,..(»— 1)  """ "'"l.2.S...(«— « 

.        a»-»        ,   1.3....[»-1) 

"""  i.a....(ii— 1)  "'"  i.a....  (n-1)' 
on 

■"'+""°+'j-"°+"-"=..a.3...(.-i)+8...«.... 

4-3.*.5....n  +  l-|-....+  {m— l)ro{m+l)....(m+n— S) 
+ro(m4.11....(M+»_2). 

Cette  formule  est  rraie  quel  que  soit  n  ;  foisons-j'  n=^  3. 

""^'^'°^'''=l.iH-a.34^.«+4.iH-..+(»— I)IW.<W-1). 

Celaertmi,  quel  questritfn;  chaDgeoDSdoncmenm — 1; 


*^=lî^^^^=l.»f2.»f8.*+...+(m-2)C»^-l)+(»»-l)« 
C'eat  ta  Ibrmule  que  nous  voulions  démontrer. 


PROBLÈMES  PROPOSÉS  AUX  EXAMENS. 


Movanam*  m  m.  «.  amxm, 

u  Collège  roral  d>  L 


PRBUliRK  QQBSTIO». 

1.  Çtt^k»  wnt  in  eonditiont  «A^mitrei  ef  suffitaiiiei  pour 
fw  ia  lonfMMri  de*  Iroû  cMi  d'un  inanyie  rectangle  loiml 
wqjrinriM  jmt  dn  nomfrFM  cotimwfuuniilM  J* 
oD ,  M  qui  revient  au  tnème , 
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Quâilei  lont  U$  eonditiotu  niceuaira  et  luflltanlet  pour  ^tu 

te  umtM  de  deux  carrii  parfaits  toit  elk-mime  un  etaré  par- 

Soient  a,  b,  c  trois  nombres  commsiisurables  eiprimant 
les  longueurs  des  trois  cAfés  d'an  triangle  rectsu^,  a  celle 
de  Ilirpoténuse .  beic  celles  des  dem  cAtés  de  l'angle  droit  > 
il  rsDt  et  il  suiat  : 
1°  Que  a  soit  la  somme  de  deux  carrés; 
9*  Que  b  soit  la  différence  de  ces  mêmes  carrés  j 
■  3°  Et  que  csoit  le  double  produit  des  racines  carrées  de  ces 
mêmes  carrés. 

Si  ces  trois  conditions  sont  remplies,  le  produit  abc 
de  ces  troi»  nombres  forme  toujours  un  nombre  divitihte 
par  60. 

D'abord,  il  est  clair  (|ue  ces  conditions  sont  suMsantes  :  car 
si  l'on  a,  pareiemple, 

a  =  ih'  -{-  n", 
é  !Œ  m'  —  n* , 
e  ^Smn, 
on  en  déduit 

a'=(fli'  +  »')*=(»i>— B')'-|-*mV  ou  «"cty+e". 

De  plus ,  chaque  cAlé  est  plus  petit  que  le  somme  des 
deux  autres,  donc  le  triangle  est  possible  ,  et  il  est  rec- 
tangle. • 

Il  reste  k  étabUr  que  ces  conditions  sont  nécemires, 
a'^fr*4-«'  donne  b'=a' — c*^(a+p){a — e), 
pour  qu'un  nombre  soit  un  carré  parlait ,  il  feut  et  il  snfflt 
que  ses  facteurs  premiers  soient  élevés  i  des  puissances  paires  ; 
donc,  si  l'un  des  nombres  (a-\-c)  on  (a — c)  n'est  pas  on 
carré  parfbit,  il  fout  que  tout  Tacteur  j)remier,  éleré  i  une 
puissance  impaire  dans  l'un  de  ces  deux  nombres,  se  rttroav* 
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Aeré  à  une  puissance  impaire  dans  l'autre  ;  de  sorte  que 

*  (d-^c)  Bt  (a — c)  sont  de  la  forme  ' 

a  —  c  ^^pi'. 


d'où 


K'-^> 


b=pqt. 
Tom  les  triangles  semblables  Jouissant  des  mdines  pro- 
priétés, on  doit  prendre  pour  valeun  élémentaires 

_?*+<'  '    ,_  _  g'  — t' 

**—      2       .        —qt,     c~       ^      , 

mais  les  longueurs  des  trois  cdtés  du  triangle  étant  expri- 
mées en  nombres  commensurables,  peuvent  et  même  doi- 
vent être  supposées  exprimées  en  nombres  entiers,  d*où  il 
sait  que';  et  (  dcHTeot  être  tous  les  deux  pairs  ou  lous  le 
deox  Impairs  : 

1°  Tous  le»  deux  pairs  s  =  2M  t  =2N. 

a  =  2M"+2N'  =  (M+N)"4-{M— N)', 

é  =4MN  =  (M+H)'— (M-N)', 

c  =2M'— 2N'  =2(M+NÎ  (M— H). 

Lee  tnris  nombres  a,  b,  cent  bien  la  forme  énoncée. 

a*  Tous  deux  impairs  7  =  2M-fl      ï=2N4-l. 

•fl=2M'-f2M-|-l-i-2N"-|-2N  =  (M-|-N-(-ir+(M— N)', 

t=*MH-|-2M-|-2N-|-l  =(M+N-|-I)'-(M— Ny, 

c^2M'  +  SM— 211"— 2N       =2(M-|-N-f  1}(M— N); 

Les  trtris  nombres  a,  6,  c  ont  bieb  encore  la  forme  énoncée  ; 
donc,  les  conditions  énoncées  sont  nécessaires  et  suffisantes. 
Cet  trois  conditions  étant  remplies,  le  produit  des  trois 
a,  b,  c  forme  un  nombre  divisiUe  par  60  : 
a==m'-)-n',     b  =  m'^n',    c=3mn. 
Dt  Htnn.  I.  13 
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II  sufDt  d«  démontrer  que  le  produit  abc  admet  les  di- 

■  rbetirs  3,^,5,  et  même  11  suffit  de  no  raisonner  que  dans 

l'bTpothèse  où  chacan  des  nombres  m  et  n  est  premier  avac 

ces  nombres:  car  autrement  c  admettrait  ces  diviseurs,  et 

Gonséquemment  le  produit  abc  les  admettrait  aussi. 

r  Tout  nombre  premier  avec  3  est  de  la  forme  3^±1; 
son  carré 9/»'± 6^+1  est  de  la  Forme S/i'-j-l  ;  donc,  m  et« 
étant  premiers  avec  3,  le  nombre  &=ni'—n*  est  divisible  par 
3 ,  et  par  suite ,  le  produit  abc  l'est  aussi. 

2*  Tout  nombre  premier  avec  h  est  de  la  forme  2^4*1  • 
son  carré  ip'-^lp-\-l=lpip-\-i)-^i  est  de  la  forme  ^-(-1  : 
donc ,  m  et  n  étant  premiers  avec  k  ',  les  nombres  a,  b,  e  sont 
de  la  forme 

a=2C4»»'+*n'+l). 
*  =  8(m'— n'), 
e=2(2m'+t)(2ii'+l). 

Quand  même  par  suite  de  la  similitude,  on  supprimerait  le 
facteur  2  commun  b  n ,  t  et  c,  le  produit  abe  serait  encore 
divisible  par  4. 

3°  Tout  nombre  premier  avec  5  est  de  l'une  des  formes 
bp±i  ou  ^q±i  leurs  carrés. 

asp'drlOp+l, 
25y'±20y+4,, 
sont  de  l'une  des  deui  formes    5n±  t , 

m  et  n  étant  premiers  avec  & ,  il  est  clair  que  l'an  des  deui 
nombres  a<mb, 

a  =  m'-i-n',     b^m'—n', 
est  nécessairement  divisible  par  5  ;  donc  anwt  le  produit  abc, 
ce  qu'il  lïillait  démontrer. 

DBDXlfeHB  QUESTION. 
Dmi  tout  quadrilatire  circorucrit  d  un  cercle  ou  à  une  tl- 
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SîjM«,  la  droite ,  qiU  joint  la  milieux  des  diagonalei,  patte 
par  le  centre  de  la  courbe. 

Si  le  quadrilatère  circonscrit  au  cercle  eit  un  parallélù- 
gramme ,  ce  parallélogramtRe  ett  un  totange  dont  les  diago- 
Moto  te  coupent  ou  centre  du  cercle. 

Si  le  quadrilatère  circonicrit  à  l'ellipse-  est  un  parallélo- 
gramme, tesdia^onatet  te  coupent  aucentrede  l'ellipse  et  for- 
nuntun  tutUme  de  dittmiiret  conjugués ,  quelle  que  toit  latU- 
rtetion  det  eôtét  du  ponMélogramme. 

1°  Soit  le  quadrilatère  ABCD  {fig,  WS}  circonscrit  au  cercle 
dont  le  centre  est  au  point  B ,  soit  M  le  milieu  de  la  diago- 
nale AC,  la  droite  ME  prolongée  coupe  l'autre  diagonale  BD 
en  un  point  N,  qui  est  son  milieu. 

Pour  cela,  il  safflt  de  démcKitrer  que  les  trfangles  BME, 
DMEscmt  équivalents;  car  alors  la  base  EM  étant  la  même, 
les  hauteurs  BF,  DG  sont  égales ,  et  les  triangles  reetangles 
BNF,  DNG  sont  égaux ,  comme  ayant  les  angles  égaux  et 
un  cAté  de  l'angle  droit  égal ,  «t  par  suite ,  les  hypoténuses 
BN,  ND  le  sont  aussi. 

MétantlemilieadeAC,lestrianglesBMAetBMC,AMB 
«t  CHE ,  DMA  et  DMC  sont  équivalents  :  cela  posé , 
BME=BEA— BMA— AME, 
fiME=BMC-f-CME— BEC. 
ajoutant  et  réduisant , 

fiBME  =  BEA-BEC  =  ^  {AB-BCj  ; 

DME=DEA+AME— DMA, 
DME=:DMC— OEC—GME, 
ajoutant  et  réduisant . 

2DME  =  DEA— DEC  =^ÎÎ^(AD-DC)  ; 
le  quadrilatère  étant  clrcooscriptible, 
■   AB+DC  =  AD+BG    d'où    AB— BC=AD— DC. 
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Donc,  les'  triaagles  BUE ,  DMB  sont  équivrienU;  ce  qu'il 
fallait  démoDtrer. 

ScHOLiE.  Cette  égalité  AB  — BC  =  AD— DC  moolrv 
que  l'on  peut  considérer  A  et  C  comme  les  foyers  d'une  hy- 
perbole passant  par  les  poiots  B  et  D,  M  milieu  de  AG  comme 
soD  centre  ,  et  MN  comme  le  diamètre  conjugué  de  cdoi  qui 
est  parallèle  h  BD ,  alors  MN  doit  passer  par  le  sommet  de 
l'angle  circonscrit  à  l'bjperbole ,  et  dont  la  corde  de  contact 
est  BD  ;  toute  tangente  étant  bissectrice  4e  l'angle  des  rayons 
vecteurs  menés  au  point  de  contact ,  les  c6tés  de  eet  angle 
son(biss»cteurs  desangles  ABC,  ADC,  et  par  snito le  reneon- 
trent  au  centre  du  cercle  ;  le  sommet  de  cet  angle  doit  se 
trouver  à  la  Tois  sur  MN  et  au  centre  du  cercle  ;  donc  MN 
passe  par  le  centre  du  cercle  j  ce  qui  Terme  une  autre  démons< 
tration. 

3"  Même  théorème  pour  l'ellipse. 

Toute  ellipse  peut  être  considérée  comme  )a  section  d'un 
cylindre  droit  h  base  circulaire  par  un  plan  oblique  à  l'axe, 
et  SB  tangente  comme  l'intersection  de  sod'  [dan  et  do  plan 
tangSDt  au  cylindre ,  son  centre  est  h  la  rencontre  de  sod  plan 
et  de  l'axe  ;  en  un  mot ,  ce  cylindre  est  le  cylindre  projetant 
l'ellipse  ;  la  projection  du  milieu  d'une  droite  est  toujours  le 
miUeu  de  la  prcijection  de  la  droite  et  rédproquement. 

Donc ,  le  ttiéorème  étant  rral  pour  le  cercle ,  est  encors 
vrai  pour  l'ellipse  {'). 

Tliéoréme. 

Tout  parallélogramme  circonscrit  èi  un  cercle  est  un  lo- 
sange, et  ses  diagonales  passent  par  le  centre. 

Les  droites  AE,  BE,  CE,  DE  (^.  iQj,  éUnt  bissectrices 
des  angles  du  parallélogramme,  chacun  des  quatre  trlaof^ 


(•I  L*  lUorérac  eil  dcNewun  (Prtne.  nwib.,  lib.I.coroll.S,  Imt.u).  Il 
«aille  inni  p*ur  In  conHio*)  *  branetaet  laBDfM.  Tm. 
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ABE,  BEC,  CED,  DEA  est  égal  à  celui  qui  le  sait,  eomiiie 
ayaat  les  angles  ^ux  et  un  càté  commun  ;  donc ,  ces 
quatre  triangles  sont  égaux  entre  eux ,  et  les  quatre  anglea 
au  centre  sont  droits  ;  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Thiorime. 

Les  diagonales  de  tout  parrallélogramme  circonscrit  h  une 
dlipM  passent  par  le  centre  et  forment  on  ^stème  de  dia- 
mètres conjugués. 

Supposons  l'ellipse  rapportée  i  son  centre  et  à  ses  axes ,  et 
ABCD  ifig.VJ)  le  parallélogramme  circonscrit,  leséqua- 
ttons  des  quitrs  cAtés  seront  de  la  forme 

AD  j-  =  mx+\/m'a'-\-f, 

CB  j-  =  mx—  V/m'o'+fr*, 

AB  y  =pa:+  \/p'a'-\-b*, 

CD  y=px~l/p'a^^-b\ 

Le  point  A  rencontre  de  AD  et  de  AB  aura  pour  coot- 


_f\/mV+/— Hi\//>'o'-f-fe' 
^■-  p-m 

'  p — tn 

A  cause  de  là  sjntétrie ,  le  point  C  aura  pour  coordonnées 

y»^  —  r.     et     ^,  =  —  x,- 
Dcwc,  A  C  pane  parje centre;  ce  qu'il  Callait  démontrer. 
Son  équation  est 
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L'équatioa  de  BD  g'obUendrs  en  changeant  dans  celle  de  AC 
lesîgne  de  l'un  des  deux  radlcaui. 


BD       y  = 


X,      Xf  m'tt'-{-ù' — p'a' — b'  a 

Donc ,  ces  diagonales  Torment  un  sTstème  de  diamètres. 
coqjogtiéa. 

NOTE 
LE  RAPPORT  DE  LA  CIRCONFËRBNCE  AD  DIAMÈTRE  i 


Od  sait  qu'en  déslgnaat  par  A  l'aire  d'an  polygone  régulier 
inscrit,  par  B  l'aire  du  polygone  circooscrit  semblable,  par 
A'  et  B'  les  (ptantités  analogues  pour  deux  polygones  d'un, 
nombre  double  de  càtés,  l'on  a  : 

Beprésentonfipar  Ao,  A,, A»-!,  A»,  les  aires  des  po- 

lygoiee  succeGBîrs  inscrits .  par  Bo,  Bi, B«-4,  B_,  les  aires 

des  polygones  circonscrits ,  nous  aurons  les  deux  rdations. 


(A-)'  =  A^,  ,B«-,,  (I) 

d'où,  perla  division, 


(A„)'       A«_,  +  A-'  . 


it  ât  Sinria,  membre  de  l'Acsdiigie  des  Hlenen,  lin. 


bvGoog[c 


—  191  — 
L'^iuation  (3)  donne  cette  mite  d'équations  : 

B.      -*-»- 


B._, 


Aii>_-1-|»  Aa— 1 


d'où,  par  la  mnltJplkattoD , 

A,.A,.A... 


B.  =  2"B. 


(A.+-A.){A.+A.)....(A— i+A-)"    ''. 

Si  noua  dîTisons  cette  éqaatkm  par  l'équation  (3) ,  B«  se 
trouTera  étiroiné ,  et  il  viendra  : 

(A-)"    =  a^-B.    ;.  ,  .,,^f^AV^^^^,A''"'J-A  ^  ^^^ 

{A,+AJ(A,+AJ....  (A»_j+A_i) 
Si,  dans  cette  dernière  équation,  nous  changeons  m  en 
m—l ,  nous  aurons 

'*-'"=''"°-(A.+  A,)lA,+i);.*ir^+A«)-  '" 

Enfin ,  si  nous  divisons  (6)  et  (6)  membre  à  membre ,  nous 
arriverons  k  cette  relation  remarquable  : 

'*■'■= 'â:^,-         <" 

Ainsi ,  Us  mm  des  polygona  mcceaiifi  interiti  <oni  ta 
terme»  (Tufw  tutfe  tàk,  que  le  earri  de  chaque  terme  «a  égeU 
audtmbleduaibedutermepricédeiUyditiUépar  la$(mmide 
eelm-ei  et  du  terme  qm  leprieide. 

>  Prenons  pour  unité  le  rayon  du  cercle,  et  partons  du  carré 
inscrit.  Un  calcul  dlrectdonoe  pour  l'aire  de  cecarré  le  nombre 
2 ,  et  pour  celle  de  l'octogone  inscrit ,  2|^S.  Ainsi , 
A,  =  2,      A,=ai/'2. 
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Pouf  obtenir  Tiire  du  polyg<»ie  inscrit  desei»  cM^,  JVni- 
plc^ta  formule  ci-dessus;  elle  donne 

Donc 
Prenant  m  égal  à  3,  J'obtiens  dfl  mime, 

°°   sl/'s+»k'a— k'a        i/^a+at^a— k*» 
(3— l/a)V^ï^r^[aW"3  — l/a-l/'a] 

~  »(a— K2)— a 

(a-|/a)>/?^^i^l>  \/a— t^a-l^a] 

™  3— ai/2 

=s9(a— Ka)  (s+av'^a— V^â  [a  Va—Vi—vH 
= sa  (a+  l/aïka— i/2[a  (/a— y/a— y/a] 
=3a(2+l/'2)[a  (a— 1/2)— ka(a— k'a)] 
=  32[a(*-a)— K2(a— |/2)(2+l/'a)'J 
=3a[»-k»(2+  k-a)] =M[a— l/a+Ka], 

et  «Dftn 

A,  =  8  va  —  l^a+l/i- 

.  On  voit  que  la  complication  du  calcul  augmente  rapide- 
ment. Noua  engageons  lee  commençants  à  former,  en  pariant 
desTaleursde  A,etde  AiiVeipresslondeAj,  laquelle,  toutes 
rMuctloDB  raites,  devient 


A,  =  i6V  a-Va+t/j+k-â. 

aiiut  que  nous  le  démontrerons  plus  loin. 

Je  reprends  l'équation  (7),  et,  ails  d'arriTcr  à  une  relation 
plus  simple  entre  les  aires  suecessiTes,  je  renrerse  la  tntttoa. 
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i  le  sMODd  membre  de  cette  équation ,  ce  qui  donne 


(^)-=5[fe:+<]. 


(9) 


Si,  comme  cHlenus,  nous  partons  du  carré  loscrlt,  nous, 
anroiu  d'abord 

A,  =  8,      A.=  9l/2i 
d'où 

*  *         "'      i/i 

"       r         ■       1/2'       a.       ^  '' 
«prte  qnol  la  formule  (0)  donnera  suecesBiTement  : 


^^|/s+|/â,  f^'=\/2+|/a+^^. 


Va+Ï^s 


2+k2  +  l/2,  elc. , 

valeur  dont  la  loi  est  com{détement  évidente.  Ces  valeurs 
dmoeat  ensuite, 

<ii=^|/2k^2+V^,  .8^=^1/2 l/2+i:^l^2+|/2+I?2,  etc. 

SabaUtaant  dans  l'équation  (9) ,  nous  aurons  donc 


A,  =  2-t:,      A.  =  2— -X- 


|/â  |/2       1/2+1/2 


1/2-   ^/,+K2   v/2+»-^:^7l' 

C,q,-Z.-dbvGOOg[C 
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La  limlle  des  aires  A,,  A, ,  A. ,  est  l'aire  do  cercle  du  rayoi 
1 ,  laquelle  eri  représeoUe  par  n  ;  donc  : 


Le  second  membre  de  cette  équation  est  composé  d'un 
nombre  ioBoi  de  facteurs,  tous  plus  graDda  que  l'unité,  qui 
est  leur  limite.  Cet  exemple  prouTe  donc  combien  11  est  né- 
cessaire d'Insister  sur  cette  pnqwslUon:  La  puûsaace  n* 
d^une  quantité  pttu  grande  que  tunité,  peut  dépaaer  toute 
limite^  lortque  aeit  tuffiianment  grand. 

L'équation  (10)  peut  être  écrite  autrement.  En  ellet. 


Cette  formtde  élégante  n'est  pas  nouyelle  ;  eUe  a  éte  donnéa 
parEnler(noT.  comm.  Petn^.,  année  1760-61  ).  La  con- 
struction géométrique  est  éyidente ,  et  eUe  a  ceci  de  remar- 
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qgaUe ,  que  chaque  opérttioo  conduit  à  deux  valeurs  de  plus 
eu  plus  approchées  de  î  ,  l'une  par  détail,  l'autre  par  eicès. 
Si  l'on  avait  pris  pour  pohit  de  départ  un  polieone  régu- 
lier Inscrit  dînèrent  du  carré ,  on  aurait  trouvé  de»  résulta» 
aussi  cnrieuj  que  les  précédents,  mal»  moins  simples: 
Reprenons  i'équaUon  (7),  et  posons 

A.  =  2-*.,  («) 

de  t«lle  sotte  que 

*.  =  -!-. 

a. 
A  l'aide  de  cette  sabstitution ,  nous  obtiendrons 

On  a,  

De  ces  deux  valeure ,  on  oonclut  : 

Pour  reconnattre  si  cette  relatioD  a  lieu  généralenient, 
admettonft-la  poar  un  instant,  et  posms  : 

(é.}*  =  2-|/4-(*— i)'.  (1*) 

Par  le  cbangement  de  m  en  (m— 1) ,  nous  obtiendrons  twA- 


Or,  va  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (13),  on  la 
transforme  en  une  identité  -,  la  loi  se  trouve  vériBée ,  et  l'on 
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k  nombre  des  rafficaui  étant  m 
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Par  suite ,  la  Tsienr  de  A.  devient ,  k  cause  de  (12^ 

A.*2"V  2— (/a+l/S+T..;  (16} 

ainsi  que  nous  l'avions  annoncé. 

La  limite  du  premier  membre  de  cette  dernière  équation 
est  l'aire  du  cercle  ;  donc 


.r=KBBte(fe2"V  2— Va-f  l/â+.l/...i       (17) 
ce  qui  est  assez  curieux. 

Si  l'on  compare  les  deux  valeurs  diflérentea  trouvées  pour 
A. ,  on  trouve  la  ration 

2  =  |/a.  K2+l/2.*^2+l/2+|/2.... 


xV  2-/2 


2  +  r/2+V-i  (") 
dans  laquelle  le  nombre  des  facteurs  avant  le  sigae  x  est  égal 
au  nombre  des  radicaux  qui  suivent  oe  signe.  Ainsi,  par 
exemple  : 

2  =  1/2x1/2,   a  =  |/a.  v/24-|/2xt^2— 1/2, 
9=l/2l/2+|/aV  a+k^a+l/a^x  I/2— l/a+v/s,  etc. 

Du  reste,  ces  égalités  se  vérlHent  immédiatement. 

CONSIDÉRATIONS 
SUB   LE  TRIANGLE  RECTILIGNE. 

(Saile,  oaïuxp.».) 

Théorime. 

22.  Dans  un  triangle,  les  trois  hauteurs  se  coupant  en  six 

segments  ;  les  milieux  des  segments  qui  partent  des  angka  ; 

les  pieds  des  hauteurs  ;  les  milieux  des  cAtés  du  triangle,  don- 
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nent  neof  points  sHoés  sor  la  même  circooféraDce  ;  le  centre 
de  cette  circonférence  est  sur  le  milieu  de  la  droite  qui  Joint  le 
centre  da  cercle  circonscrit  aa  point  de  rencontre  des  trois 
baateurB  ;  le  rayon  de  la  drconférence  est  ^al  à  la  moitié  du 
rayon  du  cerde  circonscrit  ;  et  cette  drconrérence  touche 
intérîenrement  le  cercle  inscrit ,  et  extérieurement ,  les  trois 
cerctes  ex-inscrits. 

Démorutralion.  Soit  ABC  le  triangle  ;  nous  conservons  les 
mêmes  lettres  et  les  mêmes  notations  qu'on  trouve  à  la 
page  80  ;  de  ptns  : 

H' ,  centre  du  cercle  passant  par  les  neuf  points  ; 

Q,  centre  do  cercle  ex-inscrit  touchant  le  cAté  AB  et  les 
deux  cAUs  AG ,  BG  pnriongés  ; 

f  rayon  de  ce  cercle  ex-inscrit  ; 

G'E«=«", 

Les  tiDifi  points  milieux  des  c6tés,  le  pied  d'une  hauteur, 
sont  évidemment  les  quatre  sotnmets  d'un  trapèie  ayant  deux 
diagonales  égales.  Ce  trapèie  est  donc  inscriptible.  Donc ,  les 
trois  pieds  des  hauteurs  et  les  trois  points  milieux  sont  sur 
une  même  drconférence  :  ces  derniers  tr<^  points  et  un  pcdnt 
milieu  d'an  segment  des  hauteurs  adjacent  à  on  aiM^  for- 
ment on  qiudrilatère  ayant  deux  angles  opposés  dnrits  ;  il  est 
donc  inscriptible  :  d'où  l'on  conclut  que  les  neuT  points  men- 
tionnés sont  sur  une  même  circonférence ,  ayant  pour  rayon 
—  et  on  voit  facUemeot  que  son  centre  H'  est  situé  au  milieu 

de  EH. 
Menons  les  trois  droites  GE ,  GH',  GH  ;  on  a 

aGH"  =  GE'-|-GH'-^(Legend.,  Ht.  UI,  pr.  XIV). 

on  2GH"  =  e'+/'— 5-; 
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remplaçant  e ,/,  ''  par  leurs  valeurs  (pages  81  et  82] ,  on 
trouve 

SGH"=Ç-2Rp-(-a|i%    d'où    GH'  =  |  — p; 

ainri .  la  distance  GH'  des  deux  eeatree  est  égale  à  la  diK- 
reoce  des  rayons  ;  donc ,  le  eerde  des  neuf  poiats  toacbe  is- 
tirleureinent  le  cercle  Inscrit  au  triangle  ABC. 

Henons les  droites CH,  CH', Gï,  on  a,  par  la  propoêWon 
citée, 
aGH"  =  G'E'  +  G'H'-5^    oa    2G'H''=«^ +/"--; 

On  peut  calculer  é,  f  directement,  mais  on  peut  dédain 
ces  valeurs  de  celles  de  e  et^en  changeant  p  en— p',  et  rein- 
plaçantf  para4~^— ''i  car 


ainsi ,  on  obtient 

/••=R'+2R,', 

d'où 

2G'H"=|'+2Rp'+2A     et     G'H'=5  +  p'i 

ainsi,  la  distance  G'H'desdeaxcentreaestégale&lasommedes 
rayons  ;  donc ,  le  cercle  des  neuT  points  touche  extérieure- 
ment le  centre  du  cercle  ex-Inscrit ,  tangent  au  câté  AB  ;  It 
«1  est  de  même  pour  les  deux  antres  cercles  ex-inscrits  ,  etc. 
C.Q.F.D. 

S3.  On  a  [p.  84): 

^  — P=^,     ainsi    2R.GH'=GH'i 

ce  qu'on  peut  énoncer  sous  cette  forme  de  théorème  :  La 
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diitaBoe  des  ceaUu  des  eerelas  inscrits  et  circooscrlta  à  un 
triangle  est  une  moyenDe  pn^rtionnelle  entre  le  diamètre 
du  cercle  circonscrit  et  la  distance  du  centre  du  cercle  in- 
scrit au  centre  du  cercle  des  neuf  points. 

Si.  GAufraliMrtion  du  fAdoréme.  Un  triangleétantinscrit  dans 
une  section  conique ,  si  par  chaque  sommet  on  mène  une 
droite  transrersalere^tectiTement  conli^uéeaucAté  opposéf), 
ces  trois  droiles,  se  rencontrant  en  un  point,  forment  six  ser- 
ments ;  les  milieux  des  segments  qui  partent  des  angles,  lespieds 
des  transrersales ,  tes  milieux  des  cAtés ,  sont  neurpoinls  si- 
tués sur  une  seconde  section  conique ,  semblable  à  la  conique 
dreoBserite  et  semblablement  placée ,  et  elle  touche  une  trol  - 
êième  section  coniqne  inscrite  au  triangle  semblable  aux 
deux  premières,  et  semblaUement  placée. 

La  méUiode  des  projections  cylindriques  suffit  pour  trans- 
porter dn  cercle  k  l'ellipse  certaines  propriétés  des  diamètres 
eonjognés,  des  tangentes,  des  intwsectlons  de  lignes,  des  pro- 
portions géométriques,  des  moyeniies  dislances.  Il  n'en  est 
pas  ainsi  pour  la  parabole  et  l'hyperbole  ;  ces  courbes  exigent 
des  démonsbvtions  spéciales  ;  car  on  ne  peut  les  considérer 
que  comme  des  projections  coniques  du  cercle.  Or,  ni  les  dia- 
mètres conjugués ,  ni  les  proportions  géométriques,  ni  les 
points  de  moyenne  distance  ne  restent  tels,  quand  on  les  pro- 
jette eoniqoement.  Il  fout  alors  av(rir  recours  à  la  proportion 
hannwiique  qui  se  projette  cylindriquement  et  coniquenieni  i 
c'est  cMe  qu'on  rencontre  le  plus  fréquemment,  c'est  celle 
dont  on  ne  s'occupe  d'ancnne  manière,  dont  le  nom  n'est  pas 
même  prononcé  dans  les  traités  officiels. 

Obêenation.  La  dénomination  de  cercle  ex-4nscrit  a  été 
Introduite  par  Simon  Llinilller  {Atmale»  de  Gergonne ,  tome  1 , 
pag.  156,  année  1812). 

(*}  Deu  drallM  «onl  cMjgtaMt  Itnqa'eltai  uni  piralltlM  1  deux  dii- 
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26.  Soient  p,p',  p",  p'";  f^,  f.  f"  1«  rayons  Oes  quatre  cer 
clés  tangents  bus  cAtés  du  triaagle  et  les  distances  des  quatre 
centres  au  centre  du  cercle  circonscrit  ;  nn  calcul  très-fscile 
donne 

S" 

pV+pV+p'p  =— ) 
p 
,  „  „,     s- 

p'pV  =  p(pV' •!-?>'"+?'?"')> 
/•+r'H:/"*+/""  =  ^2R". 

Connaissant  donc  les  trois  rayons  des  cerclesex-iûscrits ,  on 
peut  trouTer  le  rayon  du  cercle  inscrit,  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit et  l'aire  du  triangle  ;  et  par  conséquent ,  1«  coetB- 
cienb  de  l'équation  da  troidème  degré  qui  a  pour  racines  ks 
trote  c6tés  du  triangle. 

36.  Conséqnemment,  lorsque  deux  triangles  ont  les  rayons 
des  cercles  ex- inscrits  proportionnels,  ,les  triangles  sont 
semblables.  En  général ,  lorsque  trois  quantités  déterminent 
complitemmt  tes  côtés  d'un  triangle ,  ces  trois  quantités 
données  variant  proportionnellement  ,  les  cAtés  yarient 
dans  le  mSme  rapport  et  ie  triangle  reste  semblable  ;  car, 
cbaque  cAté  est  nécessairement  une  fonction  Ibiéaire  homo- 
gène .  rationnelle  ou  irrationnelle  de  ces  quantités  :  or, 
lorsque  ces  quantités  augmentent  ou  diminuent  toutes  dans 
le  même  rapport,  il  est  dans  la  nature  de  ces  Tonctioni 
d'augmenter  ou  de  diminuer  dans  le  mSme  rapport. 
Th. 
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CENTRE  DB  tiRAVlTË 

D'tw'arc  ^ptéleonqtu  i'kéliee  iraeie  iwr  wi  cyliiwln  AraU  A  bote 
■àraUaire- 

Soit  H  [Fig.  48)  nu  arc  qoelconqne  d'hélice  moindre  qu'âne 
spirfl'  Soit  A  l'arc  de  cercle  qui  lui  sert  de  projection  lar  la 
base  dn  cylindre  ;  je  di/que  le  centre  de  grarîté  de  H  se  trouve 
i  l'intenectlbD  de  la  perpendiculaire  élevée  par  le  point  g, 
centre  de  grarîté  de  l'arc  A,  et  do  plan  parallèle  i  la  baae, 
mené  À  égales  distances  des  deux  extrémités  de  H. 

Pour  le  démontrer,  remarquons  que  la  tangente,  en  un 
pwDt  quelconque  de  l'hélice ,  fait  constamment  le  mAme  angle 
avec  le  plan  de  la  base  da  cylindre  ;  ou  autrement ,  que  cha- 
que élément  de  cette  courbe  est  paiement  ioclipé  sur  ce 
plan. 

Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  que  si  tous  Ie>  éléments  de  H 
sont  chargés  de  poid%  égaux  ;  les  éléments  de  l'arc  A ,  pro- 
jection de  H,  seront  aussi  chargés  de  poids  égaux. 

JDonc ,  le  centre  de  gravité  de  H  se  projette  en  g ,  caitxe  de 
gravité  de  A  ;  donc  la  première  partie  de  la  proposition  que 
nous  avons  eu  en  vue  est  démontrée. 

Quant  à  la  seconde,  savoir,  qae  le  centre  de  gravité  de  H 

est  SOT  le  plan  parallèle  &  la  base  qui  coupe  l'arc  H  en  deux 

parties  égales,  elle  est  évidente  d'elle-même,  parce  que  ces 

,  deox  parties  peuvent  se  superposer  comme  les  deux  moitiés 

d'un  arc  de  cercle  se  superposent. 

Si  l'arc  d'hélice  est  composé  d'une  ou  de  plusieurs  spires, 
son  centre  de  gravité  tombe  évidemment  au  centre  o  de  la 
base  du  cylindre ,  et  le .  poids  dont  ce  centre  est  chargé  est 
proportionnel  au  nombre  des  spires  dont  se  compose  l'hélice. 

Enfln,  si  l'arc  d'hélice  se  compose  d'un  nombre  exact 

As*.  H  H^nCa.  I.  1^ 
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d'héUoH  phu  de  l'arc  H,  nous  représenterons  tout  i  la  foi* 
par  o  le  centre  de  gravité  de  toutes  ces  spires  et  leur  poidi; 
de  sorte  que  st^continae  d'itre  le  pcûds  et  le  centre  de  gra- 
vité de  l'arcH ,  Il  suffira  de  partager  la  diriance  t^'en  parties 
inTersement  proportionnelles  eux  poids  o  et  f  pour  avoir  la 
projection  du  centre  de  gravité  de  l'arc  total  d'bélice  que  l'on 
eonaidère.  Soit  k  ce  point  :  arrivé  là ,  il  ne  restera  plus  qu'i 
couper  la  peipendlcuiaire  an  plan  de  ia  baie  ,  par  nu  pian 
parallèle  à  cette  base ,  i  ^iles  dUtadtses  des  deux  extrémités 
de  l'arc  dont  on  s'occupe. 

CENTAB  DE  GRAVITÉ 

Dt  la  tvrfaee  d'un  filet  de  tU  carré  ou  triangulaire,  eompritt 
tnire  dtvx  poiitùm»  de  ta  génératrice. 

Soit  d'abord  une  portion  d'hélicoldeH,  moindre  que  celle 
qui  correspond  à  une  spire ,  je  dis  que,  dans  ce  cas,  le  centre 
de  gravité  de  cette  portioa  se  trouve  sur  la  perpeudlculaire 
élevée  par  le  centre  de  la  projection  de  H  sur  le  plan  borizoo- 
tal.et  encore.sar  le  plan  parallèle  à  ta  base  de  lavis,  mené 
i  égales  distances  des  deux  génératrices  qui  limitent  la  por- 
tion d'béUçoIde  H. 

Pour  le  démontrer,  remarquons  que  l'on  peut  considérer 
tous  IM  points  qui  composent  la  surface  du  filet ,  comme  ap- 
portmant  i  des  bélices  décrites  sur  des  cylindres  de  même 
axe,  mate  de  rayons  différents  ;  et  si  l'on  représente  par  ma  et 
no,  les  projections  sur  le  plan  de  la  base,  de  la  génératrice 
considérée  dans  deux  positions  dilTérentes,  il  est  aisé  de  voir  * 
qœ  tons  les  arcs  d'bélice  compris  eatreces  deux  positions,  sont 
des  arcs  semblables ,  c'est-i-dire  Bont  tous  les  éléments  sont 
parallèles,  chacun  à  diacoo,  et  par  conséquent  en  mftnie 
nombre ,  se  {ffctletaot  selon  des  arcs  de  cercles  semblables 
mn,pq n,  ce  dernier  étant  sur  l'axa  de  la  vis  {^.49}. 
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Or,  tout  ces  ares  d'hélice  étant  chargé*  de  poids  égaui,  les 
utMmn.pq....  rt  sont  aussi  chargés  de  poids  ègmx  entre 
«ni;  d'où  ilsnitqae,  si  par  le  centre  de  gravité  delà  por- 
tion de  secteur  clrcolaire  mniv,  on  élère  une  perpendiculaire 
k  ce  plan ,  cette  peipendleolaire  ira  passer  par  le  centre  de 
gravité  de  H ,  donc  la  première  partie  de  la  protmltion  que 
j'ai  en  Tue  est  démontrée. 

Quant  à  la  seconde ,  savoir  :  que  le  centre  de  grarité  de  H 
est  sur  le  plan  parallèle  \  la  base ,  i  égales  distances  des  deux 
géoéntrlces.qai  limitent  H,  elle  est  évidente  d'elle-même, 
puce  que  ces  deux  portions  peoTeot  se  superposer,  comme 
1m  dm»  moitiés  d'an  secteur  de  cercle  se  superposent. 

81  la  portiOB  de  la  sorbce  H  eomqMDd  à  un  nombre  sxMt 
de  sph^i  son  cesitre  de  gravité  tombe  évidraunent  au  centre 
4ê  la  baae  ds  erlindra,  et  le  poids  dont  ce  centre  est  chargé, 
eat  proportionnel  an  nombre  des  qtiree  qui  eorraqwodeat 
iH. 

BiAi,  si  H  eorreqmad  àua  nondiTe  exact  de  spires  plus 
k  uae  portion  de  spire,  on  «qiérera  comme  on  a  opéré  dans 
l'artiele  précédent,  lorsqu'il  était  question  de  l'an  d'hélice 
eoi^osé  depiOBiearB  spires,  frins  d'un  are  mtdndre  qu'une 
qrtKe. 

FUBIOT, 

j^uimnammét  VAcaâ4mM  de  Gmohle. 

!>aiU-lHkr,  prttamraU*,iTBar»  tlli. 
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ANALYSE  D'OUVRAGES. 


CoMPUtHENT  DE  GÈOMÉTMVS  ahalttiqce,  par  C.-E  Page, 
professeur  à  l'École  royale  d'artiDerie  de  La  Fère.  Paris , 
1841 ,  ln-8°  de  180  pages,  h  planches  [*]. 

Les  aocieDS  attachaient  i  la  droite  et  au  cercle  des  iàèeà 
particulières  de  beauté  et  de  perfectioD  ;  en  conséquence  de 
cette  disposition  superstitieuse,  ils  ont  désigné  ces  âesz  li- 
gnes sous  le  nom  par  excellence  de  ligna  géométtiquet;  nom 
qu'elles  ont  conservé  dans  les  mathématiques  modernes, 
science  où  11  règne  encore ,  comme  nous  aurons  soumit  Ubb 
de  le  remarquer,  beaucoup  de  superstitiODs.  Les  pn^riétte 
principales  de  ces  deux  lignes,  celles  des  aires  et  Tohunes  tes 
plus  simples ,  qu'elles  sont  susceptibles  d'engendrer,  remplis- 
sent les  15  livres  et  les  données  [data)  d'EucUde  ,  ainsi  que  les 
8  livres  de  Legendra.  On  n'y  rencontre  que  la  proporti<m  dUe 
aussi  géométrie,  qui,  lorsqu'elle  devient  coatioue,  donae 
lieu  à  la  moyenne  gémnétrique  et  A  la  section  bizarrement 
désignée  par  moyenne  et  extrême  raison.  Presque  toutes 
las  propositions  relatives  à  cette  espèce  de  pn^iortion  sont 
fondées  sur  ce  qu'elle  se  projette  cyllndriqnement  sur  un  plan 
sans  s'altérer ,  tandis  qu'elle  s'altère,  généralement  parlant , 
dans  les  projections  coniques  ("}. 

C'est  dans  l'école  de  Platon ,  livrée  à  des  recherctiei  d'en- 


(*)  Cbu  CuUUn-fiiBary  si  V- Otlmost ,  Mileon,  qui  dei  AvgnlllM, 
nxM  et  11,  IPtrii. 

(**)  Lt  proJKUan  cjliDdriqoB  l'opéra  par  an  >)llèiM  da  drallu  ^rtlIAIw,  >t 
la  projMilan  Ganic|ii«  p«r  un  »]iU«(  de  drvlM  MntertenlM  len  ■■  mtiM 
poinl  Si*. 
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«tésmétaphysiqnes,  que,  parune  exception  asm  inutUnduci 
on  s'est  occupé  d'autres  ligoes  que  la  droite  et  le  cercle,  et 
priocipaiement  de  celtes  que  donne  l'IntersecUen  Au  cdne  et 
do  plai  ;  mais  les  propriétés  de  ces  lignes  exigent  qu'oD  fasse 
attention  à  une  autre  sorte  de  proportions  et  de  secttons  de  la 
drcdte ,  dites  harmonique» ,  et  qui  se  pn^Jettent ,  sans  s'al- 
térer, cytiodriquement  et  coniquement  ;  on  rencontre  ces  sec- 
tions, pour  ainsi  dire,  à  chaque  pas.  Aussi,  les  géomètres  s'en 
sont-ils  beanconp  enquis  jusqu'au  dlx-hoitième  siècle  ;  alors 
ces  prqiriétés  ont  diqrani  des  traités  didactiques ,  et  elles 
n'appartenaient  plus  qu'à  l'histoire  etàla  science,  lonque  le 
eélâire  Carnot  pnblia ,  en  1803,  sa  géométrie  de  position ,  qn'l  I 
aTalt  tkit  précéder  de  considérations  sur  les  corrélations  des 
Sgurea.  La  théorie  des  transversales  de  ce  géomètre,  en  1806, 
et  les  traranx  graphiques  de  l'École  polytechnique  ont  ra- 
mené rattention  sur  les  proportions  et  les  progressions  har- 
moniques, sur  les  involutions  de  Desargaes.  sur  les  pâles  et 
polaires  ;  c'est,  grices  l  vrtte  nouvelle  impulsion ,  que  la 
géométrie  doit  les  Immenses  progrès  qu'elle  a  faits  dans  ces 
derniers  temps ,  comme  s'exprime  U.  Liouville  [*). 

La  gétHuétrie  des  coniques ,  ligues  etsnrfheesa  (kit,  depuis 
nu  demi-siècte  ,  d'immenses  progrès;  mais  les  livres  classi-  ' 
qata  qui  en  traitent  sont  restés  stationnaires ,  et  sont  au  même 
point,  etpeut-ètremémeen  deçà,  où  nous  ont  laissés  Rivard, 
Marte,  Lacaille,  et  certainement  très-arriérés  sur  Sanri  et 
Haodoit.  On  dirait,  i  en  Juger  par  certains  ouvrées,  que 
Descartes  a  introduit  l'analyse  dans  la  géométiie,  nos  pour 
l'oiricbir,  mais  pour  l'appauvrir.  Henreusement  que,  dans  la 
opitale  eu  moins ,  beaucoup  de  professeurs  suppléent  par 
l'enseignement  à  la  maigreur  du  programme  officiel  ;  mab  il 
était  à  désirer  qu'on  pût  mettre  entre  les  mains  des  élèves  un 

O  Jearnjl  dei  latAémttiiiiiH,  l.  VI,  p.  Jig.  igii. 
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wxmgB  peu  voUmÛMax  et  reaferaunt  les  priadpalos  pnn 
pofitloDt  d0  la  gtemétiie  deB  UinsrerMlei. 

UPago,  •DteardallmqiienoasallonMBaljMf,  renydtt 
parfoUenwQt  cette  coodiUui.  SI  noos  disioas  que  ce  ^fn  «t 
atlle,iioBtfiiêMrioosjDrteiqa'à  demi;  cir os Utto est Indto- 
pensable  i  totu  ceux  qui  ttenneot  i  as  DWttn  k  la  hrateor  de 
l'ttai  Mtoel  de  l'emeigDeaiuit  dans  bemieoap  de  coUégea  dt 
Paris. 

LlntrodoettoD  (i-S9)  est  eottèrament  eouMcrée  k  to  tbéorte 
ani^Ttiqae  des  fouettons  et  de  leurs  dMTéei,  et  des  dlacoHfaiii 
qu'ellea  présastent  lorsque  ces  fonctienB  admettent  de*  &e- 
t(HtrsntkHUKla,lrrationi|A,^mx  on  inégaux,  fiolsoob- 
flnis ,  rMs  on  Itnagf nalies.  L'anteor  donne  la  théorie  des  li- 
mttes.  Mail  Lagrange  a  delà  Ait  dwarer  que  la  soa>4aB' 
gente  n'cet  pas  la  limite  des  sotu-«écantes.  Anari  l'auteur 
donne  une  démonstratton  Ingéoieitse,  qnl  n'est  pourtant  pu 
à  l'abri  d'une  objeetlcm ,  de  l'existence  de  la  EooctioD  prime  ; 
démonstration  qui  rentre  Jans  oelle  d'Ampère^  Au  rond  tout 
revient  h  démontrer  que  le  plan  des  icy  coupe  la  iq^lkoe  le- 
présentée  par  réqnaUon/[«-|-z)— ^/jnmtj'. 

Après  l'étabUssenent  des  théorèmes  de  Taylor  et  de  Hae- 
laortn,  viennent  les  intei!prétati<nu  de  certaines  Talenrs  per- 
tienllères des  dérivées,  les  raleura  eiazÛM, mwimmi,  etc. 
On  auratt  désiré  que  l'auleer  indiquât  le  beau  théorème  de 
Lagrange ,  modiâé  par  H.  Caaohï,  pour  éraloer  le  reste  de 
la  série  de  Taylor.  Cette  évaloation  pesd  seule  léglttatar 
l'empM  de  la  série. 

L'oarrage  est  divisé  en  6  Uvrei. 

Le  premier  livre  (81  à  U>}  est  oonsaué  A  des  géntodttés  sur 
l'algèbre ,  l'homogénéité  et  sur  la  maaière  de  détermiBer  la 
podtion  d'uD  point 

«  On  peut  définir  l'algèbre ,  en  disant  qu'elle  consiste  rim- 
ptemont  à  intervertir  l'ordre  des  (q>érations.  »  —  le  ne  cmu- 
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prends  pu  cette  dMnltlon ,  malgré  l'expUoation  qai  la  rait. 
Le  i^port  mharmomque  a  élé  talroduit  par  Chuhs  (*}.  Il 
•qiriiDe ,  une  dnrile  étant  dlTf§ée  en  tnia  segmenta ,  le  qoo- 
ttent  do  proânlt  dea  segments  extrAraes  dlTisé  par  le  prodnlt 
du  segDMBt  moyen  et  de  la  Ugne  entière.  Cette  déflnttion, 
teDBéeparM.Page,  est  ptas  précise  qaeedle  de  M.  Cboslcs. 
LorsqveaeqiwtteBtett  l'vntté.le  rapport  est  harmwi^tu; 
etlorsqoe  le  fHrodott  de  deni  rapports  enharmoniqiia  est  ^1 
k  l'unité,  ces  rappcvta  sonts  dits  tiMwnw.  Parmi  les  qoatre 
poMs  que  Kraralt  la  dirMon  d'une  droite  en  trois  segmenta 
lMnBOniqaea,lepreBi«et  le  trotslèase ,  sont  dits  con^yj/Hrfi, 
alnal  qne  le  denxiàme  et  le  quBbrième. 

L'iPHifMioK  qv'on  d(dt  à  Desargues  consiste  en  «ci  : 
Scient  six  points  dtnésea  ligne  droite  et  désignés  par  .les  nom- 
farea  1, 8,  8, 4,  5, 6;  regardons  Ietfc,8et5,8et6,  ownme 
des  points  rédproqoenent  otRijDgDés  ;  si  quatre  qnekonqiun 
de  ces  points  TounisHent  un  quotient  eehamonlqne  égal  ou 
iBfecwà  leuneoDlogoés,  les  p^nts  sont  dits  être  «ilnTola- 
HoQ  ;  Il  existe  alors  un  sc^iUème  point  nommé  centre  d'iiTO- 
Intàen  sur  la  droite,  tel  que  le  produit  de  ses  distances  à  deux 
pekitscoqjugnésest  constant,  etréoiproqaement,  lorsqu'un  tel 
sqiliàinn  poinl  existe ,  les  six  antres  sont  en  invointion.  On 
voiteommentles  coordnutéea  d'une  hyperbolerapportéei  ses 
aarmptetfs ,  peuTort  servir  i  mettre  des  points  en  iDTtdutlni. 
.  Le  Hm  3  (W  à  61)  est  coosacré  é  la  théorie  des  transrei^ 
sales,  des  pMes  et  ptdalres  des  droites  (")  ;  de  la  propriété 
des  tr^Mversales  ranleor  déduit  directement,  et  d'une  ma- 
Mn  simple ,  ces  théorèmes  qnll  sufflt  d'éuncer. 

1".  Si  deixtrlai^ksOBt  leurs  sommets  âtoés  trois  droites 

O  àrw  faMoriqia  IM  rwItiM  «t  l«  S*tat«pp«isMi  dM  BWiedM  m  a*«' 
■Mrfa,iD-1.  itiT. 
O  l4  iiiot  P*l"  9^*  d*"  «  •»)  ■  M  inlroduil  par  H.  Sanoi*.  (  Jogr»l  <Ic 
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coooourant  en  on  polot ,  les  trob  pointe  de  rencontre  des 
câtés  opposée  sont  en  ligne  droite  [p.  63). 

3".  Dans  tout  hexagone  inscrit  à  deax  droites,  les  trois 
points  de  raicontre  des  cAtés  opposés  sont  eo  ligne  dnrite 
(cas  particulier  de  Hiexagramme  de  Pascal ,  et  déjà  énoncé 
dans  la  eoUection  de  Pappos  ) .  Après  arotr  ^iHqué  ce  qtt'Mt 
entend  par  faaceaux  enhannoniques  et  barmODiqiieB,  rsoleur 
passe  an  quadrilatère  complet  et  démontre  ftcilement  que  les 
miUeox  des  trois  dii^onales  sont  en  ligne  droite;  et  siTon  coOpe 
par  une  transrersale  les  quatre  cAtés  et  les  drax  -diagonales 
d'un  quadrilatère  simple ,  les  six  pointe  dlntersectlos  sont  en 
inTolotlon  (cas  particulier  (httbéMème  général  de  Desargws}. 
Le  trcMëme  Urre  (66  à  70}  traite  des  lienx  géométiiqoes  et 
des  couiites  engendrées  par  la  variation  d'on  des  coeflBciento 
de  l'équation  de  la  droite  ;  fauteur  déduit  de  là  le  théorème 
connu  de.Garaot,  relatif  aux  segments  formés  sur  les  côtés 
d'un  triangle  par  une  drconf^nce  qui  les  traverse ,  et  en- 
suite ce  théorème  de  Desar^oes:  les  quatre  cAtés  d'un  quadri- 
latère inscriptible  et  la  circonférence  circonscrite  sontconpés 
par  une  transversale  qnelctniqaeen  six  points  en  invidutlan- 
La  théorie  des  courbes  commence  au  lirre  quatrième  (  80  k 
117).  On  ;  trouve  les  théorèmes  de  NeiHon  et  de  Caraot  sur 
les  segments.  Les  recherches  sur  les  centres,  tangentes,  aar- 
males,  points  singuliers,  dlaSexions,  points  msltljto,  blan- 
ches ioflotes,  asymptotes,  sont  exposées  avec  clarté  et  cMici- 
sion  (U  à  116). 

U  y  a  dnq  exemplesde  discussion  de  courbes  du  troirièmeet 
quatrième  degré  ;  on  explique  la  génération  des  courbes  en- 
vehq)pes  d'une  droite.  On  donne  pour  exemple  la  courbe 
engendrée  par  une  droite  de  Itmguenr  constante,  dont  les  ex- 
trémités sont  constamment  sur  les  cdtés  d'un  angle  droit  ;  la 
courbe  est  du  sixième  degré ,  non  du  huitième ,  et  aurait  dû 
être  discutée. 
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Lb  elaquitoie  livn,  en  59 pages,  dous  procure  un  tniilé 
cm^let  des  lignes  duwcoDd  ordre ,  iofinlment  plus  complet 
que  ce  qa'oo  nous  raconte  là-dessus  dans  des  ouTrages  dix 
fois  plus  Ttriuminenx.  Cet  avantage  est  le  résultat  des  théories 
génteales  déreloppées  dans  les  livres  précédents.  Outre  les 
propriétés  vulgaires  concemaut  la  classiflcatioa ,  les  diamè- 
tres conjugués  ,  les  axes  prlocipauz ,  les  foyers,  on  lit  (p.l28J , 
tout  ce  qui  cooceme  les  pAles  et  polaires,  exposé  par  une 
•Bstyse  courte  et  (ke&e.  Ayant  établi  la  génération  des  coni- 
qnat ,  au  morai  de  deux  droites  mobiles  pivotant  autour  de 
points  axes,  tbéoFèiiie  qn'on^doit  au  pasteur  Braikenridge, 
l'aolrardéiiuMttre  facilement  le  tbéorème.de  Desargues,  rap- 
porté i^-deans,  mais  généralisé,  et  le  célèbre  bexagramme  de 
Pascal,  si  Cêoondet  si  propre  à  résoudre  tant  de  problèmes,  rien 
qa'aveela  règle  seulement,  sanscompas.  Delà,  l'auteur  passe 
aux  ooniqaes  consid^ées  comme  enveloppes  d'one  droite  et 
démontre  la  belle  théorie  de  M.  Brianchon  sur  les  polaires  ré- 
ciproques (*)  et  l'bexagramme  circonscrit  du  métne  géomètre, 
Ittnnant  le  pendant  de  l'hexagramme  inscrit  de  Pascal.  L'ou- 
vrage est  teminé  par  six  proUènMS  pour  construire  Jes  coni- 
ques, au  moyen  de  cinq  données  consistant  en  tangentes  ou 
enpcdnts. 

£n  flninant  l'examen  de  cet  excellent  écrit,  nota  nous 
permettrons  quelques  lAservations  critiques.  Le  titre  n'est 
pas  exact  ;  œ  n'est  p^s  un  complément  ;  il  faudrait  y  ^jouter 
Peu  pour  en  bire  nu  traité  élémentaire  complet  de  géo  - 
métrie  analytique  à  deux  dlmensiOBB  ;  toutefois ,  quelques 
propositions  essentielles  manquent;  entre  antres,  ce  beau 
théorème  qu'on  doit  à  M.  Poncelet  :  Deux  coniques  étant 
dans  le  même  plan,  si  on  mène  une  tangente  à  la  première , 
qu'on  en  cherche  le  p61e  par  rapport  A  la  seconde  ;  le  lien 

(*)  Ja«aildal'&«r«pot]>ucbDiqa«,  cibiirX.p,  h.  illO. 
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de M  pAle  eut  UM  troUdme'  c<Hih]ne,  et  ttiee  wnd.  PmU- 
£tre  annl  l'anteor  n's-MI  pu  toqjoara  tM  amw  putt 
de  la  méUiode  analytlqae.  Toutes  les  propriétés  de  l'espaoe 
doiveot  se  déduire  de  la  théorie  des  éqtuttoDS,  de  l'éHoiiB»- 
tiOD  et  da  changement  de  coordonnées,  n  n'est  pas  nue  pK- 
podtlon  de  cette  tliétHie  qui  ne  putne  te  traduire  en  pro- 
priété graphique.  Cest  ainsi  que  la  gétHnétrie  sert  àéekdrefa' 
l'analyBe,  etcelle-d  h  enrichir  la  géométrie ,  ete'estleTéft- 
table  esprit  de  la  métliode  qn'on  doit  an  g^e  BnbUme  d>Dt 
Français ,  le  plus  grand  philosophe  da  dix-^eptidne  aièd& 
Poar  millième  exemple,  noua  elterons  le  beau  mémoire  de 
H.  LioaviOe  sur  l^éHndnatioD  (*) ,  si  rioke  en  InTest^thm 
géométriqn»,  et  dont  nous  nons  propoeons  d'entretealr  nos 
ledears  prochainement.  Tu. 

Th^ohib  dbb  pahall&les,  par  F.  Durand  de  Monednd, 
ingémeur  géomètre.  Paris,  1838.   Id^^  38  pages,  sans 
plandies ,  imprimé  à  Draguignan. 
Le  ontldffie  aiiome  du  premier  Uvre  d'EocUe  est  liaé  lit- 


'  Denx  lignes  droites  étant  coupées  par  one  troisMa»,  de 
tdie  sorte  que  les  denx  angles  Inlérienn  d'an  méMo  cAté 
soient  ensemble  plus  petits  qae  deux  angles  ànÀt»,  se  ru- 
cdntrent,  sutOaamment  prolMigées,  du  même  cAté.  Les  me- 
dénies  ont  cessé  de  regarder  cette  proportion  oomme  on 
■xionie,  et  (mt essayé,  nids  toajoors Tainement,  d'endonser 
«me  d^DonstratiOD.  Ces  essais  peavent  se  ranger  sons  tnA 
catégories  : 

l'DimtMtitmdeladialaitee.  Lorsqœ  la  somme  des  angles 
intérieurs  est  moindre  que  deux  angles  droits ,  on  d 


r:  Joarnil  de  iMlhtnutlqiiM ,  k  vi ,  ».  14».  ii4i 
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Mktomt  qae  les  perpendlcnlabes  abaissées  ior  une  de  ces 
drottes,  da  polots  situés  sur  l'antie ,  root  en  dimionant  en 
8'aH>n>chaDt  da  point  de  rencontre  ;  ces  perpendiculaires 
pOQTeol-dles  dennir  ptns  petites  qa'ancuoe  loogaenr  don- 
née ?  VoUà  ce  qu'il  bodralt ,  et  qu'on  n'a  pas  encore  su  dé- 


S*  .fomau  coMlaMte  dci  anglti  d'un  triangU.  La  théwle  des 
parallèles  admise ,  on  dénumtre  ilKilement  que  la  somme  des 
an^es  d'un  triangle  est  constamment  égaie  à  deux  angles 
dnrits ,  et  net  venA,  ai  cette  propoaitliHi  était  démontrée,  on 
<B  déduirait  aisément  toute  la  théorie  des  paraUèles.  On  est 
parrani  k  proorer  que  s'il  existe  on  seul  triangle  qui  ait  la 
nmme  de  ses  angles  égale  h  deux  an^es  droits ,  il  en  serait 
de  mdna  dans  tout  autre  triangle  (*}  ;  mais  on  n'est  pas  en- 
core parrenn  i  prouver  lj^.posribilité  d'un  tel  triangle. 

3*  jUrei  infima.  H.  Bertrand  de  GenèTe  est  le  premier,  Je 
crois ,  qui  ait  lait  usage  de  cette  sorte  de  considérations  que 
Legendre  n'a  pas  désapprouvées,  et  la  brochure  deM.  deHo- 
iWBtral  appartient  à  cette  catégorie  et  à  la  précédente.  Les 
prioctpales  pnq>odliong  appartenant  à  ce  genre  de  démons- 
tration se  réduisent  aux  sirivaDtes  : 

r  L'aire  da|4an  est  Inflaie  ;  car,  qoelleque  sott  rab«  d'une 
flgoie  imDée  traoée  sur  ce  plan  ,  on  peut  en  conoertrir  une 
'seeoodeqnlIniBoft  égale  et  tracée  sur  ce  même  plan  ;  ainsi , 
Faire  du  plan  est  {dos  grande  qu'aucune  aire  finie  ;  donc ,  tlU.  ; 
r  L'atre  d'un  angle  drblt  est  infinie;  car,  si  cette  aire  était 
ane  étendue  flrie,  quatre  fUs  .cette  aire  serait  aussi  une 
étendue  fiole  ;  malsquatre  fois  l'angle  droit  renhnne  le  |iIm) 
«Btler  ;  donc ,  etc.  ; 

8*  L'aire  d'an  angle  quiconque  est  InRnte  ;  11  sidBt  de  le 
(UaMOtrer  pour  on  an^e  aigu. 
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Si  l'angle  droit,  divisé  par  l'angle ,  donne  an  quotient  com- 
mensurable ,  la  proposition  se  démontre  par  le  même  raison- 
aemfflit  que  la  précédoote  ;  si  le  qubtient  est  incomoiensu- 
nible,  on  a  recoursauprincipedesUmites.  L'auteur  n'énonce 
pas  explicitement  ces  propositions ,  mais  U  faut  les  supposer. 
Ceci  posé ,  il  démontre  ainsi  la  proposition  XIX  du  premier 
Uvre  de  Legendre  :  savoir  que  la  somme  des  trois  angte  est 
égale  k  deux  angles  droits. 

Soit  le  triangle  ABC  ;  prolongeons  BC  vers  G,  CB  vers  D , 
AB  vers  E ,  et  AC  vers  F  :  l'angle  ABC  est  égal  à  son  opp09é 
au  sommet  DBE  ;  il  en  est  de  même  d^  angles  BCA ,  GCF  ; 
ainsi  l'on  a 

angle  ABC  +  angle  ACB  -f-  angle  BAC  =  angle  DBE 
-f  angle  GCF  +  ançle  EAF  ; 

mais  ces  angles  sont  proportionneis  aux  aires  Infinies  qalls 
renferment  ;  on  peut  dono  remplacer  ces  angles  par  ces  aires; 
mais  l'aire  infinieDAFest  ^ale  àl'aire  fermée  datriangleBAC, 
plus  l'aire  infinie  ouverte  EBCF;  négligeant  le  fini  par  rapport 
à  l'infini ,  l'équation  devient ,  entre  les  aires 

ABC+ACB+BAC=  DBE + GCF + EBCF. 

Le  second  membre  renferme  même  aire  que  deux  angles 
droite  ;  donc , 

ABC+ACB+BAC=2«. 
Passant  des  aires  aux  angles ,  on  en  déduit,  etc. 

L'auteof,  sans  doute ,  en  rue  d'être  concis ,  supprime  tous 
ces  raisonnements;  nuls  11$  sont  nécessaires  et  doivent  être 
sotu-entendus. 

Le  reste  de  la  broebura  contient  les  autres  propoëtioos  du 
premier  livre  de  Legendre. 

Par  inadvertance ,  l'auteur  dit  que  la  proposition  d'Éuclide 
est  un  poslulatum,  tandlsqu'elle  est  un  axiome;  ce  qui  est 
fort  différent.  Le  premier  livre  contient  trois  |iOffufiMa  qui  ne 
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aaat  rdatlb  qu'à  des  ciUHtractloDs  à  Taire,  et  non  k  des  pro- 
poBitkMts.  L'axtome  4X11011110  peut  fttre  remplacé  avantageu- 
•ement  par  un  autre  de.U.  GergODDe  ;  savoir  :  Par  le  mteiv 
poiDt,  nepenrent  passer  deux  parallèlesàune  droite  donnée. 
Cette  pnqmsltJon  a  l'éridence  lntuiti?e  d'un  axiome  et  suffit 
à  tout  M.  Lionnet  a  adopté  cet  axiome  comme  base  de  ta 
théorie  des  parallèles  :  c'est  un  exemple  à  suivre.    Tu. 


EXTRAITS  DES  JOURNAUX. 


JoouiAL  DE  GsELLE ,  18<ïl ,  tome  22 ,  1"  cahier. 
•  Les  abonnés  qui  désirent  des  renseignements  plus  détaillé» 
doivent  s'adresser  aux  rédacteurs. 

Stbkk  (A)  k  GoettlDgue. 

Sur  la  résolution  des  équations  transcendantes  (p.  1  h  63). 

Ce  mémoire  a  remporté  le  prix  proposé  sur  ce  sujet  en 
1837,  par  l'Académie  des  sciences  de  Copenhague. 

L'auteur  indique  une  méthode  poar  trouver  les  racines 
rédies,  arec  toute  approximation  désirable  dans  les  équa- 
tiODS  numériquei  transcendantes  h  une  incomuw,  et  aussi 
pour  découTitr  l'existence  des  racines  imaginaires.  Cette  mé- 
thode est  Ibndée  sur  le  théorème  de  Fourrier,  pour  trouver 
le  nombre  des  racines  réelles,  àl'aidedes  dérivées  succestivea, 
la  seule  qu'on  puisse  Jusqu'ici  efnployer  pour  les  équations 
transcendantes;  on  sait  que  M.  Sturm  a  trouvé  depuis  une 
antre  suite  de  fonctions  pour  les  équations  algébriques, 
fonctions  qui  ne  sont  que  les  dérivées  combinées  avec  les  ra- 
dnes  de  l'équation  aux  carrés  des  diflërences  (*) .  Nous  donnons 
quelques  6qDati<HiB  résolues  par  M.  Stern  ; 

n  ValrMo<i*allainMlM,p.  lU. 
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1«  a:lo«x=lM),  ;r  entre  8,6979800  «t  3,6173^1. 

Enter  waH  tronvé      x  =8,6973869; 

2o  a:— «»a:=0,      x=:0,73908513  à  KT'prè»; 
Euler  trouve  0,7390847, 

3«  jv-taiigx=0,  ;r=«,«93fcOM»  i  10~*p«8; 
ce  qui  répond  à  un  are  de  35r.37'.lS",368;Euler  tronn 
i^>93U)83i»  ;  et  Pobson  &,&9331;  ou  il  y  a  une  faute  typo- 
graphique à  la  quatrième  décimtfe  (*•);  on  indique  ici  la  râ- 
leur de  la  plus  petite  radne;  il  est  évident  qu'il  existe  u» 
Infinité  de  râleurs  positiTes,  et  que  la  n*°"  est  coo^wiie 
entre  ««et  (n+i)jr; 

Ï*«*=EX,  n'a  quedesraciDe8imagiaalres,etrauteur  trouve 
j:=  0,318183  ±  1,837238  \/^;  par  lin  autre  procédé, 
H.  Cauehy  trouve  x  =  0,3181317  ±  1,3372357  V^i 
(Leçons  sur  le  calcul  intégra.  Leçon  ik). 

L'auteur  montre  (p.  59),  comment  la  nouvelle  méthodede 
M.  Gauchy ,  pour  approcher  de  la  valeur  des  racines  réelles, 
dans  les  équattoos  algébriques  ou  transcendantes ,  peid  se 
déduire  de  la  méthode  de  Fourrier.  (Voy.  Courte  Hmdu  de 
l'Académie  des  sciences,  n*  10,  1837.)  Nous  d(mneroDS  les 
deux  méthodes  prochainement. 

M.  OnriHaBB,  profeeeeur  à  Fribourg ,  dans  le  Brlsgau. 

&ir  la  décomposition  des  fractions  algébriques  lïaction- 
naifes  et  rationnelles  en  fractions  partielles  (63  à  96). 

Par  des  procédés  combinatofree,  l'antenrlndique  une  mé- 
thode bciie  pour  trouver,  directement,  chaque  cordent 
dans  ks  numérateurs  des  fractions  partielles.  Les  signes  com- 
binatoires  n'étant  pas  connus  en  France,  nous  ne  pouvons. 
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,  ratidre  compte  de  cet  intéressaot  trarail. 

M.  GjLDSS ,  professeur  i  Goettingoe  (p.  96). 

DMaction  élémeotalre  d'un  théorème  de  Trigonométrie 
çhériqne  dû  k  Legendre. 

Nooi  croyons  atUe  de  Taire  précéder  cette  élégante  déduc-- 
tien ,  de  quelques  éelairdssementg  élémeotafres. 

1*  Soient  it,  b,  e,  k,  B,  G,  les  Tsleurs  drailaires  expri- 
mée* en  degrés  et  porUes  de  degrés,  des  trois  cAtés  et  des 
tnNS  ani^  d'an  trimgle  spbériqne  tracé  imr  une  sphère  d'an 
nyen  B  donné  en  onités  métriques,  et  soit  T  l'aire  de  ce 
tfiaii^  exprimée  ea  unités  superfideHes  métriques  j   on 

aaraT  =  --^  -T^^ .x.R";  la  partie  fracUonndre, 

almlquR,  smt  des  nombres  abstraits.  Cette  éraloation  qu'on 
troare  maintenant  dans  tous  les  oonages  olnasiques,  a  été 
indiquée  pour  la  première  fois  par  Girard  (Albert)  (*)  et  dé- 
montré ensuite  par  GaTaUwi  (Bonarentare)  (**)  i 

Sr  Faisant  A  +  B+C  —  180'=3«,  et  fl-|-é-|-c=^,  et 
supposons^  -<  2*  ;  l'on  a 

4oos*-âGos'-Aco>*xCsin*-M=siiy?siD(/i — a)iia{p — b'fiia(p — c), 

n  a,  fr ,  c  diminuent,  «diminue.  En  eOiet,  il  suffit  de  démon- 
trer que  ••  diminue  avec  e ,  lorsque  a  et  6  conservent  leurs 
valenn;  or  cos|  a,  cos;  6  ne  changent  pas;  ces ;C  augmente; 
le  second  membre  peut  se  mrttre  ions  la  forme 

j[cosa-^cos(é+'^)l[****(^ — '^) — cosa], 
les  deux  facteurs  sont  essentiellement  podUb,  et«  diminuant, 
chaque  facteur  dlminoa  ;  donc ,  etc.  ; 
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3*  Supposons  que  sur  une  autre  sphère  de  rayon  R'>>R, 
on  trace  un  triangle  sphértque  dont  les  cAtés  aient  mêmes 
longueurs  métriques  que  les  cdtés  du  triangle  tracé  sur  la 
sphère  R,  les  valeurs  circulaires  de  ces' cAtés  seront  diminuées 

dans  le  rapport  de  R  à  R'  ;  elles  deviennent  r^,  •^, ,  ^i 

donc  dans  ce  second  triangle  la  valeur  de  u  est  mtrindre  que 
dans  le  premier.  Augmentant  iod^niment  R ,  l'excès  3w  des 
trois  angles  du  triangle  sur  deux  angles  droits  ira  saos  «sse 
en  décroissant ,  et  il  est  Sicile  de  voir  que  zéro  est  la  limite  de 
ce  décroissement  ;  car,  lorsque  le  raron  devient  inûni,  h 
sphère  se  réduit  à  un  plan ,  le  triangle  devenu  rectiligne,  U 
somme  des  an^es  est  ^ale  à  deux  droits  et  l'excès  est  nul  ; 
ainsi  sur  one  sphère  d'un  rayon  égal  au  rayon  moyen  de  U 
terre,  si  l'on  trace  un  triangle  équiiatéral  de  U),000  mètrct 
de  cAté ,  l'excès  est  rédoit  k  3".20"'  i 

k"  Soient  a',  U,  c',  les  longueurs  mé^lques  des  arcs  a,  b, 
c  i  on  a 

t      -.       ,,        6       _        ,        cit  _ 

"-■■s?"»'  "'W''^'   '■=-ii?«' 

avec  a,  b',  d,  construisons  par  la  pensée  un  triangle  rec- 
tiligne A'R'C;  on  aura 

A— A'-f-R— B'+C— C  s=  »«, 

soit 

A— A'=»+x, 

C— C'=6,-|-I, 

d'où 

supposons  R  très-grand  et  qu'on  peut  négliger  R"*.  On  ■• 
à  cet  ordre  près,  j:=^  =  s=0,  de  sorte  que 

A'=iA  — »,    B'=R— *>,    C'=C— « 
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w  qui  revient  h  cet  énoncé  :  Lorsque  les  côtés  d'un  triangle 
sphériqoe  sont  très-petits,  relatlvementao  rayon  delà  spbère, 
onpeat  traiter  ce  triangle  comme  s'il  était  rectiligne ,  sauf  à 
diminner  les  angles  du  triangle  sphérlque  cbacun  du  tiers  de 
l'excès  de  la  somme  de  ses  angles  sur  deux  angles  droits. 

Tel  est  le  théorème  qne  Legendre  a  énoncé  le  premier  en 
1787  (*) ,  il  en  a  donné  une  démonstration  fondée  sur  les 
déreloppements  en  série,  en  l'an  VII,  1799  (**).  La  même 
année ,  Lagrange  a  modifié  cette  démonstration ,  dans  son 
célèbre  mémoire,  intitalé:  Solutions  de  quelques  problèmes 
relalib  aux  triangles  spbériques,  avec  une  analyse  complète 
de  ces  triangles  {Journal  de  f  École  PolyUchniqiie,  VI'  cabier). 
Mémoire  qui,  selon  la  marche  habituelle  de  l'illustre  géo- 
mètre,  poursuit,  dévdoppe  et  enrichit  un  semblable  trarail 
dTaler.  M.  le  docteur  Gauss,  un  des  plus  grands  analystes 
contemporains,  a  traité  le  même  sujet,  dans  le  présent 
Uémoire.  Faisant  un  moindre  emploi  des  séries,  sa  démons- 
tration est  plus  âémentaire. 

5°  Conserrant  les  mêmes  notations  qne  ci-dessus,  décom- 
posons 3*  en  trois  angles  A',  F,  G'  et  faisons 
A  =  A'-)-i", 
B  =  B'-|— , 

on  a  (L^cndre,  Trlg.  ^h.  prop.  L  XXXI), 
.  ^,   _     «»^(A+B+C)c^w;(B^-C— A)_  sin|tMiD(A'— ;«) 
m'-a  sinBsinC  ■"sin(B'+«)sin(C+«)' 

„  _cosi(BfA— C)cos^(A+C— B)_sin(ff— ^)sin(C— i») 
•  ÙDBsinC  ~(sinBr-i-w)(sinC+«) 

n  Hémoln  «Dr  IM  opinlioB*  trigononiUlqae* ,  dont  In  rtiuluii  dtpeDdcnl 
«ta  la  Bgura  da  la  lerra.  Itim.  de  l'Acadimls  des  Mieticn,  IT(I,  p.  Ma. 

(**}  HMbode  inalylhiiu  poDT  la  délerminalioD  d'an  arc  da  mérldlsn.  Aole  Q, 
T«(eirnElilT«itqa'lFaldedD  triangle  polaire, le  m6me  ibèarAme  pealiar- 
*lr  1  rtiondre  an  iriangle  droit  qai  a  deol  aDgtei  Irèt-ilgiu;  Lt^odre  a 
■4Mui«lam«iiMdémouli'aUoD  danluiÉUineDlaidanala  pricMeat  ouTras* , 
p.  U,  Dalambn  donne  loe  itriBcation  do  Iktorting. 

Ahk.  di  UttntK.  I.  tS 
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sln'7>.gin'(A'— ^tt.) 


cc'^a       sin'(B'+».)gincB'+i«)MD"(Cr  +  u)BiD(G'— .U) 
on  obtient  noe  équatioo  analogae  en  changeant  a  en  6,  A 
en  B  et  viee  vend  ;  divisant  La  première  éqnation  par  la  se- 
conde ,  membre  à  membre ,  et  extrayant  la  racine  carrée ,  on 
obtient 

«in'fa  cwi6_gin(A'+«.]sln'{A'  — ^)_ 
cos^a  'rinÛT  8ln(B'+»)«n'(B'— »  ' 
or ,  l'on  a 


■'»'-'-57.  +  - 

„..=  .-.^  +  .... 

d'où,  lorsque  a 

ert  trèt-^tit. 

'"'i''  =  i—U+- 

-";'•=>•- 31+ ■ 

•»•;'-'-?+•■• 

Êï-^-+è+ 

demSme 

^=^''+^. 

elesc6téB<i,fr,«BO0t  petits. «*  est  aosri trè8-pMtt(S},- 
le  second  membre  est  donc  k  très-pea  près  égal  à  .  .g,; 
ainsi,  on  a  à  des  infiniment  petits  du  quatrième  ordre  près 

a} gin' A  a       sln  A 

b^ ~ ^^     **"      b~  sinB  ' 
c'est  le  théorème  de  Legendre. 
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V  Le  triangle  ipb^que  est  formé  par  trois  tigoee  de  pluit 
courtes  dlstsDcea  entre  trois  points  sitQés  snr  one  spbère; 
étant  donnés  trois  points  sur  une  surfece  quelconque,  les 
trois  plus  courtes  distances,  forment  un  triangle  sur  cette 
surfoce.  M.  Gauss  a  étendu  le  théorème  de  L^endre  à  ces 
triangles  en  général,  dans  on  ouvrage  intitulé  r  Disqumtionei 
gaunUe»  circa  sufffrfioies  curvat. 

7*L'éqaation  (1)  du  paragraphe  II,  n'étant  pas  dans  les 
éléments ,  nous  devons  la  démontrer;  on  a 

cos:(A+B+C)=acosjAcosjBaMlC— <M»iA8lniB^n;C  ^ 
— cosJBsinTAffln^— cosiCsin^Asinîfl  I 

'  sJnosiDC  *  sinosinc 

On  a  des  valeurs  analogues  pour 

sln^B,     cos^,B,    stn^C,    cos^C, 
substituant  dans  l'équation  (2) ,  il  vient 

oo.MA+B+C)  =  '"'''-°°'^'~jf°';~'"~^'"''~" 
■       '^      ^     '  slnasinfrsinc 

V''sin/;sin(/>— a)8in(/i— !>)8in(p— c)  , 


(2) 


wnp — sin  {p — a)=  2dn  Iflcos. 
tin  (p—  c)+ain  {p—b)  =  aBin^ocoi' 
Binu^ânD^acos 
d'où 


ii{A4.B+C)=  ^^^P^^^P  — ■')8in(/>— ft)Hin  (/>—  c) 


sini<*  =  — co§i(A+B+C): 
ce  qui  donne  la  formule  (1)  ; 

8*  Les  trois  cordes  AB ,  AC ,  BG  du  triangle  apliérique  ABC 
sont  les  trois  cAtés  d'un  triangle  rectillgne  et  égMU  reqwc- 
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tivement  à  Srin^c,  Sgin^t,  Ssin^a;  le  rajon  étant  ptii 
pour  unité.  Nommant  a  l'angle  qae  font  les  cordes  AB,  AC, 
on  a  la  relation 

cosa  =  cos  Acos^&coi  ^c—  8În  Y&sin|c. 
Cagnoli  (*) ,  se  sert  de  cette  relation  pour  comparer  les 
petiU  triangles  sphériques  aux  triangles  rectUignes.  On  la 
démontre  Ikcilement  (voy.  Nouvellei  jinnmei ,  p.  36). 


Comptes  undiis  meks^bu  de  l'AcadAhie  de  Bbilik  (  Be- 

richt  liber  die ,  etc.  ).  Août ,  septembre ,  octobre  18il. 

PoGGEin)OitPF.  Méthode  pour  déterminer  la  force  électro- 
motWe  dans  les  chaînes  galvaniques  à  courants  non  constants. 
(Pag.'  263-8770 

Lbibukb  Dmcm-BT.  Recbercbes  sur  les  fonctioDa  hmxt- 
'gènes  du  troldème  degré  et  des  degrés  supérieurs. 

Soit  la  fraction  homogène 

ar"+2*jy+cx"  =  m,  (1) 

a,  b,  c,  m  sont  des  nombres  entiers ,  et  il  s'agit  de  trouTcr 
des  nombres  entiers  pour  2-,  ^  qui  satlsfosseot  à  l'éqoatitKi. 

Considérant  x  ety  comme  les  coordonnées  d'one  ligne,  la 
question  ne  présente  aaciuie  dilBcuIté  lorsque  l'équatiOD  pré* 
tente  une  ellipse,  une  parabole  ou  deux  droites  eonTer- 
gentes. 

1'  Ellipse.  Par  un  changement  de  coordonpées ,  on  fiiit 
disparaître  le  rectangle .  et  m  parrient  i  l'équation 
j;'  +  Bï'  =  M.  (2) 


n  Trailt  de  (rlgoDDmttrlc  mlllignc  M  iphérlqDe,  pitM.  CigDoU,  p.!». 
ririi,  IIH.  L«  tnlu  le  plui  umpici  Mr  cctle pinit  de  lifdcnce.  L'ouTnfri 
MiradulidgnialtmpwM.  Chompré.wuilM  j«aider«aiear. 
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où  B  et  H  sont  des  nombres  entiers';  il  suffit  de  multiplier 
l'équation  donnée  par  a,  et  de  fkire  ensuite  a^-|-^:t^=E;  pour 
résoudre  l'équation  (S) ,  il  Taut  rendre  M— fiz'  an  carré  par- 
fiitt  ;  on  essaye  à  cet  elEet  tous  les  nombres  entiers,  0, 1,  2,  3, 


jtuqn'i  2  =  V  — .  Si  parmi  ces  valeurs  on  trouve  un  carré , 


on  anra  la  valeur  do  a: ,  et doit  être  entier.  Si  c« 

deux  conditions  ne  peuvent  être  remplies  à  la  fois,  le  pro- 
Uèoie  est  Impossible. 

^  PartAoU.  Il  but  pour  la  possibilité  que  le  premier  mem- 
bre de  l'équation  soit  an  carré parfïiit,  et  par  conséquent, 
U  but  que  m  soit  un  carré  ;  extrayant  la  racine,  ou  parvient  à 
une  équation  du  {««mler  degré  cy-\-dx=n,  qui  est  tou- 
jours possible ,  lorsque  ceid  sont  premiers  entre  eux. 

3"  Deux  droites  convergentes  ;  dans  ce  cas ,  l'équation  (1} 
prend  la  rormê 

{mx-\-ny){px  +  qy)=?m; 

soit  tn=ef,  posant 

mx-\-ny=t, 
px'^qy=f; 

les  valeurs  de  x-,  y.  Urées  de  ces  équations,  doivent  être 
des  nombres  «itiers ,  sinon  la  question  est  impos^le  ;  il  faut 
«asayer  autant  de  solutions  que  m  peut  se  décomposer  en 
deux  beteurs ,  parmi  lesquels  il  but  comprendre  l'unité. 

V  f  gperbofe.  La  solution  dépend  de  la  réduction  en  frac- 
ttoD  cootinue  d'une  équation  du  second  degré  (v.  pag.l  ). 
H.  Geronoa  développé  cette  solution  dans  ce  journal.  Ilsuffit 
de  remarquer  ici  que ,  par  un  changement  de  coordonnées, 
on  ramène  l'équation  à  cette  forme  : 

('4-^ac  — 6'jm'  =  1.  (3) 

Si  on  représente  par  T  et  U  deux  nombres  entiers  qui  satis- 
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font  k  cette  éqnsUon ,  et  par  X  et  Y  deux  Dunlures  entlm 

qui  satlslotit  i  l'équation  (1) ,  on  trouve  une  infloiti  d'aotni 
aolutJODS,  à  l'aide  de  cette  formide  dne  &  Eoler  :  ' 

»  ut  on  DOtnbre  entier  quelconque ,  poeJtif  oa|  négatif,  |dé- 
veloppant  et  égalant  séparément  les  parties  ratiODoellea  et  ir- 
ratlonoellea  ;  on  troure  deui  éqoationsïda  premier  degré  qui 
donnent  les  valeurs  de  x  et  de  y.  La  difficulté  ert  donc  ré- 
duite i  trouverXet  Y-MonsleurL.  D.,  par  des  considératiou 
fort  simples ,  en  renfermant  la  valeur  du  {vemiH  membre  de 
l'équation  (4),  entre  des  Umites  données,  ramène  la  recherche 
de  X  et  Y  à  on  petit  nombre  d'essais. 

De  là  l'auteur  passe  k  la  solatlou  des  fonctions  homogènet 
du  troisième  degré ,  à  trois  variables,  de  la  forme 

(j  +  ^+a-ï)  (it  +  fir+P*»)  («-fïT+y»)  — ™. 

a,p,y,  étant  les  trois  racines  incommensarables  de  l'équation 
a^;ébrique  s^-^-of'-i-bs+csiO  ,oùa,  b,  c,  sont  des  nombres 
rationnels  donnés  (p.  S80-85).  Voir  aussi  Legandre ,  Tbéoiie 
des  nombres.  NovembrelMl. 

1*  Le  professeur  Nbumahn  db  RdinosBERa.  Lois  de  la 
donMe  réftïctioo  de  la  lumière  dans  les  corps  comprimée  on 
dans  les  corps  non  cristallisés ,  et  non  uniformément  échanflSs 
(p.  330  à  863). 

Le  mémoire  est  divisé  en  trois  sections.  Dans  la  première , 
l'auteur  conddère  les  lois  de  la  double  réfraction  dans  les  corps 
non  crlslatlisés ,  ODiformément  dilatés  ou  comprimés  ;  la  se- 
conde section  contient  les  formules  relative  aux  couleurs 
produites  par  la  lumière  polarisée  dans  les  corps  uniforme- 
ment  dilatés.  Ces  deux  sections  serrent  de  base  h  la  troi^ème, 
qui  traite  de  la  théorie  des  couleurs  qu'une  inégalité  distincte 
de  température  .dérrioppe  dans  les  corps  transparents  non 
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«riaUlUséf.  L'autour  applique  ses  Tormutee  aux  cercles  colo- 
rée qoe  mtniliB&te  une  sphère  de  température  nnironne 
et  plongée  daus  un  fluide  dont  la  température  est  plus  ou 
moins  élevée  que  celle  de  la  sphère;  les  équations  ditTé- 
renUelles  auxquelles  monsieur  N...  panlent  pour  déterminer 
le  systAnte  des  dllatatiODS  d'un  corps,  pour  une  distribution 
quelconque  de  température  ,  s'accordent  arec  celles  de 
H.  DubMDel.  {Uém.  des  sar.  étrangers ,  t.  V.  1838.) 

HA&ims.  Sur  la  dilatation  des  gai  par  la  chaleur  (p.  36.7- 
373). 

Voici  lea  coeffldents  moyens  de  la  dilatation  pour  divers 
gai: 

,Air  atmosphérique.  .  .  .    0,366508 

Hydrogène 0,365659 

Adde  carbonique 0,369087 

Acide  snlftarique 0,385618 

Ui  diflbnot  du  coefficient  0,375  admis  dans  les  traités  de 


MÉMOIRE 


LES  SECnOKS  CONIOnBS. 


rAK   O.    X.   FAOB, 

Vntamaai  à  l'Seole  mr*!*  d'atlllhrle  4e  U  Ftn. 


l.  Dansles  cours  de  géométrie  analytique,  on  a  coutume 
de  se  borner  k  démontrer  l'identité  des  courbes  du  second 
Mdrearec  lessecttons  planes  du  eAne  droit  à  base  circulaire; 
ou  si  l'on  ét«id  la  démonstration  au  cAne  oblique ,  c'est  au 
moyen  de  calculs  asseï  dilTos ,  et  qui  ne  peuvent  s'appliquer 
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ao  cas  où  U  directrice  n'est  pas  une  circooférence.  Je  me  suis 
proposé  de  traiter  la  question  d'une  manière  plus  étendue 
et  de  trouver  les  formules  générales  de  transrormatfOD  au 
moyen  desquelles,  étant  donnée  l'équation  d'une  courbe  ser- 
Tant  de  directrice  k  la  surface  d'un  cAne,  on  puisse  trouver 
immédiatement  l'équation  de  la  courbe  résultant  de  Tinter- 
section  de  cette  surface  par  un  plan  donné. 

2.  Soit  KK'  [fig.  50)  un  arc  de  courbe  serrant  de  dlrec- 
trtee  au  cAne  dont  le  sommet  est  au  point  S.  En  sultposant 
cette  surface  coupée  par  un  plan ,  nous  pouvons  toujours  me> 
ner  par  le  sommet,  un  plan  perpendiculaire  k  la  fois  au  plan 
coupant  et  au  plan  de  la  courbe.  Prenons  ce  plan  pour  plan 
vertical  de  projections  et  le  {dan  de  la  courbe  pour  plan  ho- 
rizontal. 

Soit  XX'  la  ligne  dé  terre. 

La  trace  horizontale  du  plan  coupant  sera  une  droite  OY 
perpendiculaire  k  la  ligne  de  terre,  et  sa  trace  verticale  une 
droite  OA  faisant  avec  la  ligne  de  terre  un  angle  égal  à  celui 
que  le  plan  coupant  fait  avec  le  plan  horizontal. 

Une  droite  quelconque  menée  par  le  sommet  rencontre  le 
plan  horizontal  et  le  plan  coupant  en  deux  points  que  l'on 
nomme  poinU  homologue»;  par  conséquent  les  points  homo- 
logues des  deux  courbes  sont  ceux  qui  sont  situés  sur  une 
même  génératrice. 

Un  plan  quelconque  mené  par  le  sommet  coupe  ces  deux 
mknes  plans  suivant  deux  droites  que  l'on  nomme  Hgn«$ 
homologues^  il  est  évident  que  deux  lignes  homologues  doi- 
vent toiijours  venir  se  rencontrer  en  un  inAme  point  de  la 
trace  horizontale  du  plan  coupant. 

Par  le  sommet  S  menons  une  droite  parallèle  k  la  ligne  de 
terre,  cette  droite  ira  rencontrer  le  plan  coupant  en  un  point 
A  de  sa  trace  verticale,  le  point  homologue  du  point  A  sur 
le  plan  horizontal  sera  situé  k  l'infini. 


bvGoog[c 


-  285  — 

Par  la  droite  SA  et  par  un  point  quelconque  M  de  la  di- 
rectrice ,  faisons  passer  uo  plan ,  ce  plan  coupera  le  plan  ho- 
rizonUl  suivant  une  droite  Hx  parallèle  à  la  ligne  de  terre, 
et  le  plan  coupant  suivant  une  droite  qui  Joindra  le  point  A 
aa  point  ce ,  où  la  première  rencontre  la  trace  horizontale  du 
plan  coupant. 

Par  le  sommet  S  menons  une  droite  parallèle  à  la  trace 
verticale  du  plan  coupant,  cette  droite  ira  rencontrer  le  plan 
horizontal  en  on  point  B  situé  sur  la  ligne  de  terre ,  le  point 
bomologne  du  point  Bjsur  le  plan  coupant  sera  situé  èTinfini. 

Par  la  droite  SB  et  par  le  point  M  bisons  passer  un  plan , 
ce  plan  coupera  le  plan  horizontal  sulrant  la  droite  BM  et  le 
plan  coupant  suivant  une  droite  parallèle  à  la  trace  vertiCBle 
AO  et  passant  par  le  point  p,  où  la  ligne  BH  coupe  la  trace 
horizontale  OY. 

La  ligne  d'intersecUon  des  deux  plans  SAH  et  SBU,  se 
confond  avec  la  génératrice  qui  Joint  le  point  S  au  point  H , 
parconséquent,  le  point  d'intersection  de  la  droite  menée  par 
le  point  p ,  parallèlement  à  la  trace  verticale  AO ,  avec  la 
droite  qui  Joint  le  point  A  au  point  a ,  ert  le  point  bomo- 
logue  du  point  M  sur  le  plan  coupant. 

Si  l'on  fait  tourner  le  plan  coupant  autour  de  la  trace  OY 
comme  charnière  pour  le  rabattre  sur  le  plan  horizontal ,  la 
trace  verticale  OA  se  confond  avec  la  ligne  de  terre ,  le  point 
A  vient  prendre  la  position  a ,  la  droite  qui  Joint  le  point  A 
au  point  a  se  confond  avec  la  droite  aa,  la  droite  menée  par 
le  point  p ,  parallèlement  k  la  trace  verticale  OA  se  confond 
avec  la  droite  menée  par  le  point  p  parallèlement  è  la  ligne 
de  terre;  par  conséquent,  le  point  m  intersection  de  cette 
droite  avec  la  droite  on  est  le  rabattement  sur  le  plan  hori- 
zontal du  point  homologue  du  point  H. 

An  moyen  des  deux  points  a  et  B  on  peut  construire  le 
rabattement  de  la  courbe  d'intersection  sur  le  plan  horiion- 
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tal  ;  en  otfet,  uippaBoi»  que  deux  droites  mobilw  ûonl  l'ane 
toonie  autoar  da  point  B  et  dont  l'autre  reste  parallèle  à  la 
ligne  de  terre ,  scient  assujettiefi  à  se  couper  constamment  sur 
la  directrice,  ces  deux  droites  rencontreront  la  trace  OV  en 
deux  poïDts  mobiles ,  la  première  an  point  p  et  la  secoode  au 
point  a;  maintenant,  supposons  que  deux  autres  dnritM 
mobiles,  dont  l'une  tourne  autour  du  point  a  et  dont  l'autre 
teste  parallèle  h  la  ligne  de  terre,  soient  dirigées  dans  leurs 
mouvements,  la  première  par  le  point  mobile  a  et  la  seconde 
par  le  point  mobile  0,  le  point  d'intersection  de  ces  deux 
droites  décrira  la  courbe  demandée. 

Cette  construction  va  nous  conduire  sans  peine  à  la  scriotioii 
du  problème  que  nous  nous  sommes  proposé, 

3.  Soit 

j'=ïW,  (1} 

l'équation  de  la  directrice  rapportée  aux  axes  OX  et  OY. 
ReiH-ésentons  les  disteBces  constantes  Oo  par  u,  et  OB  par 
b  ,  les  distances  rariables  Oi  par  a,  et  0^  par  f. 
L'équation  de  la  droite  mobile  B^  sera 

by+px=b^.  (2) 

L'équation  de  la  drcrite  mobile  menée  par  le  point  <■  paral- 
lèlemeot  à  l'axe  OX  sera 

r  =  «.  (3) 

Les  variables  b  et  p  sont  liées  entre  elles  par  ta  condiUoo 
que  les  deux  droites  mobiles  se  coupent  sur  la  directrice,-  on 
obtiendrait  une  équation  exprimant  cette  condition  en  ai- 
minant  xtiy  entre  les  équations  (1) ,  (9)  et  (3). 

L'équation  de  la  droite  mobile  as  est 

L'équation  de  la  droite  mobile  menée  par  le  point  p  pa- 
rallèlement à  l'axe  OX  est 
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Od  obtiendra  l'équation  da  lieu  géométrique  engendré  par 
te  point  d'intersection  de  ces  deux  droites,  en  éliminant  a  et 
^  entre  ces  deux  dernières  équations ,  et  l'équatloD  résultant 
de  l'élimination  de  :r  et  de  ^  entre  les  trois  premières.  0  s'en 
mit  que  l'on  aura  l'équation  de  ce  Heu  géométrique  en  &i- 
minant  les  quatre  variables  a,p ,  xely  entre  les  cinq  équa> 

tiODS 

y^f(x],  (1) 

bx-^px  =  bp,  (2) 

J'  =  ",  (3) 

ay-\-»af=a»,  (*) 

y=P;  (5) 

des  équations  (9).  (3) ,  (4)  et  (5),  on  tire 


En  remplaçant  :r  et  ^  par  ces  valeurs  dans  l'équation  (1),  on 
obtient  l'équation  cherchée  entre  y  ety. 

Les  constantes  a  ei  b  sont  par&ilement  déterminées, 
quand  on  cfmoatt  la  position  du  sommet  du  c6ne  et  celle  du 
plan  coupant  ;  par  conséquent,  les  formules  &  sont  les  formules 
générales  de  transformation  au  moyen  desquelles  on  peut 
trouver  immédiatement  l'équation  de  la  courbe  résultant  de 
rintersection  d'un  cAne  donné  par  un  plan  donné. 

Si  dans  une  équation  algébrique  d'un  degré  quelconque , 
on  remplace  x  etjr  par  les  formules  A,  le  degré  de  l'équa- 
tion ne  change  pas,  d'où  l'on  conclut  que  toutes  les  courbes 
résidtant  des  intersections  d'une  même  surrsce  conique  par 
diOérenls  plans  sont  des  courbes  du  même  degré. 

h.  Appliquons  ces  formules  au  cdne  droit  ou  oblique  à  base 
circulaire. 
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La  directrice  étaot  une  clrcoolérence,  l'équation  (1)  est  de 
la  forme  : 

[jr  —  c'y  +  [:c~cy  =  Ki 

en  remplaçant  dans  cette  équation  ^  et  ^  par  les  rormoles  i, 
00  s  une  équation  transformée  du  second  degré ,  représen- 
loos  cette  équation  par 

nous  aurons 

C^c^+C— 2tc+6'— R'; 
d'où 
B,'— *A,C,=4a'(R'— *■+2i<^— c*)  =  W(R— c+i)  (R+c— i)  ; 

lorsque  b  eet  compris  entre  C  +  R  et  G— R,  ce  produit  est 
posltiTf  il  est  négatif  lorsque  b  n'est  pas  compris  entre  C-fR 
et  C— R.  Enfin  il  est  nul  lorsque^  est  égal  k  C+R  ou  à  G— R. 
On  en  conclut  que  la  courbe  d'intersection  est  une  bn>erbole 
lorsque  la  trace  borkont^e  du  plan  mené  par  le  sommet, 
parallèlement  au  plan  coupant,  rencontre  la  circonlérence  de 
la  base  en  deux  points ,  la  courbe  est  une  ellipse  quand  cette 
trace  horizontale  ne  rencontre  pas  la  circonférence  de  la  base; 
enfin ,  elle  est  une  parabole ,  quand  cette  trace  horizontale 
est  tangente  à  la  circonférence. 

5.  Maintenant  supposons  que  le  directrice  soit  une  courbe 
quetcouque  du  second  ordre,  son  équation  sera  de  la  fonne 

Ar-+B^+&c*+Dj-+Er+Fc=0;  (A) 

remplaçant  x  ety  par  les  formules  &,  nous  aurons  une  équa- 
tion transformée  du  second  .degré, 

Ay'+B.-r>-|-C-r"  +  D,y+E..r'+F.  =  0, 
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A.  =  Aa', 

B,  =  ~Bab—Jhi, 

d'où 

B,'— *A,C,=<»'  [{B— WC)  ft'+2(BD— 2AE)ft+D'--4AF], 

En  discutant  cetteexpresslon,  il  est  Ikcile  d'en  conclure  qae 
la  conrbe  d'intersection  est  one  hyperbole  quand  la  trace  du 
plan  mené  par  le  sommet  parallèlement  au  plan  coupant  ren- 
contre la  directrice  en  deux  pf^ts;  que  la  coarbe  est  une 
ellipse  quand  cette  trace  ne  rencontre  pas  la  directrice  ;  et 
qu'elle  est  une  parabole  quand  cette  trace  est  tangente  à  la 
directrice. 

6.  Maintenant  proposons-nous  la  question  suirante:  Un 
cAne  qui  a  pour  directrice  une  courbe  quelconque  du  second 
ordre,  peut-Il  toujours  être  coupé  par  un  plan  suivant  une 
circmlérence? 

Pour  que  la  courbe  d'intersection  soit  une  circonférence , 
Il  faut  qu'on  ait 

B,  =  0    et    A,»C,; 

ce  qui  donne  les  deux  équations 

B*+D  =  0,        (I)        et        Afl"  =  Ci'+Eft  +  F.        (S) 

Occupons-nous  d'abord  de  la  première,  on  &t  tire 

or  l'équation  du  diamètre  qui  divise  en  deux  parties  ^les 
un  système  de  cordes  parallèles  à  l'axe  des^,  est  comme  on 
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li  dans  cette  équation  on  raitj',=0,  on  en  tire  pour  l'ab- 
scisse du  point  où  ce  diamètre  va  rencontrer  l'axe  OX , 
__D 
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U  suit  de  là  que  le  poiot  B  doit  être  situé  sar  le  diamètre  qui 
divise  eu  deux  parties  égsles  un  système  de  cordes  parallèles 
à  l'axe  OY,  c'est-à-dire  à  la  trace  horiiontale  du  plan  coa- 
paot  ifig.  51). 

Mettant  à  la  place  de  ^  sa  râleur  dans  l'équation  (2),  on 
en  tire 

'*'~AB'~ÂB~^Â' 

Si  l'on  met  cette  même  nleur  à  la  place  de  x  dans  l'équa- 
tion A,  et  qu'on  représente  par^,  la  valeur  correspondante 
de  r .  on  en  tira 

.      _CD^       ED       F 
''  AB""'~  AB~A* 

d'où 

«•  =  -y. 

La  valeur  de  a  est  réelle  quand  celle  de  ^  est  imaglDaire  et 
rédproguement  ;  ce  qui  bit  voir  que  la  trace  borisontale  du 
plan  mené  par  le  sommet  parallèlement  au  plan  coopant,  ne 
doit  pas  reucontr»"  la  directrice. 

Si  la  courbe  est  une  parabole  en  appelant  m  le  point  où 
elle  rencontra  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  B,  et  />'  le 
paramètre  de  ce  diamètre ,  on  aura 

y'=p^.mB     d'où     a'^  —  //./nB.  [a) 

Si  la  courbe  est  une  elUpse  ou  une  hyperbole,  le  diamètre 
qui  passe  pae  le  point  Bla  rencontre  en  deux  points  metn; 
en  appelant  a'  la  moitié  de  ce  diamètre  et  b'  la  moitié  de  son 
conjugué ,  on  aura 

d*       B/n.Bn 
F^~     b"    ■ 


C*) 


7.  On  peut  démontrer  géométriquement  que  toutes  les 
fois  que  les  conditions  ci-dessus  sont  satisfaites,  la  courbe 
d'intersection  est  une  circonférence. 
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Supposons  que  ta  directrice  soit  nne  ellipse  {fig.  61);  par  le 
diamètre  ma  et  par  le  sommet  S ,  faisom  passer  ud  plan.  Ce 
plan  coupe  la  surface  du  cAoe  suivant  deux  génératrices  Sm 
et  Sn  qui  se  projettent  verticalement  suivant  les  deux  droites 
Sm^  et  Sn'.  Son  intersection  avec  le  plan  coupant,  est  une 
droite  parallèle  à  B9,  par  conséquent  perpendiculaire  à  DE 
et  qui  rencontre  les  deux  génératrices  Sm  et  Sn  en  deux 
points  G  et  H  projetés  verticalement  en  g  et  h. 

Le  triangle  SBn  semblable  au  triangle  HCn  et  le  triangle 
SBfTt  semblable  au  triangle  mCG  donnent 
BS  _Bb  BS  __Bm 

CH  ~Cn    ^*     CG""C/n' 
d'où 

BS'     ___  Bn.B<w 
CH.CG~C^!C^' 
mais 

BS  =  OA  =  ii, 
on  a  donc 

BS"  _  Bn.  B/w 
^^  ~  Cn.Cm' 
d'où  l'on  tire 

GD'  =  CH.CG. 

(hi  démontrerait  que  cette  relation  a  lieu  pour  tontes  les  or- 
données de  la  courbe  d'intersection  en  menant  par  chacune 
de  ces  ordonnées,  un  plan  parallèle  au  plan  horizontal,  on 
en  conclut  que  la  courbe  d'intersection  est  une  clrconf^ 
rence. 

8.  Le  problème  de  couper  une  surface  conique  dont  la 
directrice  est  une  courbe  quelconque  du  second  ordre,  de 
manière  que  la  courbe  d'intersection  soit  une  circonférence, 
se  trouve  donc  ramené  an  suivant  ■: 

Trouvw  sur  le  plan  d'une  courbe  du  second  ordre,  un 
point  B  tel  que  ta  droite  qui  Joint  ce  point  à  un  point  donné 
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P,  BOft  perpendiculaire  k  la  direction  conjuguée  da  diaoïètre 
quipasse par  le  point  B,  etque  l'équation  (<i]  oa  l'équatlOD 
(b)  soit  satislïlte ,  saivaDt  (fue  la  courbe  est  une  parabole  ou 
qu'elle  a  un  centre. 

Occupons-nous  d'abord  du  cas  où  la  courbe  est  une  para- 
bole ( /ïj}.  52). 
Soit 

r'  =  itpx  (1) 

l'équation  de  celte  parabole  rapportée  à  son  sommet  et  i  Kt 
axes. 
Soient  Pla  projection  du  sommet  du  cAne  sur  le  plan  de 
la  courbe , 
h  la  hauteur  du  sommet  aonlessus  de  ce  plan, 
B  le  point  chercbé , 

p'  le  paramètre  du  diamètrequl  passe  par  lepoiutB. 
On  derra  avoir 

^'  +  i'  =  —f!.mB. 
Soient  a  et  ^  les  coordonnées  du  point  P, 
X,  ti\y,  les  coordonnées  du  point  B, 
x%iy  les  coordonnées  du  point  m; 
on  aura 

B/'"  =  (r.-|î)'+(^.-«)", 

mB  =x,  —  j:  , 
d'où 

0'-P)'+(-»^.-»)"  +  A'  =  (^^+2p^C:r-x.);.       (2) 

il  ne  s'agit  plus  que  de  remplacer  dans  cette  équation  x,  et 
y,  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  .r  et  de  j*. 
On  a  d'abord 

la  droite  PB  est  perpendiculaire  à  la  direction  coqjuguée  du 
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dtamètre  Bm,  pw  couséquflQt  perpendiculaira  à  la  tangent» 
meoée  par  le  poiat  m ,  son  équation  sera  donc 

d'où  l'on  tire  en  ramplafant^,  par  sa  valear^ , 
ramptacuit  ;>:,  et^,  par  leurs  valeurs  dans  l'équation  (S) ,  U 

elbetuant  les  dérdoppements  et  les  réductioBs,  il  vient 
rempUçanty  par  sa  râleur  3/7:rf  il  Tient 

Pour  que  le  problème  soit  posible,  il  ne  suffit  p>B  que  cette 
équation  admette  une  racine  réelle  positive,  il  fkaten  outra 
que  la  position  correspondante  du  point  B  BOÎt  extérieure  i 
la  courbe,  c'eit-i^re  que  les  valeurs  correqwDdantee  des 
coordonnées  x.  et  y, ,  satbtïissent  à  l'inégalité 

y,' >■  Spx, ,    ot    y' ^y  =  ipx ,    d'où    x>  *, ; 
à  la  [^M  de  X,  mettant  sa  valeur ,  on  • 

j:> ^;_+«_^     ou     x-(«~f)>       ^._. 

±V/2^  :t:\/2px 

Quel;iue  soit  le  ^ne  de  ^ ,  À  cause  du  double  signe  du  ra- 
dical, 11  y  a  tcHiJours  une  des  deux  valeurs  du  second  membre 
de  ceUe  inégalité  qui  est  négstive ,-  U  suffit  (fohc  que  réqui- 
tlon  admette  une  racine  qui  satisfasse  à  la  condition  ■ 

x>^~p. 
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Lonque  >  est  oégatlT,  cette  eondHlon  est  éf Ideaunent  M- 
tiafUle,  car  l'équation  admet  une  racine  réelle  poattlTe; 
lorsque  a  est  positif  en  reniplaçant  dans  (3)  x  par  i — /i,  <» 
obtient  on  résultat  négatir  dont  l'équation  admet  une  ncfiie 
positive  plus  grande  que  «—p. 

Il  résulte  de  cette  discussion  qoe  le  problème  est  toq}oan 
poBsiMe  ;  c'eat-À-dire ,  qu'un  cAne  dmit  la  directrice  est  une 
pardMle ,  peut  toajonrs  Are  coupé  par  un  plan  sulnot  une 
circontérmce.  Comme  nous  avons  déjk  démontré  qu'un  oAm 
dont  la  directrice  eat  use  courbe  quelctMxine  dn  second  or- 
dre ,  peut  toujours  être  coupé  par  un  plan  snivant  nne  para- 
bole, noua  aérions  en  droit  d'en  conclure  qu'un  cAne  dont 
ladirectrloe  est  une  courbe  quelconque  du  second  ordre, 
peut  tonjoors  être  coupé  par  un  plan  suivant  une  clrconré- 
rence;  néanmoins  nous  allons  résoudre  directement  le  pro- 
blème dans  le  cas  où  la  courbe  serait  une  ellipse  ou  uns 
hyperbole. 

9.  Sfltt    ' 

l'éqnAiOB  d'une  ellipse  {^.  5S)  rqiportée  i  wa  oestre  et  i 
ses  aies. 
Soient  P  la  projection  dn  sommet  sur  le  plan  de  la  eoty^ 
A  la  bwiteur, 
B  le  point  dicrcbé , 

d  le  demi-diamètre  passant  par  le  point  B , 
V  le  demi-diamètre  cenlugué  de  a'. 
On  aura 

^F-|-A'  ^Bm.Bïrt' 

Soient  b  et  ^  les  coordonnées  du  point  P, 
X,  et  y,  les  coordonnées  dn  point  B , 
xfXy  les  coordoBBées  du  pcrint  m. 


(3) 
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On  aura 

,B-=(J:.-.r+(^.-|!r, 

=».*+J'.-'-^. 

mettant  «s  Talears  datw  l'iqnation  (3),  il  Tient 


t^^b'—i^—x'  a'+y 


(3) 


U  M  s'agit  plosqne  de  ranpiaeer  dana  cette  éqoaticn  x,  et^, 
par  toQiB  f  ataon  en  fonctlcHi  de  j:  et  de  ^. 
L'éqoatioo  do  diamètre  mn  cet 

.        r,  =  ^„ 

la  tangente  de  l'angle  qoe  le  diamètre  eoQjngoi  du  dlamèlra 

mn  un  arec  l'axe  des  jir  est r-. 

Par  coDBéqaent  l'éqnatloB  de  la  droite  menée  par  le  point 
t  perpendteolairement  à  cediamètreest 

Pour  détonniaer  x,  et^, ,  on  «  donc  les  denx  éqdKtloRf 
■•); 
«a  «llln 

-  -  «V— ypj   ^    ..  _  tv— ypx 

d'oA 
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metUnt  oM  valenn  dans  l'équation  (3),  H  Ttent 

remarquatit  que 

Il  vient  eo  simpUSaDt 

(^•jr'+fly)  («>-'+?  V)  -hx-y  (a-  -  6»)"tf 

en  remplaçant  dans  cetta  équation  y  par  sa  Taleur  6* ;-, 

on  obtient  une  équation  du  sixième  degré,  qui  ne  contient 
qne  des  puissances  paires  de  x.  Posant  x'=z,  on  obtient 
une  équation  du  troiaièine  degré  qui  a  toujours  une  radm 
réelle. 

La  marche  des  calculs  serait  la  même  dans  le  cas  où  la 
directrice  serait  une  fanwrbole. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  10  (p.  56). 


La  bâte  AB  d'un  triangle  rectiligne  ABC  est  donnée  de 
grandeur  et  de  pontion,  la  somme  des  deux  autres  cAtéa  AC, 
BC  du  triangle  est  égale  aune  droite  donnée;  on  suppose  que 
ce  triai^e  tourne  autour  d'un  axe  rectiligne  DE  Uacé  sur  son 
plan  ;  déterminer  le  sommet  C  du  triangle ,  de  manière  qne 
la  somme  des  sorfaces  décrites  par  les  deux  cAtés  AC,  BC, 
adjacents  à  la  base ,  soit  uù  maximum  ou  bien  un  minlmom. 

On  sait  que  lorsqu'un  système  de  droites  tourne  autour 
d'un  axe  situé  dans  son  {riàn,  lasnrbce  décrite  parce  ayst^ne 
est  égale  i  la  somme  des  génératrices  multipliée  par  la  cir- 
conférence que  décrit  le  centre  de  grarité  do  sïstdme,  donc 
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l»oar  résoudre  le  proUèiiu ,  il  suffira  de  chercber  parmi  tons 
In  triangles  que  l'on  peat  ccmstmire  avec  tes  doonées  de  la 
qnestioD ,  ceux  dans  lesquels  les  centres  de  gravité  des  c6tés 
nrlaUes,  seront  I'dd  le  plm  éloigné ,  l'autre  le  plus  rappro- 
ché de  la  droite  DE. 

Or,  Btq^KWms  que  le  triangle  ABC  {fig.  66),  résolre  le 
pnAlèine;  prenons  le  point  G  mUlen  de  AG ,  le  point  K  mi- 
Ueu  de  BC  menons  la  droite  GK  et  diTtsou-U  en  desx  partie* 
GH  el  KM  telles  que  l'on  «it 

(1)  AC:BG::MK:hg. 

te  point  H  sera  le  centre  de  gravité  du  STstèmedes  droUesAC 
et  CP.  D  nous  sofflt  donc  de  chercber  les  coordonnées  de  ce 
p<rfnt.  A  cet  effet,  posons  AC+CB=2a.  AB=ac  et  a*~-e=sV. 
Prenons  pour  axe  des  z-  la  droite  AB ,  pour  axe  des^  la 
perpendiculaire  EF  menée  par  son  milieu,  et  appelons  ^  et 
y  les  coordonnées  du  pnnt  C.  Ce  point  doit  évidemment  se 
trouver  sur  une  ellipse ,  ayant  pour  Toyeis  les  points  A  et  B, 
et  pour  p«nd  axe  3a,  nous  aurons  donc  eotVa  x'  ety,  la 


{S)  «y  +  *'jr"=rfi'. 

Gelapoaé,  si  nous  aidons  X  et  Y  les  coordiHtnées  du  point 
H„nouBaurons  Y='^,  d'où  l'on  tire 

(S)  y  =  2T, 

et 

D'tiUenn  la  proportion  (1)  donne 
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'    2a* 
d'Où  (4)  x'  =  -p>X. 

Remplaçant  alon  dans  l'équation  (%)  j^  eiy  par  leun  n-. 

lenn,  noiuaarow  4a'Y*-|-~^X*=:a*fr*,  ou 

Telle  est  la  relation  à  laquelle  dniTOnt  satlstïiire  X  et  Y,  et 
l'on  voit  d'aiileura  facilement  par  cette  équation  que  le  lieu 
géométrique  du  point  M  est  une  ellipse.  Maintenant  puisque 
le  triangle  ACB  résout  le  problème ,  le  point  H  est  sur  ce  lien 
le  point  le  plus  éloigné  on  le  point  le  moins  éloigné  de  It 
droite  DE;  il  doit  donc  se  trouver  au  point  de  contact  d'une 
tangente  menée  parallèlement  à  DE. 

Or,  dans  l'équation  de  cette  tangente ,  le  coefficient  de  x 
est  égal  à  la  dérivée  prise  par  rapport  à  X,  dans  l'équation 
de  1b  eourbe ,  divisée  par  la  dérivée  prise  par  rai^rt  à  V ,  i» 
tout  précédé  du  signe  moins  ;  de  plus  puisque  cette  tangente 
est  parallèle  à  DE ,  si  nous  appelons  g  la  tangente  de  l'angle 
EDQO,  g  devra  être  aussi  la  coefficient  de  x  dans  son  équa- 
tion ,  nous  aurons  donc  la  rdation 

Et  remplaçant  Y  par  sa  valeur  dans  l'é^oattoo  (6) ,  U  Ttedra 
^  +  fl>X'  =  l6*    ou    «•X>-+fr-,')  =  !4*g'. 

C)  Q  Mt  H»  le  pralongtmnit  de  U>. 
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d'o4  l'on  lire 


,  M  par  suite  Y=rp- 


j^  =:^.  "       '  ' f  «t  par  hiui«    i  =^ ■■■■ 

HeTenODS  esHn  an  éfalltés  {3)  et  (4),  et  nous  «n  dMoiroM 

Va'  +  fg' 

Telles  aoot  les  coordoDBées  des  |>oints  cherctiés  ;  il  est  ^'ail- 
leiin  érident  que  les  dgnes  supérieurs  doivent  Être  pris  en- 
leiDble,  et  les  signes  inférieurs  aussi  ensemble. 

D'après  les  râleurs  de  j:'  et  de  y,  an  voit  que  les  deux 
points  cberchàB  sont  symétriques  l'uo  de  l'autre,  par  raifort 
aux  deux  axes,  de  plus  les  coordonnées  de  chacun  d'eux 
seront  àe  mêmes  slgues,  si  l'angle  ESQ  est  obtus,  et  de  signes 
contraires ,  si  ce  même  angle  est  aigu. 

£nBn  si  l'on  pose  0B:=/,  l'ordonnée  du  point  qui  doone 
le.  maximum  devra  toujours  être  de  signe  contraire  à  i,  et 
l'ordonnée  du  point  qui  doane  le  minimum  devra  toujours 
être  ds  anéme  signe  La  pgsitlon  des  deux  points  cherchés  est 
donc  déterminée. 

Pour  q^e  le  pnAlème  soit  possible,  il  faut  d'abord  que  V 
et  y  soient  des  quantités  réelles ,  ce  qui  exige  que  b  le  soit. 
c'ert-èfdlre  que  l'on  ait  a'>c'  qu  «>c;  mais  celte  condi- 
tioa  ne  toffit pas;  il  but  encore  que  l'on  ait,  abstraction  faite 
des  signes,  j/<a  ety<&,«iqui  a  toujours  lieu  ;  d'où  l'on 
coBCtot  que  le  pnMéme  est  possible  toutes  les  fois  que  la 
soouDe  des  oAtés  variables  est  plus  grande  que  la  tMse  doo- 
oée.  D  pourrait  arriver  que  la  droite  DfE  coupftt  un  des. 
triant  qui  résoot  la  question,  ou  mène  tons  les  deux; 
alors  pour  que  la  scrintion  que  noos  venons  de  proposer  puisse, 
s'appliquer  aussi  à  ce  cas,  il  faudrait  regarder  comme  néga- 
tive la  surlïice  engendrée  par  la  révolution  des  droites  qui  se 
trouvaient  au-deasoui  de  l'axe  de  rotation. 
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Il  pooirait  encore  sirirer  qne  l'axe  de  rotation  Ait  parai' 
1^  k  la  base  doDoée  AB.  Ponr  envisager  ce  cas ,  il  soQlt  dam 
lei  valeors  de  :?*  et  de^  de  foire  ^ =0 ,  on  aani  alors  x';=0 
etysi^i.  On  est  doac  ainsi  conduit  au  théorime  salTant-. 
De  tons  les  triangles  de  même  base  dont  les  cAtés  variables 
font  une  somme  donnée  et  qui  tournent  antour  d'un  axe  gitiié 
dans  leur  plan  parallèlement  à  la  base ,  celui  dans  leqad  la 
sarthee  engendrée  par  les  côtés  variables  est  tin  maximum  ou 
un  minimum,  est  le  triangle  isocèle. 

Ce  cas  comprmid  évidemment  comme  cas  particulier,  cetsi 
où  l'axe  de  rotation  se  conrondratt  avec  la  base,  c'est4-dire 
eeliri  où  les  triantes  tourneraient  autour  de  leur  base. 

Enfin,  il  peut  arriver  que  l'âxe  de  rotation  soit  perpendi- 
culaire i  la  base;  pour  envisager  ce  cas,  il  nous  suffit  dans 
k»  valeurs  de  x'  et  dey  de  hire  f =oc ,  nous  aurons  alors 
x=d:  a  et^=0,  et  nous  serons  ainsi  conduit*  i  cet  antre 
tbéorème: 

De  tons  les  triangles  de  roôme  base  dont  les  ofttés  variaMes 
font  une  somme  donnée  et  qnl  tournent  autour  d'un  axe 
ritué  dans  leur  plan  perpendiculairement  k  leur  basé,  celni 
dans  lequel  la  somme  des  surfaces  engendfées  par  la  révolu- 
tien  des  c6tés  variables  est  maximum  ou  minimum,  est  le 
triangle  dont  les  cAtés  variables  dittèrent  entre  eux  d'une 
quantité  égale  à  la  base;  triangle  qnl  se  réduit  k  une  droite. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  6  { p.  123  ). 

VAK  M.  KXBXmjX  {ASOÙABV). 

Quel  est  le  plus  court  chemin  d'un  point  k  un  autre ,  es 
passant  par  deux  droites  situées  dans  l'espace. 
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80LIITI0I). 
Soient  A  et  B  les  deux  points  et  D  et  V,  les  deax  droites 
données.  Noos  avons  ?u  [p.  Iti3),  comment  on  dét«rmlne  le 
plus  court  cbemJD  d'an  point  h  an  autre ,  en  passant  par  ané 
droite  donnée;  d  donc  nous  cherchons  les  pins  courts  ebe- 
mins  da  poiot  A  aux  points  saccasrif^  de  IK  en  passant  par  B, 
noos  obtiendrons  one  surface  ayant  pour  directrices  les  deux 
droites  et  la  circonrérence  décrite ,  en  pnnaot  pour  rayon  la 
perpendiciiiaire  abaissée  de  A  sur  D  ;  nons  trouverons  de 
iDémetasorface  contenant  les  plus  courts  cbeœlDsdapointB, 
aux  dlBërente  points  de  D  en  passant  par  f^;  les  interseetioas 
de  OBS  deux  surfoces  seront  (es  plus  courts  chemins  dmuuidés. 
CherchtHis  l'équation  d'une  de  ces  surlàces. 
Déterminons  le  plan  des  xjr  tel  que  l'axe  des  x ,  perpendl- 
eolalre  à  ce  -ptan,  soit  l'une  des  droites  données,  D  par  exem- 
ple, et  t«l  anssi ,  d  ^<i  étant  les  projections  de IX sur  les 
plans .d«  a^  et  desj'z,  que  d  soit  perpendiculaire  i  l'axe 
des  x;  nous  aurons  dans  le  premier  plan  ;r=a,  a  étant  la 
distance  de  l'or^lDe  à  <2,  et  dans  le  second  z^iny;  ce  sont 
U  les  équations  de  D*.  De  qéme,  on  aura  pour  les  équations  de 
la  droite  génératrice  H,  ^=j>a-|-9,  y=p'^-i~g';p,p',q,^, 
étant  des  coefficients  qu'il  Ikut  déterminer;  appelant  n  la 
hauteur  (  au-dessus  du  plan  des  o^  ) ,  du  cercle  perpendicu- 
laire àD,  nons  aurons  z=n,  et,  cherchant  la  projection  sur 
le  plan  àMJ;y,  x''^x'=r';  ce  sont  li  les  équations  du 
cercle,  son  rayon  étaDt  r. 

C^  posé ,  nous  devons  trouver  dans  l'équation  de  M  la 
mfliDe  valeur  des,  soItqa,e  nous  fassions  j:=0,on^=0;  la 

première  est  »=  — ?j  la  seconde  i=  —  %,  donc  ?.=£-, 
P  P  1       4 


Dej=a,  xs»p%-^q,  nous  tirons  ^^a— 


? 
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De  z=my,y^p'x+q',  noiutlraiu  x(i~mp')=mq' ,  ï=— ^i_ 

donc 

a— g  _     mj' 

p  1 »!/>'■ 

Nous  arons 

r>=x'-\-y,     x=pz+q,    jr=p'z+g\     *=n, 
d'où 

r^=ipn+q)'  +  ip'9+q'i'. 
NoQ>  avons  donc  cinq  équations ,  uvoir  :  • 

X=pt+q,  (1) 

r  =/«+?'.     ■  (2) 

a — q  ntq\ 

/»       1  — »lp' 

Des  quatre  premières ,  nous  tirons 

_  flj(»— ffy) 

m: — ony  ' 

ay{z—mx) 

^x — awy  ' 

et  substitiunt  ces  valeurs  dans  la  doquitaie ,  nous  troof «wi 

l'équation  cherchée  du  ^^^'^  degré 

L  *r — angr  J 

Comme  U  n'y  a  pas  de  quantité  toute  connue,  cette  surfao* 
passe  par  l'origine. 
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«=0.  hm  dfOK  droltM  sont  eoarergMiM;  on  a  alo» 
r"^ =«■(«' 4. jr")  ;  c'ast  un  cAoe  droit;  etx=0;  c'est  le  plan 
desj^  qui  réaoot  la  question. 

11  =  0,  r=0.  Le  cercle  est  réduit  à  son  centre  qui  esta 
l'origine,  et  l'éqoation  devient  a*{3:'+y}  (a— ny)'=0, 
qoiHdécompoeeea  .r*-f-^*=0,  qui  représente l'origiDe et 
%=m}r,  la  projecttofl  de  D  sur  le  plan  des  ^. 

f=0.  nTlent:(^4^){aa— «MV+BJr— «i>'=0,e'ert- 
t  <fc<i  j*+j-'=p,  aaoonl'or^iDe,fltanplandODtréqi|H- 
tion  est  m — on^+nx — ^11=0. 


SOLUTION  DU  PROBLEME  6  (p.  5S). 
UWTS  DB  L1«UNG  ' . 


— Ax"^,  — Rr""',  — Cx"~*,  etc. ,  étant  les  termes  néga- 
VÊÈ  d'âne  éqiutioD  algébrique  à  coefilcients  réeb,  du  degré 
m>  on  aura  une  hsnile  sapérleure  des  racines  positives,  en 
additionnant  les  deux  plus  grandes  des  quantités  t^,  (z^, 
I^C,  etc. 

ZMmoiuAnalioii.  Le'oaa  le  frius  débTorable  est  éTidNnnwnt 

celui  oà  l'ftqoBtim  ajant  tons  ses  termes  négiftift ,  k  partir  du 

second,  est  de  eette  Tonne  : 

x"— A,x——A^— '—...— A,.r— '—...— A,x--'—... 

-A„=9,       (I) 
d'où  l'on  tire 

•4'+(^)"XÇ-)V...(Ç)V...(^')'+- 

Soteot  k'Ar ,  kX  ,  les  deux  plus  grandes  quantités  de  la 
MiteAi.kX,  1^,  etc... 


_iv,Goog[c 


BoK  de  phu^A^ssNpOTp,  n  étant  d'abord  pliugrend 
^e  l'unité  ;  fiiisant  x=  P'k, + |^=sr  {«  -(- 1)  jp'Âr,  la  frw- 
tion  — ^  devient  é^le  à  -ri*  toutes  les  antres  ftsctfaM» 

— ' , ^ ,  etc.,  seront  plus  petites  que  —^ ,  va  que  l/Â^^ 

est  plos  grand  qu'aucune  des  quantité  A,,  V^ÂI,  etc.; 
donc  le  second  memtott  de  l'éqnaHon  (S)  en  y  subsUtnant 
oette  valeur  de  x,  devient  plus  petit  que  La  somme 

±-+-U+-L~+    -!—+       ' 

+(tt;)'-(ït^'    » 

a-{-l,  étant  plus  grand  que  l'unité,  cette  somme  est  plue 

{dus  petit  que  l'unité;  en  effet,  on  voit  TacUement  que 
'       ^  '< ;  Il  suffit  de  diviser  de  part  et  d'autre  par 

n— 1 ,  donc  en  remplaçant  x  par  t^Â^-|-|/'Âr,  le  premier 
membre  de  l'équation  (3)  devient  à  fortiori  plosgrand'qtie  le 
second  membre;  il  en  est  de  même  dans  l'éqoafloD  (1),  etc. 
Lorsque  n  =1  ;  la  somme  (3)  est  remplacée  par  la  progres- 
sion «éiKnétrique--V^-l-...+  ii,  pins  peUto  que  l'unité. 
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raoraiÉTËS  DES  DIAMËTRBS  CONJUGUÉS, 
d'afuIs  m.  OBUONRB  (*). 


1*  Lee  recherches  de  ces  propriétés  étant  présentén  d'âne 
maaièra  prolixe  et  difficile  dans  les  traités  dassiqaeSf  Je  crois 
utile  de  rappeler  la  méthode  sim^ ,  Tacile ,  proposée  11  y  a 
ptosieors  années  par  lé  vénénible  recteur  de  l'Acadéinle  de 
HmtpelUer. 
S-Klipse, 

a=premier  demi-diamètre  principal,  axe  des  x, 
b=  second  demi-diamètre  principal,  axe  des^, 
a\  b'=  deux  demi-diamètres  coq}ugaés, 
y,y=  coordonnées  de  l'extrémité  dea', 
3^,y"^  coordonnées  de  l'extrémité  de  b'-, 
posons     '  J''       Y' 


TOnadooc 

XX" +  Y'Y"  =0.- 
n  iMMIet  lin  amUwmaM ,  Mna  T,  p.  I*. 
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Les  (ktax  premièrM  équaUons  expriment  qoe  le»  .extr^ 
inités  des  diamètres  <£,  V  sont  sur  l'eUtpse ,  et  la  troisième 
exprime  que  ces  diamèbras  sont  eonjugoés. 

Or,  on  sait  qa'nn  tel  système  d'équations  peot  toqjoois  tee 
remidacéparc«liil<«l  : 

Y-+Y'"  =  l, 

(ï'Y"_rx"}.=  i, 

et  remplaçant  X',X",Y',y"  par  leurs  valeors,  on  a 

mais  «'•4-y»=a',.x''-Hr"'=ft",  dose  fl"+A"a=a'+*'; 
première  proj^rfété. 

jfy"—^^'  est  l'aire  du  parBUélogramow  coostnilt  sm-  les 
demi-di«mètres  «Miiiigués  ;  donc  ccAte  «Ire  est  éqoivalrate  aa 
rectangle  constmlt  sur  les  dend-axea  priBcipaox  ;  deuxième 
propriété. 

k'  Hiperbole  ;  ufaH  caleul  et  aoiai  pmr  les  aorhces  dB 
second  degré.  ÎM. 


PROBLÈMES  ET  THË0RËUE8  A  DÊMOITIBER. 


23.  Déduire  des  propriétés  du  triangle  rectangle  que  le  mo- 
<jule  de  la  somme  de  deux  types  imsginainH  est  pins  petU 
que  la  somme  des  modules  de  ces  deux  types ,  et  plus  grand 
que  leur  dlfléreDce.  Le  type  ima^naire  est  représenté,  comme 
onsaltj  par  a -|- il  k* — 1,  et  son  modale  par  Va*-\-b',yft 
positivement. 

2fc.  Pour  mesurer  un  angle  solide,  on  ctKifoit  vt^  apbèn 
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ie fijOB  quelCMique,  ayant  ion  eentn  au  Bommet  de  l'aosle  ; 
la  portioDde  laBurbce  spbénqoe  iaterceptée,  diTùée-par 
le  i  de  la  mrboe  totale ,  doooe  on  quotient  proportkMmel  i 
rangle  solide.  Àiati,  l'angle  soliâe  trl-rectao^  a  pout  m»- 
aore  l'unité,  et  la  somme  de  tous  les  angles  scdides  do  cobe 
est  ^ale  k  8.  Quelle  est  la  somme  des  enf^  solides  dans 
chacun  des  quatre  aatres  corps  régnlien  ? 

Ohurvaiion.  M.  Catalan  a  trouvé ,  à  l'aide  du  calcul  inté- 
gral, la  meaure  de  l'angle  solide  du  cAne  inscrit  dans  un  aeg- 
BMDt  8|riiérique ,  c'est-à-dire  d'un  cAne  ayant-son  sommet  sur 
la  q>bére  et  pour  base  celle  du  segment.  Cette  mesure  est 
«qwimée  en  Ibnetions  en^tiqaes.  [J.  de  Hattaématlquw-, 
tome  6,  p.  419,  innée  1841.) 

K.  De  tODS  1(8  cAms  Inaerits  dans  un  segment  iftliMqBe , . 
eetaJ  ifDia  pourtoininetlepMe  dé  la  tMseaie  plus  petit  ad|le  Bo- 
Hde:  la  sobibm  dee  deox  angles  sOUdes  des  cAnes  qui  ont  pour 
sommets  respeetib  la  pAI»  de  la  base  commune  est  égale  k  4. 

96.  Dans  un  quadrilatère  inscriplttrfe ,  on  prolonge  les  cAtés 
opposés  pour  former  le  quadrilatère  complet  SI  l'on  mène 
hs  biwectrices  des  deux  angles  extériettrs  et  qu'on  prolonge 
ces  Ugneg  jmqa'i  ce  qu'elles  coupent  les  cAtés  du'  quadrila- 
tèra,  les  milieux  des  portions  de  ces  bissectrices  interceptées 
dans  le  qDadhtatère  et  kâ  miUetu  des  diagonales  du  quadrlla- 
lèra  amt  sur  m»  mAme  drottc. 

3T.  Étant  données  deux  équations  algébriques,  ebaeaoe 
à%BeinDDnnue,  tronfer  une  troidème  équation  qvl  ait  pour 
radD^  les  dlITérences  que  l'on  obtient  en  retrancbant  sue- 
'  GMsiNinfent  cbaque  racine  de  la  seconde  éqnation  de  chaque 
rtEÉM  da  la  première? 

28.  Parmi  ki^/n  quantités  a,,  à,,  a,....  <h.,ilya/'tina&dtés 
■égaOfiB*.  ComUen  y  M^fl  de  tenim  négatlb  dans  le  dére- 
lOfpeMftt  de  .(a,+a,+a,4-....a.r.  n  éUnt  un  nombre 
entier  potltit?   «    , 
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99.  Par  un  point  A  situA  dans  le  plan  d'iule  oooique,  ott 
mène  un  dianëtre ,  uoe  sectado  droite  conjuguée  à  ce  dii- 
mètre  etuoe  troidèiDe  droitequelconqne  rencontrant  la  courbe 
en  deux  points;  menant  deux  tangentes  par  ces  deux  {Kriols, 
elles  coupent  la  seconde  dnrite  en  lieux  points  également 
.  distants  du  point  A. 

30.  Trouver  la  loi  do  déTeloppement  de 
l-  sin  (o.+a,+c,+...«.).  S*  de  cos  (â,-fo.-Hï,+...a.) 
3*  En  déduire  les  fonnules  connues  pour  sinus  no,  cos  fia. 

AVIS. 
Déslnnt  publier  les  solutions  données  par  les  élèvea  qui  ont 
remporté  les  prix  de  mathématiques  aux  conconra  entre  les 
coUégeede  Paris  depuis  la  première  année  de  rinstitution, 
nous  prions  les  lauréats  de  vouloir  bien  nous  adresser  des 
copies  authentiques  et  les  noms  des  professeurs  :  nous  n 
ferons  tirer  un  co-tain  nombre  d'exemplaira  à  part  poar 
les  tenir  à  leur  dlsporition. 


17.  Gabiers deGéométrieélémentaire,troltièmecatiier,par 
Jules PlMChe.  In-8  de  &  feoilles,  plus  une  planche.  Amiens, 
18^2. 

tô.  Cours  de  UUhématiquefi  élémentaire*,  par  H.  i'at)l)é 
D.  Leeart.  Paris,  mS.  Prix  :  2  fr.  60  c: 

19.  Nouveau  Traité  élémentaire  d'Arlthmé^que  décimait, 
par  S.  George  flb,  i*  é^ion  in-18  de  4  f.  et  demie.  Paris, 
Têtu.  PK  :76c., 4842. 

30.  Problèmes  d'Algèbre  et  Exercices  de  calculs  slgéM- 
qnes,  avec  les  solutions,  par  M.  Georges  flitt,  S>  édition  in-8 
deSSr.  Pr.  :5fr. 
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THÉORIE 
i  APPROXIMATIONS  NUBIÉRIQUES, 

*AK  M.  tUWttOM, 

ProlHMur    de    auiih«maUqaa. 


1.  Les  quantités  iDCommensurabies  ne  pouvant  être  réu- 
nies dans  une  eipression  algébrique  quelconque,  que  par 
Toie  d'addition ,  de  soustraction ,  de  multiplication,  d'étén- 
tioB  aux  puinances ,  de  divisioD ,  d'extraction  de  racines ,  il 
sniQt  de  considérer  successiTeinent  chacune  de  ces  opérations. 

Je  supposerai  qu'on  sacbe  calculer  chaque  quantité  tn- 
commensurable  isolée  avec  le  degré  d'approximation  que 
roD  Teut,  comme  cela  a  lieu  pour  les  racines  d'un  degré 
quelconque,  pour  le  nombre  b-,  pour  les  logarithmes,  et 
les  lignes  trigonométriques. 

Le  problème  h  résoudre  pour  chaque  opération  est  celui-  ■ 
d:  déterminer  une  limite  que  ne  pourra  dépasser  l'errear 
commise  sur  chacune  des  quantités  employées  dans  l'opéra- 
tion, pour  que  le  résultat  Qnal  obtenu ,  diffère  du  résultat 
vrai  d'un  nombre  moindre  que  ta  fraction  donnée  y 
jiddilvm. 


Je  suppose  qu'on  prenne  les  nombres  A ,  B ,  C  par  début, 
la  somme  calculée  sera 
{A-«')-|-(B-0-|-(C-O  =  A+B+C-(e'-|-«''-)-O. 

ÀMM.  M  UAVÊÈK.  I.  17 
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erreur  eominlse  e'+fl"-|-«"':  soit  e  la  limite  commoM  k 
détermiDer  de  ^,e",  ^";  àcansede<>e',  e>.e",  e^e™, 
ona3e>e'+^'+e"';Usufflra  doac  de  choisir  e  tel  que  3« 

soit  moindre  que  r  ou  e<â».  «""  on  ""■«   *  fortiori 

On  ealeolera  donc  chaque  quaatité  à  —  près ,  et  en  gé- 
oéral  h  —7  près  ;  lorsque  le  nombre  des  quantités  incom- 
mensurables à  additionner  sera  m. 
Souitraction. 

3.  Calculer  A— B  à  7  près. 

Soient  pris  A  et  B  par  déraut.  Différence  fraie.  A— B; 
différence  calculée  (A— e")— (B  — ^')=  A— B— e'+e";er- 
reor  commise  e" — e";  à  cause  de  «>■«",  e^e",  on  a  e>e" — / 
quelle  que  soit  la  plus  grande  des  quantités  e",  e'.  H  suffira 
donc  que  la  limite  e  soit  moindre  que  -  ;  car  à  fortiori,  on 
aura  e" — «"^t- 

On  prendra  donc  chaque  quantité  A,  B,  isolément  i  - 
près. 

En  opérant  ainsi ,  comme  on  ne  sait  pas  laquelle  est  la 

plus  grande  des  erreurs  «",  «*,  on  est  bien  assuré  que  Terreur 

»  commise  sur  la  difCfirence  est  moindre  que  j,  mais  on  ne 

peat  dire  dans  quel  sens  elle  est  commise,  en  plus  ou  -eo 


(i)t)tiu(aaiceqBl  luIt,  «',  i'.é"... 
commiMi  inr  Ici  diienoi  qutbtittf  Ineomnwnsunbleg  q 
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—  IBl  - 
Lorsqu'on  voudra  le  savoir  d'une  nuoière  certaine,  on 
prendra  l'une  des  quantités  A  par  début,  et  l'autre  B  par 
excès  ;  alors  la  dlflérence  calculée  sera 

(A— ^)  ~(B+€")  =  A-B-(e',+0 , 
«rreur  en  moins  ^+e";  mais  àcauBedB«>-/,  s>'^',  on  a 
a«>«'+^',  11  suffira  donc  de  prendre  2e<- ou  e<^ 

Si  la  diOérence  devait  Être  calculée  par  excès,  on  prendrait 
A  par  excès  et  B  par  défaut. 

k.  Dans  le  cas  d'une  somme  ctunpwée  de  termes  addltlft 
et  soofitractffs  A-]-B — C-fD — £ — F, on  peut  la  partager 
en  deux  parties  A4-B+D—(C~fS+F}  =  M—N.  On  cal- 
culera H  et  N  isolément ,  d'après  la  formule  relative  k  l'ad- 
dition, à  r  ou  b  -^  ^rèe,  suivant  qu'on  voudra  avoir,  le 
résultat  à  -  près,  «ans  s'occuper  du  sens  de  l'erreur ,  ou 
prAcisément  par  début  ou  par  excès. 
Mulliplieaaon. 

5.  la).  Cas  d'un  seul  facteur  incommensurable. 

Calculer  mA  à  ?  près. 

Produit  vrai  mA,  produit  calculé  m  (A — «')=mA — me', 


{b).  Calculer  un  produit  de  m-  facteurs  incommensurables 
ABG...H£à  |près. 
Considérons  les  irais  produits. 

rtod.  Trtl.  I  Prodall  Mlcnlé.  1  Prodiit  laiilialn. 

ABC...BE,|(A-.'XB-.")...(E-«,_iXK-«^|(A-*)(B-.)...{H-.)(K-.). 
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(On  sait  que  e  est  la  limite  commune  de  e',  é' e«). 

Ces  trois  produits  sont  rangés  par  ordre  de  grandeurs  dé- 
croissaotes  ;  la  dîBércnce  entre  les  deux  premiers  qui  est 
Justement  l'erreur  commise  est  moindre  que  la  dilTérence, 
entre  le  premier  et  le  troisième  ;  il  suffit  donc  de  déterminer 
e  par  la  condition  qu'on  ait 

ABC...HK— (A— c)(B— «)...(K— «}  <-, 


(1) 


■car  on  aura  à  fortiori 


Pour  plus  de  commodité  et  pour  nous  débarrasser  des 
soustractions,  posons  A— e  =  A'.  B— e=B,  etc....  oo 
A  =  A'+e,  B=B'+e,  etc. 

Alors  l'inégalité  (1)  devient 

(2)     (A'+e){B'+c)...(K'+e)(H'+«)— A'B'C...K'H'<J; 

or 

(A'+e)(B'+«)  =  {A'-H)ff+«CA'-H)=A'B'+B'«+e{A'-H) 
=  A'B'-i-«tB'+(A'+e), 

{A'+e)(B'+e)(C'+«)  =  (A'+e)(B+e)C+e{A'+«.)CB'+.) 
=  A'B'C'+e[B'C'+C'CA'+e)  ]+«(A'+e)  (B'+e) 
=  A'B'C+e[B'C-fC'CA'+e)+CA'+e)(B'+«)]. 

On  aperçoit  ici  une  loi  qu'il  est  facile  de  généraliser.  \a 
produit  de  m  fecteurs  (A'+e)  (B'+e)...(H'+e)  (K'-f-e},est 
égal  au  produit  A'B'...K' des  m  termes ,  plus  le  produit  de  < 
'par  la  somme  desproduits(m — l)à(ffi — l)desmémra  bctents 
A'  B',  G',...  K',  produit  dans  lequel  certains  de  ces  facteun 
senient  .remplacés  par  les  mêmes  nombres  augmentés  de  < , 
ezempla  A'  par  A'  +  ^■ 

Eu  elM,  supposons  cette  loi  vraie  pour  n  liiotears,  et 
«ppMOO»  qu'on  ait  (A'+e)(B'+«)...(F'+e)=A.'B'...F+eS'._i, 
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_S53  — 
en  désignant  par  S'a-i  la  somme  de  produits   Indiquée. 

Prenons  un  facteur  de  plus  CA'+«)(F+e)...(F'-)-eXG'-f-e)  ; 
Il  suffira  de  maltlplier  le  précédent  par  G'-j-e,  ce  qui  donne 
A'B'...FG'+eS'._,G'+e(A'-f^e){B'+e)...(F+e) 
=  A'B'...FG'+e[S'^,G'+(Â'+e)(B'  +  e)...(F+e)]. 
[S'^,G'  +  (A'-i-e)(B'-|-e)..  (F-fe)]e  est  bien  le  deuxième 
terme  qu'on  doit  obtenir  d'après  la  loi  ;  celle-ci  est  donc  Traie 
pour  (n-{-l)  facteurs.  Or  elle  est  vraie  pour  3,  donc  elle 
l'estpcpr  4,  etc.. 

Puisque  {A'-f-e)(B'+<)...(K'4-e}  =  A'B'...K'-|-eS'^,, 
rinégaUté  (^  dCTient  eS'._,  <  i. 

.  Haissi  dansS'i-i.je  mets  partout  A ,  B,  C,...E,  aullCu 
de  A',  ff,...K.',  A'-{-e,  fi'+^i  etc....  la  somme  augmentera 
de  valeur,  puisque  A=A'-|-e,  B=B'-j-e,  «le...,  et  si  on 
déagne  par  S—i  la  somme  des  produits  (m — I)  à  [m — l)des 
nombres  A,  B,...  K,  on  aura  eS'__i  ■<  eSi^i ,  donc  si 
1 
^.. 
tS'm—i  -<  ~  ;  on  peut  donc  prendre  pour  limite  de  «  la  quan- 

""sis-    ■  ,        ' 

Comme  on  ne  connaît  pas  les  nombres  AB...K,  on  pourra 
les  remplacer  dans  l'expression  de  cette  limite  par  des  nom< 
bres  supérieurs  quelconques. 

6.  On  peut  arriver  autrement  à  la  détermination  de  cette 
limite,  en  partant  de  la  composition  du  produit  (A'+e} 
(B'-f-«)...{H'+6)(Ç'+«),que  l'on  sait  êtreégal  èi 

AB*. .  .H'K'-|-S'^,«-|- ffM-ac* +. ..  S',«^' -f-e- ; 
il  résulte  de  Ik  que  l'ioégalilé  (1)  devient 
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(S'm-i  ,  S'»_a ,  etc. ,  désignent  les  sommes  des  produits  m — 1 

àni— 1,  m— aànt-^,  etc.,  de  A',  »,  C',...  K'). 
Or  ed  désignaot  par  S.-i ,  la  somme  des  produits  m — 1  à 

m— t  des  nombres  A,B,G,.w  K,ou  (A'-|~«),  (B'-f-«)...(K'-{-4; 

ODtr  onye 

S._,=a'^i4-2S'— ïe+3S'^^*-}-...(m— l)S',«*-+me— , 

(Voir  note  à  la  fin),  donc 

eS,^,>e(S',„,+«S'—i+e'S__i+...«*-'S'.+0- 
D  suffit  donc  de  prendre  e  tel  qoe  eSa— i  •<-  comme  d- 


7.  Cette  démonstration  étant  générale ,  supposons  les  fac- 
teurs égaux,  et  soit  éi  calculer  A"  à  -•  près. 

La  limite  dc?ient  ici  «  <  — rsi^y  Ca""  *<""  '^s  produits  d« 

[m  —  t)  facteurs  sont  é^auz  entre  eux  et  au  nombre  de  m. 
On  remplacera  encore  A  par  un  nombre  supérieur  qael- 
conque. 

Divition.  I  Approximation  -  Y 

8.  (a)  Premier  cas.  Le  diviseur  seul  étant  incommensurable, 
soit  à  diviser  m  par  B, 

.  Quotient  exact  ^,  quotient  calculé ^^,  si  on  prend  B 

par  excès.  Erreur  commise  ^—g^,  qui  doU  être  mdn- 

dre  que  -r.  On  a 

B^B-i-^-^ff^r;' 
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U  safBt  de  prendre  = 

QD  Dombre  iiirérieor  à  B  et  par  suite  'à  B-f-^i  on  a  éTidem- 

mentp;^ 

qne  ~<-,  à  fortiori  aiir»-t-onjj^^<j,  od  pren- 
dra dwic  poar  limite  «  •<  —:. 

ApplicatioD.  — '  à  r— près.Onpreiidraifàrapproxiination 

fnïâ ^"^  ïmn  *^  "/t-rnits  '  ËTidemment  il  snl&t  de  prendre  n 


{b)  Draxiètne  cas.  —  ,  À  et  B  étant  toos  deux  incommen- 
surables, 
le  prends  A.  par  défaot  etB  par  excès;  on  a 

A       A— ^       A--* 

B-^B-|-«"'^B+«' 
.  d'rà 

A       A— e       A       A— g" 

fi       B+e-^B       B+c"' 
qoi  est  rerreor  commise.  U  suffit  donc  de  prendre  e  M  que 
A       A— «  ^1         V.      -«.  ^      .  e(A+B)  ^  1 

Soient  A'  et  B'  deux  nombres  plus  grandsque  A  et  B, 
V  QD  nombre  inMiienr  6  B  et  par  suite  à  B  -{-  e  on  a 
A'  +  B'>A  +  B,  et  B"XB"  ou  B"'<B{B  +  e),   donc 
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—  sut  — 

— vk — >-—      .,    donc  si  Doos  prenons  a  tel  que 
a  lJ(B-|-e) 

— =;; — ■<-■  à  tortion  —  ■  ■  '     ^  < T  ;    OU    prendra   donc 
B  S  lJ(B-f-e}      ° 

'  <  7Ti  I  Ti-,  >■  C'est  pour  ce  cas  la  limite  de  l'approxima- 

(A  -j-  B  )  J 

tien  avec  laquelle  on  doit  calculer  séparément  A  et  B. 

Il  Tant  se  rappeler  que  A  doit  être  pris  par  début  et  B  par 
eïcès. 

Application. à  —près;  on  prendra  1^17  et  n,  cha- 
cun à  l'approximation  ■ — ~ s=  —  = .On  ratt 

(3+4)100       700       /TOON 

qu'il  suffit  pour  l'objet  que  l'on  a  en  rue  de  calculer  1^17  et 
ir  chacun  &  0,01  près. 

Ainsi  la  question  de  l'approximation  numérique  est  résolue 
pour  un  polynôme  algébrique  quelconque,  composé  d'un 
nombre  limité  de  termes. 

9.  Je  vais  pour  plus  de  commodité  récapituler  les  diverses 


cbaque  opération. 

(a)  Addition.  (A+B+C...),  m  quantités  incommensu- 
rables. 

Limite  commune  de  l'approximation  avec  laquelle  chaque 
quantité  AoA  être  calculée  : 

(ij.Jowft-actton.  A— B.Linii«e«<|Oue<^    suivant 

qu'on  veut  ou  non  connaître  sûrement  le  sens  de  l'errenr. 

{e).  MviAplicatim.  Caad'on  seul  facteurlncommeosuraUe  : 
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(</)•  Cas  de  m  facteiirs  ABCD....  FH  incommensiinblei. 


férentsm— 1  hm — 1  des  nombres  A,  B,  C,...F,  H,remplacés 
respectivement  par  des  nombres  plus  grands  quelconques. 

{d}.  Puiataticea.  A"  :  approximation  e  ■<  — ttït^- 

(«].  Division.  — .  fi  seulétant  incommensurable.  On  prendra 


A  par  défont ,  B  par  excès ,   chacun  à  l'approximation 

{A'+ff)#-. 
(_0.  Exlrattion  de  ntàtus.  On  s'en  rapp<Hia  aux  règles 


10.  Applications.  Soit 


A  ^  «»+„■— 7|^^a  ^  j_ 


n  faut  Tolr  quels  nombres  on  mettra  pour  A',  B',  B". 
Pour  avoir  A'>>A,  le  prendrai  h,  nombre  supérieur  à  n. 
4'-j-*'=80;  je  prends  7  x  1  au  lieu  de  "^ka,  pour  aïoir 
moins  à  retrancher,  paisque  Je  tends  à  avoir  un  plus  grand 
nombre  que  le  nnmérateur;Je  prendrai  donc  pour  A',  80 — 1 
ou  73.  PourayolrB',  Je  prends  4  au  lien  de  net  J'aurai  pour 
V,  16>i."— 1- 

Comme  B"  doit  être  moindre  que  que  B ,  ou  <t*  —  1 ,  Je 
prends  3  au  lieu  de  n  et  9—1  ou  8  pour  B",  alors  on  voit 

qallsuffltde prendK.^  iÏ3+S)lôô  =  ^'<"' "^"^^ 


b,  Google 


doncA  pardéfeutàg^ou— ^=  ^près.  etBpT 

\M  } 
excès  de  même. 

-     Or  A  est  la  différence  de  (B'4-it')  à  ly'i.  Il  ftiudra  calcu- 
ler it^-\-ic*  et  7k  2,  chacun  séparément  à  l'approximation 

71^+"'  P8r  défaut  et  1]/%  par  excès. 


/2X8800Y 
\       64      / 


On  sait  ce  qu'il  faut  liire  pour  7^2;  quant  à  7t^+»',  d'a- 
près ce  qui  a  été  dit  pour  une  somme ,  on  prendra  n^  et  s*  à 

■——,  près,  ou  TT7,  et  d'après  la  formule  relative  aux  puis- 
sauces,  on  prendra  le  premier  «  à  l'approximation  ,  ., 
on  --Î,  le  deuxième  à  l'approximation —7-7^;  ou  — j, 
mettant  pour  f  sa  valeur ,'  on  aura  pour  le  premier  n  l'ap- 


tre  —  '  ^  -■ —  près. 

32.8800        4400  '^ 

64 

Quant  au  «'  du  dénominateur,  comme  le  terme  —  1  est 

conmensuraUe  il  faudra  n'k  l'appi'oximation  x,,  ou  n  à  l'ap- 
proxl».tlo.  j^  ou  j^  =  Si  =  nSÔ  ■  «'  °°  '""■ 


dra  ici  rr  par  excès.  Ainsi  on  mettra  pour  ^ ,  1 

que  des  approximations  décimales, 

(3,i"59?  + 13,***5)— 7p^a 
(3,1416)*—! 
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Je  n'ai  pas  pas  mis  la  valeur  de  7|/2,  oa  la  calcule  i  l'ap- 
...  1  32  *  1  1100 

p™"'"^"'"'  â;^  =  88ÔÔ  ==  îïôô = jûw^  °'  -r ' 

64^  \   i    ) 

étant  <C  1000,  il  sutBra  évidemment  de  prendre  T|/2  oa 
l^^à  0,001  près. 

On  voit  facilement  qu'il  faut  mettre  pour  A',  B',  etc. ,  les 
nombres  les  plus  petits  possibles,  et  pour  B"  et  les  nombres 
qui  doivent  être  inférieurs ,  les  nombres  les  plus  grand!  pos- 
sibles. 

Il  y  aura  dans  cbsque  exemple  particulier  des  simplifica- 
tions qu'on  ne  peut  qu'indiquer  ici ,  et  qui  tendent  k  rendre 
le  dénominateur  de  e  le  plus  petit  possible.  Je  ferai  seule- 
Dient  quelques  observations. 

Eu  substituant  des  qonibres  Supérieurs  ou  des  nombres 
inrérieure  aux  nombres  incommensurables,  suivant  le  cas,  Il 
sera  souvent  plus  avantageux  de  prendre  au  lieu  des  nombres 
entiers  qui  les  suivent  ou  les  précèdent  immédiatement  des 
valeurs  plus  approchées,  ayant  une  ou  deux  décimales,  quand 
surtout  on  les  connaîtra  facilement,  le  citerai  pour  exemple 
le  cas  où  il  fallait  prendre  un  nombre  supérieur  à  n^;  on  peut 
prendre  3,2  comme  nombre  supérieur  ïi  f  ,  et  alors  (3,2)^  ou 
32,768  est  plus  grand  que  x^  ;  on  prendra  33  pour  plus  de 
simplicité  h  la  place  de  n^  dans  la  composition  de  A'  (exemple 
précédent] ,  au  lieu  de  fc^  otl  fi& ,  et  ainsi  des  autres.  Cela  est 
fodle  à  pratiquer  e%  on  aura  ainsi  des  limites  plus  simples. 
Tai  seulement  ébauché  le  calcul  pour  faire  voir  que  les  for- 
mules données  permettaient  d'obtenir  avec  certitude  l'ex- 
pression assez  compliquée  -     . — z ,  f*  toute  autre 

comme  ceW'là  à  telle  approximation  que  l'on  voudrait. 

11.  La  Umtle  e  se  présente  souvent  sous  la  forme  —  ;  si  on 
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veut  la  remplacer  par  nne  limite  décimale,  on  l'écrira  «oui 
la  forme  —  ;  on  Terra  k  la  simple  inspection  de  —,  le  nom- 
bre des  chilTres  de  la  partie  entière  du  quotient;  on  poom 
remplacer  la  limite  par  l'unité  décimale  de  l'ordre  niarqoi 

par  ce  nombre. de cfaimvs.  Exemple.  Soit  ^=9Â=?â<  **" 


aéra  un  chSITre  qui  sera  ensuite  suivi  de  S  autres  ;  la  partie 
entière  du  quotient  ayant  3  chiffres,  on  pourra  prendre  pour 


12.  Lorsqu'on  résout  cetfe  question ,  évaluer-  un  quotient 

=  k  -  près,  la  formule  donnée  pour  ce  cas,  fait  Toir  qu'on 

peut  changer  la  division  de  A  par  B ,  en  celle  de  deux  nom- 
bres approximatif  que  je  désignerai  par  s  et  p ,  tels  que  le 

quotient  exactement  calculé  r-,  diffère  du  véritable  =,  d'an 
P  B 

nombre  moindre  que  -.  Hais  dans  la  plupart  des  an>Uca- 

doDS,  OD  évalue  le  quotient  -  en  décimales,  quand  on  ne 

P 
peut  l'obtenir  exactement,  eton  s'arrête  au  chilTre  décimal 
d'un  certain  ordre  (  l'erreur  commise  ^ors  s'ajoutant  à  celle 


grande  que  5.  En  effet  soit  ~  — ^=6"  ou -=-+«',  dési- 
gnons par  ;  le  quotient  décimal  approché  qui  doit  rempla- 
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Or  <"  poofant  approcher  -  de  très-près,  e'+c"  peut  éyidem- 
nwDt  dépasser  -.  Oné?itera  cet  inconvénient  en  prenant  la 
limite  donnée  par  la  formule  générale  telle  que  ^ — Â'^ôï) 
et  on  évaluera  -  en  dédmales  à  -   près. 

1 3.  On  a  souvent  besoin  de  calculer  exactement  le  plus  grand 
nombre  entier  contenu  dans  la  valeur  d'un  résultatcompliqaé 
d'Incommensurables.  Prenons  l'exemple  bien  simple  /nir.  On 
se  met  tout  anssitAt  à  chercher  la  valeur  de  ce  prod  uit  à  moins 
d'une  unité,  et  pour  cela  on  décide  qu'il  faut  prendre  n  avec 
un  nombre  de  décimales  tel  que  l'erreur  commbe  sur  ce  rap- 
port, soit  moindre  que—.  Soit  ^  le  nombre  adopté.  On 

aura  >  =p  -^f^t  ^  étant  moindre  que  —  ;  donc  mp  exprime  ta 
valeur  de  m*  à  moins  d'une  unité  t  mais  rnp  est  le  plus  ordi- 
nairement un  nombre  décimal  et  c'est  un  nombre  entier  quil 
nous  faut.  Soit  n  la  partie  entière  de  mpetd]»  partie  dé- 
cimale, on  aura 

mp=:n-\-d      or       mK=mp-\-m(^, 

ÛODC  mTi=n-\-d-[-m^ i  on  sait  seulement  que  me' estplus  petit 
que  1  ;  mais  peuton  afQrmer  que  d-\-  md  est  plus  petit  que  1, 
et  que  n  répond  à  la  question  ?  Ex.  89rr,  Je  prends  n  à  -- 

on  pIotAt  à  -^  près,  j'ai  3,lï , 

3,14.89=279,46. 

On  peut  afHrmer  que  279,46  est  ta  valeur  de  89a  i  une 
nnité  près ,  mais  peut-on  dire  que  279  est  le  plus  grand 
nombre  entier  «Hitenu  dans  ce  produit. 

Pour  obvier  à  cet  inconvénient.  Je  propose'rai  la  méthode 
suivante  :  on  choisira  la  limite  de  l'erreur  commise  sur  s  d'à- 
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près  la  coniUtiOD  que  la  valear  décimale ,  à  laquelle  on  anire 
après  la  multiplication  par  m  soit  approchée  à  0,  1  près.  Tout 
calcul  fait,  si  le  premier  chiR^  décimal  du  résultat  eet  moin- 
dre que  9,  le  nombre  entier  qu'il  contient  répond  évidemment 
i  la  quesHon. 

S'il  arrivait  que  ce  premier  chiOkv  décimal  Tût  un  9,  on  re- 
commencerait ec  se  proposant  d'avoir  mir  à  0,01;  si  les 
deux  premiers  chiffres  décieiaux  ne  forment  pas  0, 99,  le  nom- 
bre entier  du  résultat  répondra  à  la  questiou  principale  ;  et 
ainsi  de  suite  Jusqu'à  ce  que  le  cbiftre  décimal  de  l'ordre  de 
l'approzimatlon  avec  laquelle  on  s'est  proposé  de  calcul^  mu 
ne  soit  pas  un  9,  sL  cela  est  possible. 

Cette  remarque  est  importante  dans  le  calcul  de  l'extraction 
des  racines  et  la  marche  indiquéepourra  être  suivie  pour  une 
quantité  incommensurable  quelconque ,  dans  le  cas  de  la 
qoeetion  posée. . 

NOTE.  (Voir  p.  35^) 

Voici  comment  on  trouve  cette  valeur  de  Sn-i  :  on  forme  un 
des  produits  de  m^l  facteurs  (A'-j-e](fi'-j-e)....CH'-|-e};  on  a 
(A'+e)(B'-|-e)...{H'-|-e)=A'ff...H'-|-S'._H-S'»-»«*+.«^. 
S'm-s,  S'._a  étant  ta  somme  de  produits  m  — 3  à  m — â, 
iB— 3  à  m— 3  des  m — 1  nombres  A',  B',...  H'. 

Supposons  formés  les  m  produits  qui  composent  S.-i  et 
aiouton's-les.  Le  développement  sera  de  la  forme 

S,^,  =  S'^, + P^,e + P.^e*  -f- . . .  P,e—  +  me—. 
Chaque  coefficient  est  symétrique  par  rapporta  A',  B',...H'K'; 
Pb~4,  Pfl-t,...  désignent  des  sommes  de  produits  m  —  2  i 
m— 2,  m — 3  à  m — 3,.--  de  ces wj nombres.  Pour  savoircom- 
bien  de  fois  un  produit  A'B'C . .  de  m — n  facteurs  entre  dans  le 
coefficient  Pa_  de  ^\  il  suffitd'observH' que  pour  que  le  pro- 
duit A'ffC...  se  trouve  dans  le  coefficient  de  e*^  dans  un  des 
produits partleb de  m— 1  facteurs  (A'+e}(II'-(-e)...(H'+«), 
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il  faut  et  il  suffit  que  le  factenr  tel  qae  E'+  e  laissé  d«  cAté 
pour  Tormer  ce  produit,  ne  soit  pas  un  de  ceux  qui  corre»- 
poDclent  aux  fn — nEicteursA',  F,  C...  du  produit  considéré. 
Or,  on  peut  laisser  succesdvemeDt  n  facteurs  de  c6té  sans 
eo  laisser  aucun  de  ceux-là  ;  doDC  chaque  produit  de  m — n 

lecteurs  A'B'C, se  trouve  dans   n  produits  partiels, 

doDC  P— -=nS'._.  Donnant  à  n  les  valeurs  successives  1, 

3,  3,>..  m — 1,  OD  alaTonnale 

Sm-,  =  S'^i+aS'_ae+  3S'— !«•+. . .+ (m— 1  )  S'.<r-'+m«"-, 

qu'il  fallait  démontrer  (*). 

On  peut  choisir  entre  les  deux  démonstrations;  mais  la 
première  me  semble  se  rapprocher  davantage  de  l'arithmé- 
tique proprement  dite. 


LIEU  GÉOMÉTRIQUE 
I  POLES  D'UNE  SECTION  CONIQUE, 

PAB  RAPPORT  à.  UME  AUTRE. 


On  donne  sur  un  plan  deux  sections  coniques  A ,  B  ; 
on  considère  une  tangente  menée  à  la. première,  comme 
une  polaire  par  rapport  à  l'autre,  et  on  demande  le  lieu  de 
■on  pAle  en  supposant  que  le  point  de  tangênce  parcourt  la  . 
cooriM  A. 
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Soit  rapportée  la  courbe  A  à  un  axe  et  à  la  tangente  au 
sommet,  Qr,  son  équation  sera  -.  y  =  ipx-\~nx\  et  ccUb 
de  sa  tangente  au  point  (a,  p)  : 

Py=p[x+»)-\-nxa,  (1) 

avec  la  condition 

gojt  i\j''  +  Ba^f+....=0,  l'équation  de  la  courbe  B,  celle 
de  sa  polaire  par  rapport  au  point  a/,  /,  sera  comme  on  sait 
^Y'+ j:X'+ V  =  0 ,  en  l'identlDant  avec  l'équation  (1)  de  la 
tangeùte.onaura:— -,  =^^^.  "Y'^^'  ^^  **"* 
sorte  que  si  o  et  p  étaient  eHectivement  donnés ,  ces  relations 
détermineraient  les  coordonnées  du  pôle ,  x"  et/;  on  aura 
donc  l'équation  du  lieu  cherché  en  éliminant  «  et  p,  entra 
ces  équations  et  l'éqaaUon  (2).  Pour  faire  le  oalcul ,  j'obserre 
qu'elles  donnent  tout  d'abord  : 

■  —  pX'—nT'     ^    ps;—ny" 
d'où  il  résulte  en  substituant  dans  (S) , 

p'Y"         2p'Y'         yv" 

(p Y'— nVr  ~  ;»X' — nV  "•"  (/.X' ~  n V')"  • 
d'où 

y.'Y"=2V'CpX'— nVO+nT", 
et  enfin 

comme  X',  Y',  V,  sont  des  fonctiona  linéaires  de  y  ety,  te 
lieu  est  encore  une  section  coniqueC)- 


(*)  Le  ihéoT*ni«  iTM  I*  réciproqns  nt  de  H,  PodcbIci  iÂ»malei'd»  Gtrgeimê, 
Lll,p.  Ml).  SiBeitim  cercle ijint  pour eenlTe  un  Toyo'  de  À,  Il  traliUBt 
«Milque  ett  iMel  bd  mkI*.  (Veir  la  G«emèu« ,  p.  i  11).  Tu. 
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SOLUTION  DU  PHOBLËUE  12  (page  59). 


Détenniner  l'équation  d'une  ligne  telle ,  qu'en  lui  menant 
une  tangente  en  un  point  quelconque,  la  partie  de  cette 
tangente  comprise  dans  l'intérieur  d'un  angle  donné ,  soit 
constamment  égale  k  une  droite  donnée. 

Fig.  61.  Prenons  pour  axes  les  deux  cAtés  de  l'angle  donné; 
appelons /la  droite  donnée,  et,  cette  droite  étant  dans  une 
certaine  position,  a  et  A  les  distances  i  l'origine  de  ses 
intersecttons  arec  les  axes  des  2-  et  des^. 

L'équation  de  la  droite  sera  éridemment 

-+^  =  1     OH     ay+bx=ab,  (1) 

et  on  aura  dans  le  triangle  formé  para,  (,  l, 

P=sa''-\-b' — Sabcosy,  (a) 

7  étant  l'angle  donné. 

Supposons  maintenant  qu'on  fasse  varier  infiniment  peu 
cette  première  position  de/,  de  sorteqae  a  devienne  a-j-A, 
et  b,  b-\-k,  heik  étant  très-petits  ;  on  aura  alors  les  deux 
équations: 

('»+*}j'+(ft+  *)  .r=(a+A)(i+*) ,        (3) 
f={fl+A)'+(*-(:*)'-2(a+A)(t+*)cos7;     (*) 
«tant  (2)  de  (4),  il  Tient: 

2oA +A'+2*A+*'— 2{a*-|- W+i^  coï7=0. 
JP,  A*  et  ih  étant  des  inflntment  petits  du  second  ordre , 
nous  pouvons  le»  supprimer  et,  divisant  par  S,  écrire  ainsi 
cette  équation  : 
ak-}-bk — akùmy — lAcoif^O,    d'oà    *=— •r — r • 
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MaiDteDaot,  résolrantles  équations  (1)  et  (3) ,  par  rapport 

_  gft  [fl+  ft) — a  (fl+ A)  (& + *)  _—ak{a+h)  _  —a'k 
^—        ft(a  +  A)— a(6+/:)  bk—ak         bh—ak' 

b{a+k)(b+k)-^ab{b-\-k)_   bkjb^k)    __1>'>L_ 
^~        b{a-\-k)~a{b-i-i)  bh—ai         bh—ai' 

Remplaçant  A  par  sa  valeur, 

_  — a'A[g— &COS7) a'(a—bcmj) 

~bi(acoiy~b)—ak{d—bcoii)~  C 

d'oà  rx=a*  [a — b  C0S7) , 

i^k[b — flcoay) b'{b—acosy) 

•*'~6A(aco»r— t)— a*(a— ôcosï)~  P 

d'où  fy=b'{b  —  a  cos  7) . 

Noos  avons  donc  le  système  d'équations  : 

P   =a'+6' — iabcosfi 
rx'ssa'{a — bcm-f),    ■ 
Py—l^{b—atmy), 
équations  entre  lesquelles  11  faut  éliminer  les  variablesa  et  b; 
or  cette  élimination  est  très-longue;  elle  se  simplifie  beau- 
coup lorsque  7  =  90°;  alors  les  équations  deviennent  : 
i^'^bx=ab,  (I) 

/•  =a'+i',  (II) 

fx=a*,  (ta.) 

Vy^i^.  (Vf) 

De  (in)  et  de  (IV),  nous  tirons:    a=}/n,  b=^Py; 
snbsUtuant  dai»  (I)  ou  (II),         |Vp  =  t^'x'4-|^^'. 

De  cette  dernière  équation ,  on  obtient  par  une  douUe 
élératloD  au  cube ,  l'équation  demandée  qui  est  du  sixième 
degré  : 

(P  — x* — ^'j* — inPx'y = 0. 
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La  courbe  ne  passe  donc  pas  à  J'origiiie,  ce  que  i'intoi* 
Uon  moDtre  suffisamment.  Elle  est  symétrfqne  par  rapport  h 
la  bissectrice  de  l'angle ,  car  on  ne  change  en  rien  l'équation 
en  remplaçant  partout  x  par^  et  y  par  x.  En  prenant  les 
bissectrices  pour  axes,  l'équation  détient  : 

Elle  a  quatre  branches;  car,  reprenant  la  première  équa- 
tion, si  nous  (ysons  x='0,  nous  avons  /*— ^'=0,  v=±/ 
ce  qui  prouve  qu'en  portant  /  de  l'origine  sur  l'axe  des^  po- 
sitivement et  négativement,  les  deux  points  appartiennent 
également  i la  courbe;  de  mCme  si^  =  0,x=±l,  ce  qui 
prouve  qu'en  portant  t  de  l'origine  sur  l'axe  des  x  positive- 
ment et  négativement ,  les  deux  points  appartiennent  encore 
à  la  courbe.  Ces  branches  sont  finies,  car  11  est  évident  qu'on 
ne  peut  donner  à  a:  et  à  ^  des  valeurs  plus  grandes  que  l. 

L'équation  /!/'=  |/jr'+Kr'  peut  s'écrire  x'-i-y'  =  V, 
d'où  l'on  voit  que  la  courbe  est  de  forme  circulaire.  Elle  a 
un  centre  ;  et  ce  centre  est  l'origine,  car  les  axes  des  z-  et  de» 
y  sont  évidemment  des  diamètres. 

SI  nous  faisons  varier  /de  grandeur,  tontes  les  courbes 
seront  semblables;  car  développons 

{C—j^—yy  —ilPx'x'  =  0 , 
il  vient  : 

ix^+3x*y-\-3x>y*-^y^-3n^-7xY+y*} 

Si  /  devient  al,  on  aura  : 

lx^+3x*y'-\-3xy*+y']-3^Vlxi-7x'y~^yS} 

On  voit  que  les  termes  des  degrés  4  ,'3  et  0 ,  sont  multi- 
pliés par  et*,  a*,  a,  ce  qui  est  le  caractère  des  courbes  sem- 
blables. Cette  propriété  démontre  qu'on  peut  employer  cette 


bGooglt' 


—  268  — 
courbe  pour  mener  la  ligne  minima  dans  un  angle  droit 
donné,  par  un  point  donné. 

Supposons  que  dans  l'angle  xOy  {fig.  61) ,  il  Taille  mener 
par  le  point  A ,  la  droite  la  plus  courte  Interceptée  entre  0;r 
et  Oy;  si  on  mène  par  le  point  Aune  courbe  semblable  i 
celle  que  nous  traitons ,  la  tangente  RS  sera  la  droite  de- 
mandée. 

En  effet,  car  si  RS  n'est  pas  la  ^roite  minima  passant  par 
A,  supposons  que  ce  soit  R'S';  cette  dernière  sera  tangente 
à  la  branche  M'N'  d'une  courbe  semblable  k  MNPQ  ;  or  ONT 
étant  évidemment  >  OM  et  OM'=R'S',  OM=RS,  on  aura 
R'S'>.  RS  ;  donc  RSestIa  droite  miaima. 

Les  m^ienx  des  tangentes  RS  à  la  courbe  si»it  sur  une 
même  circonférence ,  car  les  triangles  rectangles  ORS,  OR''S^' 
ont  l'hypoténuse  égale,  donc  les  médianes  passant  par  l'angle 
droit  sont  égales  O- 


LA  DtTEHUINATION  DES  TANGENTES  ADX  CODHBBS, 

VAK  M.  H.  COIkABS, 

PrafeiMardeiiiithtiniliqiici,  uieicn  ilère  de  l'École  poljteehBiqDe. 


U  ne  sera  peut-être  pas  sans  intérêt  de  présenter,  sous  un 
point  de  vue  géométrique,  la  détermination  de  la  tangente  à 
une  courbe  dont  l'équation  renferme  implicitement  la  fonction 
et  la  variable  indépendante. 

1.  On  sait  que,  lorsque  la  fonction  est  sous  forme  Soie  ex- 
plicite, c'est-à-dire  lorsque  l'équation  de  la  courbe  est  résolue 

O  C«U«  mnrbB  p«<l  ^rrir  à  mener  pir  un  psiot  prit  nu  aM  hjparMe 
«qailtitn,  on*  namule  t  l'«uiie  branche.  Tn. 
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parnipporti  cette  fonction,  comme .j^=/"(:i:},c'esttadé8iiition 
même  de  la  tangente  à  une  courbequi  rournit  immédiatement 
son  é<piation.  Ainsi,  de  la  considération  d'un  petit  triangle, 
doDtun  des  cAtés  est  la  sécante,  dans  une  de  ses  positions  par- 
ticulières autonr  du  point  de  contact  (:r', y),  etdont  les  autres 
cfités  sont  les  accroissements  que  prennent  rat)scisse  et  l'or- 
donnée  ou  la  variable  et  la  fonction ,  quand  on  passe  de  ce  point  à 
un  second  point  voisin  sitoésur  la  courbe,  on  tire  sur-le-champ  : 
j-~-y='^ ^  i^—^),  ponr  l'équation  de  te  sé- 

cante ;  et  l'on  en  condnt  k  la  limite, c'est-à-dire  pourl'équation 
de  la  tangente  au  point  3f,y  : 

2.  Ceci  rappelé,  supposons  te  fonction  implicite.  Soit  donc 
F  (ic,^]=0  l'équation  de  la  courbe;  équation  telle  que  te 
fonction  s'y  trouve  liée  à  la  variable  indépendante,  sans  qu'on 
veuille  lui  donner  une  forme  finie,  comme  cela  pourrait  se 
Diire  pour  les  équations  des  quatre  premiers  degrés,  ou  sans 
qu'on  puisse  lui  donner  cette  ftHine,  comme  on  l'a  démontré 
pour  l'équation  complète  du  cinquième  degré  et  des  degrés 
■upérienrB. 

Prenons  des  axes  quelconques,  ox,  oy  {fig.  5ï),  et  figurons 
par  MAN  lelieugéométriquede  l'équation  F(r,^)^)  par  rap- 
porta ces  ares,  au  moins  dans  le  voisinage  du  point  H,  ix',y), 
que  nous  choisissons  pour  point  de  contact.  Dans  le  premier 
membre  de  l'équation  F(.r,^]=û,  regardons^  comme  ayant 
une  valeur  constante  et  égale  à  l'ordonnéey  du  point  de  con- 
tact, et  représentons  te  fonction  F  {x,  y},  variable  par  rapport 
à  X  senlemfflit,  par  l'ordonnée  Y  d'une  courbe  dont  x  serait 
l'abscisse.  L'équation  Y=F  (;ir,  y)  sera  celle  d'un  lieu  géomé- 
trique tel  que  M'A'N'  passant  par  le  pied  de  l'ordonnée  y-,  ce 
qu'il  est  facile  de  reconnaître  dans  l'équation  Y=F(j:,y) 
qfù  donne  Y  =0  pour  j;=y.  %,  au  contraire,  danslepre- 
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mier  membre  de  réqnation  F  (X,  ^]::=0,  l'on  regarde  «  comme 
ayant  une  valeur  déterminée  et  égaie  &  :c',  abscisse  du  point 
de  contact,  et  qu'on  représente  par  X  la  fonction  F  [x',jf), 
variable  parce  rapport  kx  seulement,  l'équation  X=F  {x',y) 
appartiendra  à  Un  certain  lieu  géométrique  M"  A"  N"  passant 
par  le  pied  H"  de  l'abBcisse  x'  comptée  parallèlement  Ji  l'aie 
des  X  ;  car  X  s'annule  pour  y^=y'  (') . 

Cela  posé ,  le  point  H  de  la  courbe  MAN  ayant  déterminé 
le  système  des  deux  courbes  If  A'N',  M"A''N",  partant  leurs 
tangentes  en  M*,  H";  et,  réciproquement,  le  système  des  denx 
courbes  H' A'N',  M"A"N",  et  par  suite  celui  de  leurs  tangentes 
en  H*,  M"  déterminant  le  point  A.  de  la  courbe  MAN  et  la 
tangente  en  ce  point,  il  est  clair  qu'il  existe  une  relation  uni- 
que entre  les  fonctions  qui  déterminent  les  ioclinaisons  des 
tangentes  aux  trois  courbes  en  ces  points.  C'est  cette  relation 
que  nous  allons  établir. 

Considérons  k  cet  efTet  les  trois  sécantes  correspondantes 
HN,  M'N',  H"N"dontlespositionslimitessontsimu]UiDément 
les  trois  tangentes  aux  trois  courbes,  aux  points  H,  H*,  H", 
etcomposons  les  triangles HNP,  M'N'F,  M"N"P'  dont  l'usage 
a  été  indiqué  a"  1 .  Nous  aurons  évidemment  : 

NP      M'F'      \Ktp)    N"P" 
MP      tXP     ^Ti"V"\  •  NV 

Wp'J 

Observons  que  les  quantités  N"P"  et  N'P'  diminuent  en- 
semble k  mesure  quq  le  point  N  se  rapproche  du  point  H, 
mais  de  telle  façon  que  leur  rapport  tend  vers  l'unité.  Si  l'on 
considère  en  effet  les  deux  fonctions  F(x,  b),  F  (a,  ^],  a  et  6 
désignant  deux  quantités  numériques  quelconques  mises  à  la 
place  d'x  et  dy  dans  la  fonction  F  (x,  y  ],  on  reconnaît  qne 

O  L*  Mu»  à."  Ml  omlie  d«ni  la  attire. 
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le  rapport'      -'    --converge  vers  l'unité,  quaad  x  convei^ 

versa  ai  y  vers^,  et  qu'enBo  ce  rapport  estl  quand  on  pose 
j=/j,^=&.  Ce  résultat,  qui  est  une  conséquence  même  de  la 
rorme  des  deux  fonctions,  ayant  lieu  quelles  que  soient  les  quan- 
tités a,  b,  aura  lieu  encore  quand  oo  fera  a=x',  b=y,  dou- 
ble hypothèse  par  laquelle  le  rapport  en  question  se  présente 
tous  la  forme  l,  lorsque  les  variables  des  deux  fonctions  de  - 
Tiennent  en  même  temps  j/  ety. 

Si  nous  établissons  maintenant  du  mémo  coup  la  triple  réu- 
nion des  points  N,  N',  N",  aux  points  M,  M*,  M"  respective- 
ment, et  que,  conformément  à  ce  qu'on  a  tu  d°  1,  nous  dé- 

NP 
signions  pary  (jr*)  te  rapport  chercbé-^(la  fonetlooj'étant 

conçue  sous  la  forme  explidl«  j-5a/(jr))  par  — V^  {xf,  y"), 

yy  H"P" 

*M'P*M"P" 

drODS  la  relation  suivante  ; 

IL  reste  encore  à  présenter  une  observation  essentielle.  Le' 
signe — ,  qui  alTecte  le  second  membre  de  cette  équation,  pro- 
Tient  uniquement  de  ce  que,  dans  notre  tracé  des  courbes 
M'Ait',  M"A"N",  nous  les  avons  fait  s'étendre ,  ceUe-ci  dans 
l'aigle  supérieur,  à  droite  des  coordonnées  ;  celle-là  dans  l'an- 
gle inférieur,  à  droite,  pour  les  valeurs  d>  et  A'x  croissantes 
à  partir  A'y  et  d'.r'.  Mais  rien  de  formel  n'ayant  été  dit  k  cet 
égard,  il  s'ensuit  que  l'égalité  ci-dessus  n'est  rigooreusement 
démontrée  qu'au  signe  près  du  second  nombre,  et  qu'il  faut 
justifler  l'explication  du  signe  — .  C'est  le  cas  particulier  où 
l'équation  F(.r,^)=0  a  la  forme  implicite  ^-3/"  {ar)=0,  qui 
Ta  décider  la  question  ;  il  suffira  pour  cela  de  lui  appliquer  la 
règle  qui  résulte  de  ce  qu'on  sait  de  vrai  sur  l'égalité  ci- 
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Or,  on  a  dans  ce  cas  : 

FV{a',y)  =  -/'C;r')    et    P^(«',y)=l, 
ce  qui  donne  évidemment  : 

On  pourrait  d'ailleurs  concevoir,  d priori,  que,  si  la  dé- 
rivée/'(^)  était  positive,  par  exe.mple,  les  deux  dériréea 
^a^(-^>y,\FV{'a^.y)  devaient  être  de  signes  contraires-,  ce 
qui  signifie  en  d'autres  termes,  que  si  :f  et  ^  Bllalent  en  crois- 
sant à  partir  dVetdy,  les  fonctions  F  (j;,y),  F  (y,^)  de- 
vaient aller  l'une  en  croissant,  l'autre  en  décroissant  à  partir 
d'a/etdy,  c'e5t-à:dlre,  dans  ce  cas,  être  de  signes  contadres, 
puisque  F  (a/,  y  )  est  nul. 

En  effet,  si  l'on  a  en  même  temps  :  F(x',y)=Oet 
F  (^-|-A.^')<0,  réqnatiOD-de  condition  F(jr'+A,  y4-*)=0 
relative  à  tout  point  voisin  du  point  i^,y),  indique  qu'on  doit 
aTOlrF(j:',y+*)>0;  A  étant,  comme  on  le  voit,  un  accrolsse- 
.'menlqul  ftdt  diminuer  F  (j/,  y),  et  i,  un  accroissement  qnl 
Wtaugmen(err(x'-|-A,y)  etparBuiteF(j/.y}. 


LA  CONSTRDCTIOH  DES  TABLES  DE  SINUS  NATURELS, 

Prineipalement  en  ee  gui  a  rapport  ait  degré 
d'apitroximaHon  iet  eaicvti. 

*AK    A.>J..H.    TXMOXMT, 

PMtMieut  11  Mlltg«  Sl.-Lonii. 


PartODSlfle  la  Formule 

«naaStin-A— 4sid'  ; 
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qui  donne,  en  substituant  dans  le  dernier  terme,  >a  au  lieu 
desln-, 

Hnfl>3siD-fl— ^a^ 
Dans  cette  inégalité,  remplavons  partout  a  par  -,  nous 
aurons 


iin=<a>Ssiii- 


pDis  de  même  a  par  ~  dans  l'inégalité  obtenue,  et  ainsi  de 
suite;  BOUS  obtiendrons  de  cette  manière  une  série  d'Inéga- 
lités successiTes  que  nous  pourrons  écrire  ainsi,  en  repr»- 
nant  à  partir  de  la  première  : 

a  a        à> 

3  -^         3'        S" 

■    *  ^    »  ■    'ï      .  "*' 

"°F>"»3— •?■ 


et  généralement 

Maintenant,  supposoàsqne  l'on  multiplie  ces'diverses  iné- 
galités, à  partir  de  la  seconde,  par  les  puissances  soecessiTes 
de  3  Jusqu'à  3*",  et  que  l'on  ajoute  tous  les  résultats;  il  en 
résultera ,  quand  on  aura  supprimé  tous  les  termes  qui  w 
détruisent: 
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DsDs  ce  résultat,  foisons  r=»  ;  l'arc  fnflnimeDt  petit-rrte 
confondra  avec  son  sinus,  ce  qui  réduira  la  première  partie 
du  second  membre  à  l'arc  a  lai-m6me ,  en  introduisant  ani 
deux  termes  de  U  rraction  le  racl«nr  commun  3"  que  l'on 
pourra  supprimer.  Quant  â  la  seconde  partie,  la  progres- 
sion indéfinie  par  quotient  qui  est  dans  l'accolade  se  réduira 
à  -  ;  et  ainsi  /  attendu  que  ^  X  -  =  '^  )  t  l'inégalité  se  ré- 
duira à  la  suiTHDte  : 

ou ,  ce  qui  est  la  même  chose, 

a — sîna<C-<i': 

C'est-à-dire  que  la  limite  de  l'erreur  commise  quand  on 
prend  un  petit  arc  à  la  place  de  son  sinus,  est  égale  h  un 
lixième  du  cube  de  ce  pttit  arc. 

Sons  un  autre  point  de  vue ,  les  quantités  a  et  a  — -  o^, 
étant  deux  limites,  l'une  suj)érieure,  l'autre  inférieure, 
entre  lesquelles  setrouve  comprise  la  valeur  de  sina,  cher- 
chons de  même  deux  limites  pour  cosn.Or,  celles-ci  s'obtien- 
dront en  substituant  danscos  a  exprimé  en  fonction  de  sin a, 
oumieui  desin-a,  Ie&  deux  valeurs  limites  de  cette  der- 
nière ligne  trigonométrique,  ce  qui  donnera  : 

1*  cosd^l — 2siD*-a, 

a'  a' 

2*  cos£i>l  —  2  —  ,     on    cosa>l  —  xi 

3"  coso<l— 2! 
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et  d  fortiori ,  en  développant  et  supprimant  la  terme  négatif 
du  sixième  degré  dans  le  second  membre, 

Ainsi,  comme  on  le  volt,  au  moyen  des  quatre  termes  -, 

—     -^   et  — - — ,  on  peut  exprimer  les  valeurs  appro-  , 
1.2'  1.2.3        1.2.3.4*       *^        *^ 
chées  des  rintw  et  des  connus,  ainsi  que  les  limites  de  ces 
valeurs  approchées  ;  ce  sont  : 
Pour  la  valeur  approchée  en  plut,  de  sina,  le  terme  a, 
a* 
et  pour  la  limite  de  l'erreur  - . 

Pour  la  valeur  approchée  en  tnot'ru,  decosa,  l'expression 

1 ,  et  pour  la  limite  de  l'erreur  — ,  c'est-à-dire ,  un 

tmgt-qttatrième  de  la  quatrième  puitiance  de  l'arc. 

Et  par  suite  encore  f  a — —  serait  une  valeur  du  sinus 

approchée  m  moins .  et  1  —  ^  +  sï  "■*  wleai  du  connus 
approchée  en  plut. 

(L'unité  ou  le  terme  1,  peut  mime  aussi,' quand  l'arc  est 
extrêmement  petit,  être  lui-même  considéré  comme  une 
valeur  du  cosinus  approchée  en  plu» ,  la  limite  de  l'erreur 
étant  alors  —  ou  la  moilid  dv,  i^wirrè  de  Varc,) 

Prenons  pour  a  la  seconde  du  degré  centésimal,  ou  la  mil- 
Uoniéme  partie  do  quadrant,  dont  la  valeur,  quand  on  (ait 
le  rayon  égal  à  l'unité ,  est 

^^-  =  0,000001570796326795  : 

2  000000         ' 

l'erreur  commise  en  employant  cet  arc  pour  son  sinut,  sers 

alors  moindre  que 

~  (0,0000016)S     ou    -(0,000000000000000001096), 
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ou  0,000000000000000001 ,  c'estr^-din  rmité  déeimak  iu 
dix-huitième  ordre  :  oo  pour»  donc  pousser  le  calcul  de  la 
valeur  de  a  Jusqn'A  la  dix-huitième  décimale ,  et  considérer 
le  résultat  comme  représeotaot  Jusqu'à  cette  limite  la  valeor 
destnd,  cequi  exige  l'emploi  des  douze  premières  décimalei 
do  nombre  v. 

Qoantà  la  valeur  de  cosa,  en  la  supposant  égale  à  1 — — , 
on  ne  commettra  pas  d'erreur  dans  les  vingt-quatre  premières 


moindre  que  l'unité  du  vingt-quatrième  ordre  ;  et  pour  at- 
teindre ce  degré  d'approximation  pour  le  cosinus,  la  marne 

valeur  de  a  est  encore  suffisante  :  en  effet,  le  terme  — -  a^sot 
onze  zéros  avant  le  premier  chiO^  signiflcatif,  et  présen- 
tant d'ailleurs  autant  de  cbilTres  significatifs  exacts  que  â, 
les  13  décimales  de  n,  ou  les  18  de  a,  nous  en  donneront 
24  pour  cofi  a. 
Cela  posé ,  prenons  les  deux  formules  de  Th.  Simpton  : 
sin  (m-|-  1)ii  =  lin  ma  X  Scosa — lin  (m —  1)  a , 
cos(m-|-l}d=:cosmaX2coga— oos(fn — i)a, 
dans  lesquelles  nous  ferons  a=i";  et  supposons-^  succes- 
sivementm=l,m  =  2,...  Jusqu'à  m=999999,  hypothèse 
Bnale  qui  reproduit  le  quadrant.  En  réalité  d'ailleurs,  on  n'a 
pas  besoin  de  dépasser  le  demi-quadrant  ;  mais  en  admettant 
mime  le  cas  délkvorable  où  l'on  irait  Jusqu'au  quadrant 
entier,  nous  voulons  faire  voir  que  néanmoins,  et  maigri 
taeeuBUitation  tuccettive  des  erreurs,  on  obtiendrait  encore 
dottxe  décimales  exactei  pour  les  sinus  et  cosinus  des  arcs 
mAme  les  plus  rapprochés  de  cette  limite  ezlrAme. 

A  cet  ellét,  soit  représentée  par  9  la  ftaction  d'unité  du 
dix-huitième  ordre  dont  sin  1"  est  en  d^aut;  l'erreur  d* 
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cosl"  devra  être  négligée  comme  étant  d'un  ordre  décimal 
beaucoup  pins  élevé,  ou  plutôt  parce  que  le  nombre  de  chir- 
tte  s^nificatife  exacts  de  cosl"  est  beaucoup  pluséleré  que 
celui  de  sinl"  (24  au  lieu  de  18). 

D'aprëscela,  la  limite  de  l'erreur  desîn  2"  sera  2^,  celle  de 
sInS"  sera  2^x2—^,  on  3d,  celle  dé  sinV  sera 3Jxâ—2#, 
ou  kd,  et  généralement  la  limite  de  l'erreur  de  àji(m-\-t)l", 
sera  m3X^ — {"> — i)i,  ou  (m+l)J.  Par  conséquent,  ces 
erreurs snccessires,  ou  plutdt  leurs  limites  supérieures,  for- 
mant  une  progression  par  difTérence  dont  la  raison  est  3,  il 
en  résultera  pour  l'arc  de  1000000",  c'est-à-dire  pour  le  qua- 
drant, une  erreur  limite  de  10000009,  ce  qui  fait  la  même 
fraction  de  l'unité  décimale  du  13*  ordre ,  que  i  l'est  du  18'. 
Conséquemmenl ,  le  nombre  des  décimales  certainement 
exactes  ou  sur  lesquelles  on  peut  compter,  se  trouvera  ainsi 
réduit  de  18  à  12j  mais  il  ne  sera  pas  nécessaire  dedescendre 
au-dessous  de  ce  dernier  nombre. 

De  même ,  soit  i  la  Traction  de  l'unité  décimale  du  2V*  or- 
dre, dont  le  cosl"  est  eu  défaut.  L'erreur  limite  de  ces 2" 
sera  lu,  parce  qu'Ici  les  deux  facteurs  du  terme  cosl"x2cosl" 
étant  comparables,  on  ne  doit  plus  rien  négliger.  Celle  de 
cos  S'  sera  5i  X  2  —  t  ^  9i  ;  celle  de  cos  i"  sera  de  même 
lOtxS— 4i  =  16f;  celle  de  cos5"  sera  17f  X2— 9>=25<,  et 
ainsi  de  suite  ;  c'est-à-dire  en  généralisant ,  que  cos  {m+i  )  l" 
comporte  une  erreur  limite  de 

(in'-|-l)tX2-(m-l)'.=  (n»-|-1)*., 
ce  qui  montera  pour  l'arc  de  100°,  à  10"* ,  et  Tera  par  consé- 
quent perdre  à  la  série  des  cosinus ,  12  décimales  sur  les  ^ , 
de  même  que  la  série  des  sinus  en  avait  perdu  6  sur  18. 

On  voit  donc  que  d'un  cAtéi  comme  de  l'antre ,  on  anuerve 
13  déeimala  exaeta  dam  toute  la  tmte  de»  co^^s. 
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LE  CENTRE  m  GRAVITÉ  DE  LARC  DE  CERQLE 

DES  SURFACES  SPHËRIQUE3. 


Arc  de  cercle. 

1*  Soit  une  droite  de  longueur  /  UDirormément  pesante  et 
touchant  un  cercle  d'un  rayon  r,  soit  A  la  distance  du  point 
de  contact  â  un  diamètre  donné,  ce  point  de  contact  étant 
le  centre  de  gravité  do  la  droite,  et  désignons  par  f  la  pro- 
jection de  /  sur  ce  diamètre.  Le  moment  statique  de  la  droite 
l  par  rapport  à  ce  diamètre  =hl  et  les  triangles  semblables 


â^  De  là  on  conclut  facilement  que  la  somme  des  moments 
d'un  système  quelconque  de  droites  oniformément  pesantes, 
et  touchant  une  circonférence  par  leurs  centres  de  granté, 
relativement  À  un  diamètre,  est  égale  au  rayon  multiplié  par 
la  somme  des  projections  de  ces  droites  sur  le  diamètre. 

3°  A  la  limite ,  un  arc  de  cercle  se.  confondant  avec  le  po- 
lygone  circonscrit,  il  s'ensuit  que  le  moment  statique  d'un 
arc  de  cercle  uniformément  pesant ,  relativement  à  un  dia- 
mètre ,  est  égal  au  rayon  multiplié  par  la  projection  de  l'arc 
sur  ce  diamètre. 

4°  La  distance  du  centre  de  gravité  de  l'arc  à  un  diamètre, 
étant  égale  au  moment  statique  divisé  par  la  longueur  de 
l'arc ,  il  s'ensuit  que  cette  distance  est  une  quatrième  propor- 
Uonnelle  à  l'arc,  à  sa  projection  sur  le  diamètre,  et  au 
rayon. 
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6*  La  dîstaDce  du  centre  de  gravité  d'an  arc  aa  diamètre 
parallèle  à  sa  corde,  est  donc  une  quatrième  proportionnelle 
à  l'arc ,  h  la  corde  et  au  rajon. 

Surfaces  spkériques. 

6°  Soit  une  surface  plane  d'une  aire  /*,  uniformément  pe- 
sante et  touchant  par  son  centre  de  gravité  une  sphère  d'un, 
rajon  r;  et  A  la  distance  du  point  de  contact  à  un  plan  dia- 
métral donoé;  désignons  par  t' l'aire  de  la  projection  de  f 
sur  ce  plan  diamétral  ;  le  moment  statique  de  l'aire  /',  pris 

par  rapport  à  ce  plan,  est  =kt'=  rf*,  car  -  est  le  cosinus  de 

l'angle  que  forme  le  plan  tangent  avec  le  plan  diamétral  ;  et 

on  sait  que  /'=/*-. 

7*  De  là  on  déduit  que  la  somme  des  moments  d'un  sys- 
tème quelconque  de  surfaces  planes,  uniformément  pesantes 
relativement  à  un  plan  diamètre,  et  touctumlune  sphère  par 
leurs  centres  de  gravité,  est  égale  au  rayon  de  la  sphère  mul- 
tiplié par  la  somme  des  projections  de  ces  aires  sur  le  plan 
diamètre. 

9*  Passant  aux  limites ,  il  s'ensuit  que  le  moment  statique 
d'une  surface  spbérique,  pris  par  rapport  à  un  plan  diamètre, 
est  égal  au  rayon  de  la  sphère  multipliée  par  l'aire  de  la  pro- 
jection de  cette  surface  sur  le  plan. 

9*  On  conclut,  comme  ci-dessus.,  que  la  distance  du  centre 
de  gravité  d'une  surface  sphérique  à  un  plan  diamétral , 
est  one  quatrième  proportionnelle  à  l'aire  de  la  surface ,  à  sa 
projection  sur  le  plan  et  au  rayon  de  la  sphère. 

10°  Soit  ABC  un  triangle  sphérique  ;  0  le  centre  de  la 
sphère  ;  choisissons  pour  plan  diamètre  celui  dont  A  est  le 
pAle;  la  projection  du  triangle  sphériquese  confond  avec  celle 
du  secteur  OBCsTaira  de  ce  secteur  est  ^r.ai  a  désignant  la 
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longueur  métrique  de  l'arc  a  opposé  à  l'aDgle  A.  ;  le  cosidos 
de  l'angle  que  forme  le  plan  de  ce  secteur  avec  le  plan  dia- 
mètre est  =sincsiDB;  donc  la  projection  du  triangle  sphé- 
rfqne  r:=  ^ rasiD cdnB ;  nommant  S  l'aire  do  triangle,  li 
distance  de  son  centre  de  gravité  au  plan  diamètre  sera 

r'aBiacdioB 
~        2S       ■ 

11°  Autrement;  soito  l'arcperpendlculaireabaissé  dn  som- 
met A  sur  la  base  BC;  on  a  siDi=siDcsinB;  désignant  part/ 
la  distance  du  centre  de  gravité  du  triangle  sphérique  au  |rian 
_  r'a  gin  a 
2S     ■ 

12°  Soit  P  le  volume  de  la  pyramide  qui  a  pour  sommet  le 
centre  0  et  pour  base  le  triangle  ibérique  ABC ,  et  Q  le  v(^ 
lurae  de  la  pyramide  qui  a  pour  sommet  A  et  pour  base  te 
secteur  OBC;oDa 
3P=rS, 


donc  d  = 

d'un  triangle  sphérique  aux  trois  plans  polaires  des  sommets, 
sont  proportionnelles  aux  volumes  des  pyramides  qol  ont 
respectivement  pour  sommet  un  des  sommets  du  triangle, 
et  pour  base  le  secteur  opposé. 

13*  Les  trois  distances  du  centre  de  gravité  aux  plans  po- 
laires, sont  parallèles  respectivement  aux  trois  arites  de  It 
pyramide  sphérique,  et  forment  un  angle  trièdresymébiqw 
k  l'angle  trièdre  donné.  Tm. 
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NOTE 

Sur  w  moym  étémtntairt  ie  ré*miAn  Ut  qiàegti<M»  de  giométrie 
reletmei  omx  ittlentetioni  mcetnieei  de  lieux  géométrigvn 
renfermés  tout  dattt  tM«  mAM  équatio»  ou  doiur  un  mime 
ijittime  d'équation*. 


itoiulliémitiqiiM,  Mwlrn  tlèr*  d«  l'Écele  («iTtMtaDiiTgt. 


1.  Soit  AB  {fig.  55)  on  Uea  géom^riqne  qoelcraque  donné 
par  Qoe  équaticm  à  denx  variables  F  (x ,  ^)  =  0.  Supposons 
qne,  par  rapport  à  on  point  queleonqae  TS{j:^,y)  de  ce 
premier  lieu,  on  eo  considère  un  nouveau  N'P'  satislbisant  à 
àfs  conditions  géométriques  données,  parmi  lesquelles^ 
d'ailleurs,  se  trouve  oa  non  celle  de  passer  par  le  point  en 
qoesUon.  Celui-ci,  en  coordonnées :r  ety,  pourra  6tre  re- 
présenté par  le  système  des  équations 

.  ?(^,  y,  ^,  y)  =  o,  F(-«'.  /)=«• 
Si  l'on  bit  varier  ^,  [ce  système  produit  diverses  lignes  W 
VP'.fVf",  etc.,  retotives  aux  divers  points  M',M'',M'".  etc., 
de  la  courbe  proposée.  Ces  lignes ,  par  leurs  intersections 
consécutives,  forment  un  polygone  MITN".,. ,  et,  si  l'on 
rient  à  supposer  que  le  paramètre  x"  varie  d'une  maniàse 
continue,  le  polygone  N'I^N"'  se  change  dans  la  courbe  dont 
on  demande  l'équation.      -> 

Pour  fi^er  les  idées ,  soient  «  et  p  les  oeordonoées  du  point 
ir  Gommon  aux  deux  lieox  géométriques  relatlfe  aux  points 
IT  et  Kl"  de  la  courbe  donnée ,  on  aura,  pour  déterminer  ce 
pcrfnt ,  tes  équations  , 

T(",p,'*'.y)=o.    F(«',y)io,^ 
,»),p,y',yo=o,    F(*'V)=o.*    ■ 
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SI  l'on  Interprète  maintenant  ces  éqnatlons  par  rapport  an 
systèiDG 

on  T  trouve  eipriroé  la  double  condition ,  que  leGeu  iSQTê' 
représenté  par  f{',P,x,y)  =  Q  passe  par  les  deux  points 
(y,  y) ,  (.r",  y')  de  la  courbe  proposée.  En  sorte  que ,  pour 
établir  la  réunion  de  ces  points- en  un  seul,  comme  cette 
réunion  a  lieu  en  même  temps  sur  deux  courbes,  il  saOt 
d'exprimer  «lue  le  lieu  géométrique  proposé ,  et  la  couite 
U'QW,  que  nous  pourons  appeler  courbe  auxiliaire,  ont  au 
tiageote  commune  au  point  J^^y'.  Or,  d'après  ce  que  nous 
avons  établi  ailieurs  (*)  par  des  considérationB  purement  géo- 
métriques, les  coefficients  angulaires  des  équations  des  deux 
tangentes  relatives  au'méme  point  (  j/,y} ,  des  deux  courbes 

sont  —  ■■■,~^  1    .'•^'  et  —  „  ■■  ,     ,.;  donc, oa  aura eo- 

tre  les  coordonnées  a  etp  d'un  point  du  lieu,  la  nouvelle 
équation 

yV(.,  p,y.y}     F^  (y,  y) 

et  la  question  se  résoudra  par  l'élioilnation  des  qoanttlésy  et 
y  entre  cette  équation  etlesdeiix  antres  7(1,  §,  jc', y)  =*it. 
FC->^iy)  =  0,  ou  ,  plus  généralement ,  entre  les  équations 

<^^[x,r,^',y)^'F^(^,y) 
f'ifix,y,^,y)    Pi-c^'^y)' 

les  coordonnées  x,j'  appartenant  alors  è  un  point  quelcon- 
que  du  lieu  demandé. 

Dans  les  applications ,  on  se  rappellera  que  la  troisième 
équation  à  joindre  aux  deux  équations  du  lieu  proposé  et  de 
la  ligne  varialHv,  pour  éliminer  x'  et  y,  s'obtient  en  égalant 

(•)  P.  ail.  . 
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ralre  elles  les  dériyées  par  rapport  à  V  des  fonctions  y'  qui 
«ntrent  Implicitement  dans  ces  deux  équations;  toutes  les 
antres  quantités  qui  s'y  trouyent  étant  considérées  comme 
des  constantes.  Au  poiDt  de  vue  algébrique,  voici  dooc  le 
théorème  qui  se  trouve  établi":  »  devLX  fonctiona  de  \  pren- 
nent des  valeurs  égaies  pour  une  même  valeur  x'  attribuée  à 
X,  et  que  cela  ait  encore  lieu  pour  une  autre  valeur  j."  attribuée 
d  X,  /es  dérivées  de  ces  ^Honê  seront  égales  quand  on  a»tta 

X' =  !'•(% 

2.  Lorsque  les  lignes  dont  les  intersections  successives  for-   ' 
ment  le  lieu  demandé ,  sont  renfermées  dans  une  seule  et 
même  équation,  contenant  parconséquent  un  paramètre  arbi- 
traire, comme  t [x,^, m)  =  o, l'équation  de  lacourbecher-  ; 
chée  est  le  résultat  de  l'élimination  de  m  entre  les  équations 
?{x,j-,  m}  =  0        et       ^'[x,y,m)  =0. 

Eq  ^et,  soient  m'  et  m"  deux  valeurs  particulières  à  m,  at 

les  équations  des  deux  lieux  géométriques  correspondants. 
Désignons  encore  par  «  et  p  les  coordonnées  de  leur  point  de 
rratcontre;  il  vient 

el  par  suite 

équation  qui,  à  la  limite,  c'est-à-dire  lorsqu'on  pos6m'=m", 
M  transforme  comme  ob  sait  dans  cell^-ci  : 

On  a  donc  entre,'le8  coordonnées  a  et  ^  d'an  ppint  du  lien 
cherché,  les  deux  équations' 

^{oi,  p,  m')  =6,       fVC«,  p  ,V)  =  0, 

'   .  /<:«')-««")    ¥(«•>-»(«") 
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«t  r^UmlutïM  de  W  entre  pes  deoz  éqiutîoni,  oa  de  m 
entra  le»  suivantes 

conduira  à  l'équation  du  lleucherché.  C.Q.F.D. 

Dans  ce  eas,  on  voit  que  l'équation  à  Joindre  à  celle  qui 
Hiprêsente  la  famille  des  lieux  géométriques  considérés  est 
l'équation  dérirée  par  rapport  à  m  de  celle  Qoi  renrome  ce 
paramètre  variable  (*). 

3.  La  théorie  ainsi  établied'une  manière  élémentaire,  nous 
l'appliquerons  BDocesstrementJli  deux  grandes  questions,  celle 
àes  dérelbppées  des  courbes  planes  et  celle  des  contacts  d'un 
ordre  quelconque  de  deux  courbes  planes. 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'abord  de  trouver  la  développée 
■  d'dne  courbe  plane ,  en  d'autres  termes ,  le  lieu  géométrique 
des  Intersections  successives  ans  normales  aux  dittérents 
points  de  cette  courbe,  qui,  par  rapport  à  la  développée ,  est 
dite  développante.  Soit  F(j:,^]  l'équation  de  la  courbe  con- 
sidérée, équation  ijue  nous  pouvons  concevoir  sous  la  forme 
ej.p\ltiiey=f(,x)  ;  soient,  d'ailleurs  af  cty  les  coordonnées 
d'uB  poiift  particulier  de  cette  courbe,  nous  aurons  pour 
déterminer  li  normale  en  ce  point ,  les  éqiiallons 

j,_y=__l-{j:-x'),    P(^,^)=é. 

Nous  rappellerons, que  la  composition  de/'(j:'),  'établie 
'plus  haSt,  ne  dépend  auIlenieDt  de  la  connaissance  de/{x). 
Egalons  maintenant  les  deux  diérlvées  des  '  (buctioiis  y  qôl 
entrent  danc  ces  équations ,  après  avoir  calbolé  ces  dérivéM 
comme  il  a  été  prescrit  pour  toute  fonction  Implicite,  et 
)oignou8-^a  aux  équations  qui  préaèdent,  nous  obtiendrons 
le  BTst%n»«ulvant.  qui  fournira  l'^équatioD  de  la  dérelof^iée, 
par r^iminatioB  dej^uantitéB  x'  ety:  '    .  '^ 
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0— y)/'(j')-i    ,„_,. 
/•(»■)      "-^  ■  '• 

«t  ce  ijstème ,  si  nous  subsUtaons  k  fi^),  son  expressioa 
Rinénie  —  «■,;  v  j.  >  que  noos  dédgnerans ,  poar  plaB  de 

cet  antre 

0— y>F^— (*—■ ï^)F'f  =0,      Y[x;  y)  =  0, 

F*^,^  dMgoantla  dMrée  de  F^  par  rapport  à  y,  ou  de 
F^  ptr  rupport  à  y.      {') 
4.  ..fppliRitHMi  d  VdlipM. 

r(ji^,y)^a'y-i-b^'—a'b\  Frf=2&V,  F^=2ay,      . 
F'^=!2*%    FV=?«%    F",',,'=«. 
La  iTitàiiae  des  équatioss  précédentes  devient 

tv(r— y)— -«yfj;— ^=0,    oy+fr'j/"— a'*'=o, 

a'*y(y— y)+a"6'a^(x-x')+flV+»*x";=0. 
En  éerfrant  la  pronière  et  la  troistème  alnd  qu'il  soit.:  ^ 

(6^4*y)*— «i'ay=ao,  cfry+cy)ay —(«'■*'— «•■^)i'*'=0; 

ébmtnatit  cnsoite  par  rédaction  la  quantité  b'y  -\-^y  '>  puif 
enfin ,  remplaçant  y*  (ar  sa  vaieur  en  fonction  de  y,  oo  rend 
phis  prompte  l'élîAination  de  y.e^'on  obtient ,  réduotions 
ftites  afx — cV=0,  c  désignant  la  demi-excentricité. 
Or,  la.Biroétrie  permet  d'écrire  swi^e^amp,  connoe  réci- 
tât de  l'élimination  de  .r',  l'éqoation 

fry_cy=:0; 
TOtd  donc  deux  équatiena  Irès-sitnples ,  ponr  remplacer  la 
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première  et  i/i  troiMème  du  système  ci-dessus.  Od  eo  déduit 
Immédûtement,  pour  équation  delà  développée  de  TtUipie: 

équation  qu'il  ne  s'agit  pas  id  de  disenter. 
^application  à  l'hyperbole. 
En  chaDgeant  simplement  6*  en  —  b',  on  obtient 

a'x'  —  b'y'=  c', 
e  désignant  encore  la  deml-excentricfté. 

JpplieaHùn  à  la  parabole. 

F",*  =2,    FV,tf'  =  0. 
Le  système  en  question  doTlent  donc 

pLr—y)+y(.x—x')=iO,  y— 2pa/=o, 

^  { X — jrO  — yj' — y = 0. 
Partant,  l'on  obtient  pour  équation  de  la  développée. 


On  sait  qae  cette  équation  est  aussi  celle  du  lieu  des  polats 
d'où  l'on  peut  mener  deux  normales  à  la  parabole ,  lieu  qni 
sépare  la  région  des  points  d'où  l'on  peut  mener  trois  nor- 
males à  cette  courbe,  de  celle  des  points  d'où  l'on  n'eo  peut 
mener  qu'une.  . 

5.  Théorie  des  contacts  des  divers  ordres. 

On  sait  que  deux  conrbes  sont  dites  avoir  un  contact  de 
l'ordre  n,  lorsqu'elles  ont  /j-f-l  points  communs  léunisM 
on  seul,  ou  n  éléments  consécutifs  communs. 


den  Uornialcf;  ds  m^inc  ponr  l'hyperbole.  Ton  L« 
l'équâlion  a" «"■+*"  |p"'  —  ('™]oni»icn(depropri*itf 
■  déTetofptei  dîna  unidniiisblc  onirage  publia  en  i 
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II  est  bcHe ,  d'après  ce  qui  précède ,  d'établir  les  coDdiUoDs 
analjiiqDaB  ds  cet  ordre  de  contact;  mais  commetiçoDS  par 
le  contact  da  deuxième  otdin ,  celui  du  premier  ordre  étant 
dé}&  connu. 

Soient  If,  H",  If"  trois  points  communs  k  deux  courbée 
A  et  B,  dont  les  équations  sont  généralement  F(^,^]=0 
et  7  (^ ,  ^]  =:  0 ,  que  nous  pouvons  conceToir  sous  les  formes 
explicites ;r=^(-z')et^=f(:r).  (Nous  nous  dlspeugeroDS  de 
tracer  une  figure,  il  est  belle  de  se  la  représenter).  Si  nous 
déagnons  par  j/  ety,  a/*  et^",  y  et  j-"',  les  coordonnées 
de  ces  trois  points,  nous  avons  les  trois  équations  de  condi- 
tion: 

l  ou     /(j:')=,(.r') , 

(2)  /(z^)=y(x"), 

(3)  flj^")^f(x"'); 

dans  lesquelles  il  but  exprimer  que  les  quantités ,  d^gbord» 
distinctes,  j/,  x",  af",  viennent  se  confondre  dans  la  seule 
quantité  x",  par  exemïde. 

Le  Uiéorème  énoncé  n°  1  (p.  383),  appliqué  au  système  des 
équations  (1)  et  (2),  où  l'on  volt  deux  fonctions jr(T),  r(x), 
qidsont  égales  pour  une  même  valeur  y,  puis  pour  une  autre 
valeur  y,  que  l'on  considère  ensuite  comme  devenant  égale 
kx',  nous  permet  deremplacer  l'équation  (â)  par  celte  qu'on 
obtient  en  égalant  les  deux  premièros  dérivées  de  ces  fonc- 
tions, Bavoiry'(j/),  ^'{x').  Pareillement  l'équation  (3),  par 
rapport  à  l'équation  (2),  peut  se  remplacer  par  l'équation 
_f{x")=f'{x"];ea  sorte  que  nous  avons  déjà  le  système 
suivant,  pour  remplacer  les  trois  équations  piimttiv«s  : 

f{x'')=f'(x!'). 
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En  appliquant  encore  le  théorème  dont  il  s'agit  aux  deux 
dernières  équations ,  dans  lesquelles  on  trouve  deux  roncUoni 
f[x')  et  •t'(^) ,  qui  satisfont  aux  conditions  de  ce  théorème, 
nous  obtenons  enfin  les  équations  : 

/(y)  =  ,(a/},  _  /  =  ,. 

■/''(■»^  =  f'(^),    ouslmplement  f=^', 
/^(;r')=f"C:r'),  /"=?"/ 

qui  présentent  les  trois  conditions  connu»  d'aï)  contact  du 
deuxième  ordre ,  saTOir  l'égalité  des  fonctions  au  point  qne 
l'on  considère,  l'égalité  de  leurs  preoiières  dérivées  et  T^- 
Uté  de  leurs  secondes  dérivées. 

Passons  au  contact  du  troisième  ordre. 

Soient  M'^  M",  M'",  M'*,  les  quatre  points  communs  aux 
deux  courbes  A.  etB,  et  j^'ety,  x"  ety,  a/"  et  y",  ete.; 
les  coordonnées  respectives  de  ces  points.  Les  équations  pri- 
mltij'es  sont 

*   (2)  /(j:")=?(^'). 

(3)  /(;«/")= ?(^"), 

En  vBftir  du  ttiéorème  du  n*  1 ,  nous  les  remplaçons  nicee^  ' 
sivement  par  les  systèmes  que  voici  : 

■[  /(-O  =t(^},  '  (  /(y)  =T(.rO,  /  /•(y)=T(y), 

OU  simplement  - 

/=,,  r=f',  /"=t",  r^t". 

Maintenant,  sans  .qu'a  soitbesoin  d'etifectuer  de  semblables 
transformations  de  systèmes ,  on  peut  s'élever  anx  conditions 
du  contact  d'un  ordre  n  en  général.  L'analogie  permet  d'é- 
crire ces  condition*  ainsi  qu'il  suit  : 
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/•=,,  ^=,s  /"=f,.y"=,-;...  /(■)=,(•).■ 

Au  reste ,  si  I'od  voulait  dooner  à  cette  conséquence  toute  la 
rigueur  possible ,  oo  pourrait  démontrer  facilement,  à.  la 
nuiDière  eu  usage  dans  le  binAme  de  Newton ,  la  géséralité 
de  la  loi  qui  s'établit  d'elle-même  pour  les  contacts  des 
deuxième  et  troirième  ordres. 

En  rerenant  sur  hi  sens  géométrique  de-  la  question ,  si 
l'on  interprète  particulièrement  chacun  des  BystènTes  congé- 
catifs,  on  reconnaît  que  la  question  est  complètement  ftso- 
Ine,  et  l'on  nrit  en  outre  en  quoi  chaque  système  coutribuei 
la  résoudre.  Ainsi,  dans  le  cas  du  contact  du  troisième  ordre, 
par  exemple,  le  premier  système. indiqua- seulement  ietia- 
tence  de  quatre  points  communs  aux  deux  oourbes  A  et  B. 
Le  deuxième  témoigne  que  chacun  des  points ,  b  partir  du 
quatrième,  est  Tenu  se  réunir  an-précédent,  en  sorte  que  les 
deux  courbes  n'ont  plus  que  trois  points  communs  dt'stinAs; 
mais  aussi  trois  tangentes  communes  en  pes  points,  he  troi- 
sième système  indique  que  chacun  de  'ces  trois  points  s'est 
réuni  BU  {Recèdent ,  en  sorte  que  les  deux  coarbes  n'ont  plus 
que  deux  points  communs  distincts ,  iQais  aussi  deu>  taagentes 
communes,  dont  l'une  est  la  réunion  de  denx  éléments.  EnBn, 
le  dernier  système  montre  qiM  les  deux  courbes  ont  un  point 
«oninun  et  trois  éléments  consécutlls'communs  en  ce  point  ; 
ce  qui  est  le  caractère  propre  du  contact  du  troisième,  ordre. 

Ce  serait  ici  le  Heu  de  parler  du  cercle  oscnlateur  et  de  ses 
propriétés.  Hais  nout  n'avons  eu  pour  but  que  de  bire 
voir  comment  on  peut  rendre  tout  à  (bit  élémentaire  la 
résolution  des  deux  genres  de  questions  que  nous  avons 
traitées  dans  cette  note. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES  AUX  EXAMENS. 


■n  (Mlége  t»)r«]  da  Bcnri  lY. 


J.  Cïrcofumrs  d  une  elUpse  un  reOangk  équivalent  à  un 
catfi^donné  m*. 

1"  soumoif .  Soit  CDEF  ifig.  6b) ,  liyrectangle  demandé  : 
ses  sommets  ajfpartleiiDeiit ,  comme  od  sait,  à  une  circonfé- 
rence cODceDtrfqoe  k  l'eHlps*  proposée  et  qui  a  pour  rajf» 
Va'+b*,  c'est-à-dire,  la  corde  AB;  donctesdiagondes  se  croi- 
sent aa  centre  0  et  sont  ainsi  des  diamètres  de  l'dlipse.  Or, 
DF  étant  on  diamètre  qu^sse  par  le  poftik  de  oonetHin  des 
dëax  tangentes  DG  etD£,  divise  en  deux  parties  égale*  la 
«ordff  GI,*qui  Joipt  leurs  points  de  ooncoors;  dtmc  G{  est 
parallèle  A  CE  (réaproqne  d'un  ibéorème  conoa  de  géo- 
métrie) ,  et  par  GO|)séquent  les  deux  diamètres  CB  et  DF  sMt 
GoQjiJt^és.  Il  suit  de  A  qneisi  l'on  peut  déterminer  l'an^ 
BOUS  lequel  ces  diagonales  se  coupent,  il  sera  facile  de  les 
tracer,  et-par  suite  de  constrAre  le  rectm^e  deoiaDdé,  tv 
•il  soSIra,  pour  cela,  Ue  Joindre  deux  i  deux  les  pointa  où 
leurs  directions  rencontreront  la  circonliâreDoe  décrite  4a 
centre  0  avec  un  rayon  égal  &  la  corde  AB. 

Soit  e  l'angle  inconnu  COD  :  l'aire  du  triangle  CDD  aon 
pour  expression  tCO.DO.  slue,  de  sorte  que  l'équation  du 
problème  sera 

2C0.OD.sinB=m", 
ou  bien 

2(o'-f-t')  sine=m',    ,  d'où      sinfi= t-tt-. 
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Pour  coDStroire  oet  angle  6,  je  commence  par  subititoer 
le  rapport  de  deux  lignes  h  celui  '  des  deux  carréa  -—  et 
(a*-{-&'},  en  cherchant  uae  troisième  proportionnelle  &uf 

ituitee  AB=V  a'-j-b'  et  »/—.  Je  prends  donc  sur  la  tan- 
gente au  point  A  une  distance  AK  égale  à  la  moitié  de  ladia-  ' 
gonale  du  carré  donné  m',  Je  décris  ime  circonférence  du 
point  A  comme  centre^  et  avec  AB  pour  rayon ,-  je  Joio&LK, 
et  en  élevant  au  point  K  une  perpendiculaire  KZ  à  LK  ,- 

J'aurai  AZ  =  — -r; et  par  conséquent  sin  e=-rnî  "wto- 

3V^+b^  ^  ■ 

tenant,  Je  mène  parla  poiDtZuDeperpendienlaireZT terminée 
k  la  circoarérenoe  que  Je  viens  de  décrire ,  Je  Joins  TA ,  et 
l'angle  Test  égal  à  S. 

Il  ne  s'agit  dono  plus  que  de  trouver  deux  diamètres  con- 
jugués qui  fassent  entre  eux  un  angle  égal  à  X,  ce  qui  sera 
facile,  car  le  prolongement  de  AI  courra  la  dlrectton  du 
petit  axe  précisénient  au  centre  de  l'arc  AMU'A'  ci^Kible  du 
sopplémeot  4e  l'«Bgle  T- 

he  prctiUmD  est  suMeptible  de  deux  solutions,  puisque 
l'on  peut,  en  général,  trouver  deux  systèmes,  de  diamètres 
conjugués  qui  «e  croisent  sons  nn  angle  donné,  et  lès  deuK' 
rectangles  qui  le  résolvent  sont  plmés  symétriquement  par 
nppwt  aux  deux  axes. 

2.  Quel  eu  le  plus  grand  n^angle  que  l'onpuissecircottterire 
à  une  ellipse?  —  L'aire  du  rectangle  circonscrit  ayant  pour 
expression  2  {a'-\-b')  sine ,  on  vo^  que  cette  aire  sera  maxi- 
mum quand  l'angle  S  sera  droit  :or,  les  axes  de  l'ellipse  étant 
les  seOls  diamètres  conjugués  qui  soient  rectangulaires ,  on  eb 
conclut  que  les  diagonales  du  rectangle  maximum  sont  diri- 
gées suivant  les  axes  de  la  courbe,  et  que,  par  conséquent,  ce 
rectangle  est  le  carré  Tormé  en  joignent  les  points  où  les  di- 
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rectioM  de  ces  axes  reoeODtreDt  la  circontireBce  décrite  dn 
{Xrint  0  comme  centre ,  avec  ua  ray od  Ï^I  à  AB. 
'  '  3.  QueleU  le  plut  petit  rectangle  que  l'on  pmitecireonKTirt 
4tine  ellipse  ?  —  L'aire  du  rectangle  circonBcrit  sera  mini- 
mum fDand  sin  S  sera  le  plus  petit  possible,  c'est-À-dire,  qnand 
setdiagOQdes  seront  dirigées  suivant  les  diamètres  conjugua 
égaux  de  l'ellipse,  de  lorte  que  le  rectangle  minfmam  est 
cehil  mâme  qui  estconstmitsurlesaxes  decettecoiU'be. 
.  n  est  facile  de  voir  que  notre  solution  conduit  à  cesUmit» 
inférieure  et  supérieure  du  rectangle  circonur^  En  dfet, 
pour  que  nos  constructions  puisseot  s'eS^tuer,  il  bot 
d'abord  que  la  perpendiculaire  ZT  rencontre  la  ctrconféreme 
AL ,  et  par  conséquent  que  AZ  soit  plus  petit  que  AB  : 
donc 


2  A»' -fi' 

Ainsi  le  maximum  de  l'aire  du  reclan^  tirconscrit  à  notre 
ellipse  est  m'=2  [a'+b*]  ;  la  râleur  correqwodante  de  sin  S 
étant  l'unité,  nous  en  concluons  que  les  diagonales  de  ce  rec- 
tangle sont  dirigées  suivant  les  axes  principaux  de  l'dlipie. 

AZ  étant  plus  petit  que  AB,  on  pourra  construire  le  trian- 
gle AZT,  ce  qui  fers  connaître  l'angle  T;  (nais  il  but  encore 
que  l'arc  capable  de  cet^ngle,  et  qui  aAA'  pour  corde,  ren- 
•  contre  l'ellipse,  et  pour  cela  que  son  rayon  D'A  soit  ploi 


sin  9' 


.donc 


sinfl'^   ^  tangO' 
condition 'qui  rerient  à 

a';>bsia9-^-acos9  ; 
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d'où,  eB  remplaçant  sin  S  et  coa  e  (kar  leur  valeur 


on  tfnn  tacUemeot  de  cette  dernière  Inégalité 

m'  >4aft. 
Ainsi,  l'aire  du  plus  petit  rectangle  que  l'on  puisse  circoQ- 

scrire i  une  ellipse  est^LeàW^,  ce  qui  donne 

SiQ8  =  ___ 

Or^  l'angle  formé  par  les  cordes  sapplémentaires  qui  Joignent 
l'am  des  eitrémltéa  du  petit  axe  è  celles  du  grand  a  pféois^ 

'iab 
ment  ^rrr;  pour  sinus  ;  donc  les  diagonales  au  plus  petit  rec- 
tangle que  l'on  puisse  circonscrire  à  une  dllpe^sont  les  direc- 
tions mêmes  des  diamètres  conjugués  égaux, 

4.  a*  60L0TI0N.  Ayant  reconnu,  comme  nous  Tivons  fait 
plus  haut,  que  lea  diagonales  du  rectangle  demandé  forment 
vo  système  de  diamètres  coi)}ugii6s,  *je  suppose  que  l'on  ait 
pris  pour  aus  Am  otdowiées  et  des  abscisses  le  petit  et  le 
grand  aie  de  l'ellipse  proposée ,  et  j'appelle  {^,  y)  lés  coor- 
données du  sommet  D  :  l'équation  de  la  droite  GI,  4|ii  Joint 
les  points  de  contact  des  deux  tangente»  DC  et  DE ,  sera 

et  par  conséquent  on  aura  pour  celle  du  diaractre  CE  qui  • 
lui  est  parallèle 

a^yy-\-b*x  x=di.        ■  '  "  ^ 

Donc  la  perpendiculaire  atwissée  de  D  sur  CE  aura  pour* 
expBMitob  '       ',  '• 
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dflsorte  qne  I'od  exprimera  que  l'aire  du  rectangle  CDEP  «t 
^le  à  celle  du  carré  m',  en  écrivant 

1,,- --f+if^'    „. 

on,  ce  qui  revient  au  même, 

'  J»*(oy+fr«y)=4(a"+6')(ay'+*'^*-...  (!) 

d'aUlMTs 

j:"-B''  =  o'+ir Ol) 

puisque  le  point  D  appartient  à  la  circonrérence  décrite  da 
point  0  comme  centre  avec  \/a'-\-b'  pour  rajon.  Telles 
sont  les  deax  équations  du  problème. 
En  éliminant  y  entre  les  deux  éqDation9(l]et  (2}onaOfa 

(a'— 6V-'-h»'  I  ^a'+i^r^nii  j  =  0 (3) 

Or  a/  ne  représente  pas  l'abscisse  d'un  sommet  en  particulier , 
donc  les  racines  de  cette  équation  dolveBt  Être  toutes  quatre 
réelles,  ce  qui  euge  d^à  que  son  dernier  terme  soit  positif; 
donc  il  Taut  ^ue 

TrfOCa'+i*); 
mais  cette  condition  n'est  pas  suiBsaitte,  il  (but  encore  que 
l'on  ait     . 

j  8a'[a'-i-b')-m*  j  '—ica*  j  V(fl*+4')'— m«  |  >  0, 
d'où  m'^kab. 

Ainsi  le  matimam  du  rectangle  circonscrit  est  3[d*-f4'}, 
ce  qui  donne  x"=0  et  j:'  =  ±  Va'-\-b^;  et  son  minimum 
«8t4afrf  Dans  ce  cas ,  Te  premier  membre  de  l'équation  (3)  est 
ud  carré  parfait ,  et  comme  son  dernier  terme  se  réduit  k 
4a*[a* — b')' ,  lorsque  m':=iob ,  on  en  conclut  que  te  produit 
des  deux  taleurs  de  :xi'  est  â* ,  et  que  comme  elles  sont  égales 
2^=a',  d'où  x'=±:a,  le  recfengle- minimuro  est  donc  le 
ractangle  mèlqe  ^i  est  construit  sur  les  axes  de  l'ellipse,  et 
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Je  reetan^e  mudmom  a  pour  soDimets  les  points  où  ces 
mAmea  axes  sont  rencontrés  par  la  circonférence  décrite  du 
point  0  cmmne  centre  avec  un  ra;onégal  hV(^~\-b'. 

Lorsqae  m' sera  compris  entre  ^ab  et  ^^-\-b') ,  les  quatre 
ncines  de  l'équation  (3}  seront  régies ,  et  comme  à  chacune 
correspondent  deux  valeurs  de  y  égales  et  de  signes  con- 
traires, le  problème  admettra  deux  solutions  qui  seront 
foorules  par  deux  rectangles  symétriquement  placés  par  rap- 
port aurdeox  axes  de  l'ellipse. 

5.  Quelle  est  la  courbe  engendréepar  le  lommet  d'une  paro' 
bote  de  forme  imiariable  qui  se  neuf  m  reUant  cotutammenl 
tangente  à  deux  droites  rectangulaires  données. 

Nous  prendrons  les  deux  droites  données  pour  axes  des 
coordomtées.  et  alors  si  l'on  désigne  par  (a,  p)  les  coordon- 
nées du  foyer  de  la  parabole  mobile ,  dans  l'une  de  ses  posi- 
tions, son  équation  sera  de  la  forme 

'tr-p}'+('-«)"= ('»^+'>->^+p)' 
arec  la  condition 

m'-|-B*z=l (1) 

Hais  comme  la  directrice  d'une  parabole  est  le  iieu'des  som- 
mets de  tous  les  angles  droits  dont  les  cAtés  sont  tangents  & 
cette  floorbe ,  on  doit  avoir  i 

p=o........:.  (2) 

pataqoe  dans  tontes  les  poiitions  que  la  parabole  pourra 
prendre,  sa  direotrlw  passera  toujours  par  le  point  d'inter- 
•ectton  des  deux  droites  données,  c'est-à-dire  par  l'origine. 

L'ize  étant  une  perpendlcal«ire  abaissé»  du  foyer  sur  la 
dbectriw,  a  pour  équation  ,      * 

j'-p=  "f^'^-) (3} 

Si  l'on  aK>elle  (X,y)  les  coordonnées  do  point  où  U  coQpe 
la  directrice,  et  {x,r)  oelles  du  somnet,  oa  aora  évidem- 
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ment  x=  — J- et  j'=-i^,    d'où  y  =9:c  — «  ef 

y=3^— ^;  qutntftés  qui  doivent  vérifier  l'équation  my+nx 

=0  de  cette  direetilce  ;  donc 

m(2r— P+n(23— »)=0 (4) 

Le  paramètre  2i,  doot  la  vatetir  fixe  les  dimensions  de  la 

parabole  mobile,  est  double  de  la  perpendicalaire  abaissée  du 

foïer  sur  la  directrice  ;  ainsi 

mp-i-nx=±k (b) 

Enfin  on  trouvera  facilement  que  la  condition  de  ciuitaet  de 

la  «ot^be  avec  l'axe  des  j?  est 

(p'-|-aV^?'=0 (6) 

Telles  sont  les 'équations  qui  expriment  toutei  les  condition) 

de  la  question ,  car  en  écrivant  que  la  directrice  passe  par 
l'origine  des  coordonnées  rectangulaires  et  que  l'axe  des  x 

est  tangent  h  la  tourbe ,  nous  avons  écrit  que  l'axe  des  ^  b 
touche  aussi. 

Il  suit  de  là  que  pour  tout  s^me  de  valeurs  des  quantités 
m,  n,  d,  b  qui  vérifieront  les  équations  (1),  (6)  rt  (6),  oa 
tirera  des  équations  (3)  et  (4)  un  couple  de  valeurs  de  xet^, 
qui  seront  les  coordonnées  du  sammet  de  la  parabole ,  dans 
la  position  que  luLassigne  le  système  de  ralearsde  m,  n,  a,  p 
dont  il  s'agit.  Par  conséquent,  si  on  élimine  m,:»,  a,  Centre 
les  cinq  équations  (1),  (3),  [4),  (5)  et  (6),  on  obtiendra  une 
éqnaUoD  en  j:  et  en  ^  qui  sera  satisfaite  par  tous  les  couples 
et  par  les  seuls  couples  de  valeurs  de  x  et  de  ^  qui ,  coi>]oin- 
teinent  avec  certaines  valeurs  de  ces  variablesm,»,  a,  p,  pea- 
venL  vérifier  ces  équations  ;  donc  le  lieu  de  cette  équatiOD 
finale  est  précisément  cdut  des  sommets  de  la  parabole  mo- 
tiUe.  Et  en  effet,  cette  équation  Onale  étant  indépendante  des 
quantités  rh,  n,  a,  p  qui  fixent  la  position  du  stHomet  dont  ou 
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a  désigné  les  coordonnéça  par  x  et  par/ ,  n'exprime  pas  uoe 
propriété  particuUëre  aux  Godrdonnées  de  ce  point  plutAt 
^"i  celles  de  tout  autre  point  déterminé  par  les  mêmes  con- 
ditions :  elle  est  donc  l'expression  de  la  relation  constante 
qui  existe  etitre  les  coordonnées  dn  sommet  de  notre  para- 
bole dans  chacune  des  positions  qu'il  peut  prendre;  donc 
elle  est  l'équation  de  la  courbe  qu'il  décrit. 

Il  s'agit  donc  d'effectuer  rélimioatlon  des  quantités  m,  k,  «.  S 
entre  lea  équations  {f\,  (3) ,  (4),  (5)  et  (6);  pour  y  parvenir, 
j'additionne  menbrc  à  membre  les  équations  (ï)  et  (5),  ce 
qui  me  permet  de  remplacer  l'équation  (4)  par  l'équation 
résultante 

%my\-%x\=:.±.k; (7) 

Puis ,  au  carré  de  l'équation  (5)  J'qjoute  l'équation  (6),  et  en 
ayant  égard  successivement  à  l'équatiui  (l)et  à  l'équation  (5), 
Je  substitue  ainsi  à  l'équation  (6j  l'équation 

fc  3'tti'=:±A,      d'où      «^±-— .. 

En  remplaçant  a  par  cette  valeur  dans  (5),  on  trouvera 


dans  (3) ,  ce  qui  donne 

2mx  {ny  -\-mn)^-±.lt{n' — m'). 

Hais  si  on  Mlmine  A  mire  cette  équation  et  la  7* ,  il  viendra 

b}x — m^y^O,  d'où  m^a  y  —  , 

y 

puis,  en  reportant  cette  valeur  dans  (7), 

fc(|V:^Tf^)-=i:A         d'où       w=a±     .  _,  / -r— 

et  par  suite    ■  , 


'^2|>'^(^V+|î'r~) 
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Il  De  mte  phu.  pour  aroir  réqoatioo  eberehéa,  quir  sub- 
stjtuercesTalenrs  dans  (1)  ,efon  trooTeraaiasi 

Si  l'on  veut  Ihire  évaDOuir  les  radicaux  de  cette  équatUtn, 
on  posera 

et  00  trouvera  ensafte 

icïlf+t-)  =**,        d'où       6Av*û\t^+3u'(t-i-fyi-v>}  —i*. 

Mail  fr(t'f-c)  ^-rt       donc  eofln, 

«^^■('■-hr'+p-)  =  **(•!.     - 

Telle  est  l'équation  demandée. 

Pouniex-vous  construire  par  points  la  courbe  décrite  par 
te  tommet  dt  ta  parabole?  —  Par  le  point  d'intersection  0 
Ifig.  6h)  des  deux  droites  données,  menons  une  droite  quel-, 
conque  BS  et  prenons-la  pour  directrice  ;  alors  si  on  lui 
mène  une  parallèle  à  une  distance  éf(«le  au  quart  du  para- 
jnètre,  ce  sera  la  tangente  an  sommet,  et  par. conséqnentle 
ïka  des  projections  du  foyer  sur  toutes  les  tangentes  i  h  pa- 
rabole dans  la  position  que  nous  lui  supposons  ;  donc  les 
points  A  et  B  où  elle  coupe  les  deux  droites  données  sont  la 
projections  sur  cette  drnte  du  Toyer  de  cette  parabole.  Dooc, 
en  menant  par  A  et  par  B  des  parallèles  aux  droites  données, 
on  aura  le  foyer  F ,  de  sorte  qu'en  abaissant  de  F^une  per- 
pendiculaire sur  AB,  le  sommet  T]  sera  déterminé.  En  don- 
nant une  seconde  porition  à  la  droite  RS,  on  aura  une 
seconde  poeitioD  du  sommet,  et  ainv  de  suite. 
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JXterrmwr  l'équation  de  la  courbe  d'apriM  ce  ft'oce.  — 
SoieDt  OA  et  OB  les  axes  des  x  et  des  ^  ;  «  et  p  les  coordon- 
iiAes  de  F,  réquaUon  de  AB  sera 

•        f+T=' ••■'  <« 

Par  conséquent,  on  aura  pour  celle  de  pC 

r-P=  j(.ï^^) (î) 

Hais  FC  est  le  quart  du  paramètre  ait,  doue 

k  aB 

^^vh ''" 

En  éliiuinant  les  variables  >  et  ^  entre  ces  équations,  on 
aura  l'équation  du  lien  des  sommets. 
De  l'équation  (1)  Je  tire 

'  p=-^^.  d'où         r— P«= ^^-  ■ 

{mis  je  substitue  cette  taleur  de  (7* — ^)'dans  [2),  ce  qnl 
donne 

i^xf=xy,       d'où      «=^lii]yx^^y). 

.  Hais  comme  les  équations  (I)  et  (2)  sont  composées  qrmétri- 
qnement  des  quantités  jt  et^,*a  et  p,  J'aurai  par  une  simple 
pennutal^n  de  lettres 

i!=i>7(i>'?+i>y). 

Il  n'y  a  plus  qu'à  substituer  ces  valeurs  de  >  et  de  |S  dans 
l'équation  (3)  pour  obtenir  l'équation  du  lien  demandé,  ce 
qui  ne  saurait  présenter  de  difficulté. 


OCeUa  équUon  ni  le  lira  géomtiHqaB  du  bjiri  llfse  dn  ^ 
àÊffti  II  M  hella  miInMDtat  dettoDTar  lelIcnd'aapalptqMlcoiiqiw,  (lin* 
4uii  lepUq^  l« pittlMrie  nioWle ;  i— *  ooitc. If  i équUaa  polain  di  Itandi 
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Ohigrvationt.  1°  Posons 

La  première  éqmtioD  représente  l'enTeloppe  d'une  drotle 

de  longueur  constante  — -, ,  s'af^o^ppt  parfcs  extrémités 

sar  les  axes  des  coordonnées;  la  seconde  est  l'éqaatioD  d'une 
bypertwie  équilatèrei  faisant  farier  m,  l'intersection  de  ces 
deux  courbes  décrira  le  lieu  cbercbé  du  sominet  de  la  pi- 
rabole. 

3°  POSODS 

m     4 

La  première  éqtofiOn  représente  un  cercle  et  la  seconde 
une  hyperbole  éqifllatère  ;  faisant  varier  m ,  rinfersectioD  de 
ces  courbes  mobiles  donne  encore  le  lien  cbercbé.       Tn. 

NOTE 

Ox 

LES  DIAMÈTRES  CONJUGUÉS;* 


PrafctHur  u  CoUéga  Bourbon. 

l.^S(4ellt  OAjOBT  ifig.  66],  deux  demi -diamètree  coi^n- 

gués ,  Boleot  j/,  y  lee  coordonnées  du  point  A',  a^,  y"  cellet 
du  point  V,  Je  dis  qu'on  aura  les  relations 
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les  équations  des  droites  OA'iOlf  soDt 

y  y 

ces  droites  étant  des  diam^bvs  conjugués ,  on  a  la  relation 

■     yy 


i'i"' 


(I) 


les  deux  points  (V^*),  (;r*,y)  appartenant  k  l'ellipse,  ona 
las  nlatloQft 

(S)      y=^.{a--^).  (3)y=-i-(a'-^»), 


aDlesmultipliant  entre  elles  on  a 
il 


yy = ^'(«'-^«"i  (<•■-'"■); 


réqoatlon  piécédente  on  a 

d'où 

Oo  tire  immédiatainent  de  cette  relatioo         , 

en  vertu  de  cette  ration  les  éqnatioDs  (9)  et  (3)  derieoaeDt 

ajoutant  membre  à  membre  ces  deux  équations,  on  a 

.y+y'*=^c^*4-^'n=^xfl'.  ou  y^y^=b:  (5) 

La  Bgure  donne  immédiatement  les  relations  - 
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d'où  l'on  tire 

or,  les  éqaatlODS  [h]  et  (5)  étant  ajoutées  eosemble  donnent 

donc  OD  a 

S.  Le  parallélogramme  construit  sur  les  diamètres  conju' 
gués  eAOk',CB'{fig.&t),  en  meoaiit  B'F parallèle  à  OA,  on 
obtient  le  parallélogramme  OBTT  équivalent  au  Bremier.  Ce 
dernier  a  pour  mesure  OTxy.Or,  OT  (diBtaooe  de  l'origii» 
an  point  où  la  tangente  rencontre  l'axe  des  j;  )  est  égal  i 

a*  b 

-^  ;y  d'après  les  rdalions  précédentes  est  égal  à  -x*,  donc  le 

parallélogramme 


.  donc  aussi  leparallélogrammeOA'CB'Gonstniitdanslesdenù- 
diamêtres  coi^ugaés  est  égal  au  rectangle  ab  construit  sur 
les  demi-axes. 

3.  Pour  appliquer  cette  dénwDstration  à  l'hyperliole  dont 
l'équation  csta>« — b'x'= — a'&'.on  considère  en  même  temps 
l'byperbole  conjuguée  dont  l'équation  est  ay—ù'x'=t^b''. 

OA'  Ifig.  68}  étant  un  diamètre  de  la  première  (qui  la  ren- 
contre au  point  A'  dont  les  coordonnées  sont^'^  ),  son  eoa- 
Jugué  sera  OB'  (  qui  rencontre  la  deuxième  au  point  B*  dwt 
les  coordonnées  sont  -xf'^']  :  A' étant  un  point  delà  prenrièie 
ona 
(!)  y=_(j/'_a.), 

B*  étant  un  point  de  la  deuxième  on  a 


_iv,Goog[c 


—  MS  — 

d'ttù  «n  inalti|riiant  membra  à  membre  on  a 

(3)  y'y"=^(f-a')[x-"+a'), 

y  y  *  *'  • 

OA'jOB' étant  des dinmètresconjugoégonaT— p=  —  d'où 


x"jr"'=  {sT—a')  {a!'*-^a})=irxf"—a\x/"~-3f')—a\ 

d'oùoD  tirey'— y"=a*  (6).  En  vertu  de  cette  équation  les 
équations  (1)  et  (2)  deviennent 

r'),  Ouy-/"=-*'(6)î. 
it}oiitantensefable  les  équations  (5)  et(6)  on  a  ^ 

^■V"-(^'"-hr"*)=«'-*'- 
La  figure  donne  immédiatement 

eu  substituant  dans  l'équation  précédente  on  a 

Onvoitde  mAœe  que  le  parallélogramme  OA'CB^  se  transforme 
dans  OTFB^qui  a  pour  mesure  Olyy. 

donc  OTFF,  et  par  suite 

OVOF"^  X  -^  =  ab.  C.Q.F.D. 

ar        a 

h.  On  peut  abréger  de  la  manièrs  suivante  la  démonstra- 
tion donnée  dans  l'ouvrage  de  M.  Lefébnre  de  Fourcy  (  G4«- 
mitr.  muth/t.,  V  édlt.,  p.  263),  on  a 
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aV  „_  a'6' 

"'  '^"~a'8iB"«-H6'co9'«'    '*       "l'sioV+fi'MiV' 

(3)  tgaXt(r«'t=--: 

difisant  les  d«ax  termes  des  fractioDS  n"  et  &"  par  «m'b  A 
GosV,  ^  <diserrtnt  que 

1  * 

— r  =Bec'«=l+tg'a, 

COS  a 

on  a 

,^     ^,.  _  «•y(i+tg'«)    ,g,     „i_  ^y(i+tg'«7 
^     '^  =  av-+y  '  '^''    ^=  a-tgv+y' 

l'équation  (3)  donne  t%cii= ^ — ,6ubstituaiitdans((}0D 

■  trouve  en  faisant  les  réductions  6'*  = —;— — -T:(6),qi6iitaDt 
atfa+lr 

(fc)^t  (6)  on  a 

"  "^'^  «V«+6*  ~    "^ 

5.  IMéme  dlmoDstration  poar  llyperbole. 


QUESTIONS  PROPOSEES  AUX  EXAltfNS. 


Prabwear  d«  malbéaufiqnw. 


1 .  Trouver  les  propriétés  commones  aux  paraboles  repré- 
sentées par  l'équation 

{les  axes  des  coordonnées  étant  supposées  rectangulaires). 
On  appelle  propriété  commune  aux  courbes  représentée* 
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par  UM  écfuation  qai  renf^me  de§  constantes  arbitraires , 
nneralatioD  existant  entoeles  coefflcients  de  chacune  d'elles, 
iadépendammeDt  de  toutes  valears  particulières  attribuées  à 
,  ces  constantes. 

Dans  les  questions  semblables  à  la  proposée ,  on  doit  d'a- 
bord déterminer  le  nombre  dea  pn^riétés  cnumunes  essen- 
tiellement distinctes  que  doivent  avoir  les  courttes  dont  on 
s'occupe.  Il  est  lïcile  de  voir  que  les  paraboles  dont  11  s'agit 
en  ont  trois  et  pas  davantage.  En  effet,  l'équatfon  générale  des 
paraboles  renferme  quatre  coefficients  arbitraires;  si  on  les 
IdentiOe  avec  ceux  de  l'équation  (1),  nous  aurons  quatre 
équations  entre  ces  coeIScJents  et  cj  éliminant  c  entre  ces 
équations,  11  en  restera  trois  qui  devront,  quelque  valeur 
que  l'on  attribue  k  cette  constante,  être  vérifiées  par  les 
coefficients  do  chacune  des  paraboles  «présentées  par  (1), 
ce  qui  constitue  bien  (roû  propriétés  communes  qu'il  nous 
liant  découvrir. 

U  n'y  en  a  pas  plus  de  trob  dMnctet.  En  effet,  s'il  y  en 
avait  seulement  quatre,  les  coefficients  seraient  déterminés, 
ce  ^1  évidemment  n'est  pas. 

Pour  déteroilher  ces  propriétés,  on  peut  suivre  la  marche 
indiquée  tout  à  l'heure  en  partant  de  l'éq^tioq,  générale  des 

courbes  dn  second  ordre  V*~h^^~l~^'~l~"-=^'^^o'<^''~ 
.tifle  les  coefficients  avec  ceux  de  (1) ,  et  sans  compter  1a  rela- 
tion B' — 4AC  =  0,  on  en  trouve  trois  autres  que  voici: 
D=B,^  =— 2,  j= — 1.  La  question  peut  ainsi  être  consi- 
dérée comme  résolue.  Hais  on  peat  demander  d'expliquer  les 
conséquences  qui  résultent  de  ces  propriétés  communes  pour 
les  points  ou  les  lignes  remarquables  de  ces  paraboles;  on 
demande  même  le  plus  souvent  de  déterminer  directement 
des  propriétés  communes  k  ces  points  ou  à  ces  lignes  équiva- 
lant aux  relations  ci-dessus. 
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Il  Mt  impiHiant  d'observer  qa'on  appeHe  propriéU  mm- 
mufw  à  c€s  points  ou  &  ces  llgDfs  toute  relation  entre  lei 
^goantit^  serrant  à  flxer  la  position  ou  la  direction  qui 
leur  convient,  indépendamment  de  toute  valeur  particulière 
attribuée  h  la  constante  c 

Je  vais  traiter  la  question  proposée  sous  ce  second  point 
de  vue.  Poor  cela ,  il  est  plus  commode  d'écrire  l'équation  de 
le  parabole  s6us  la  forme  suivante,  déduite  de  la  propriété 
du  filmer  : 

dans  laquelle  y  et  a^  désignent  les  coordonnées  du  tajer, 
py-i-qx-^r  étant  l'expression  générale  de  la  distaoce  au 
foyer  d'un  point  de  la  courbe ,  exprimée  en  fonction  des  coor- 
données de  ce  point. 

(  On  sait  qu'alors  l'équation  de  la  directrice  est... 
py-i-q-x+r=o.) 

Développant  l'équation  (3)  et  idenliflaot  ses  coefBcients  avec 
ceuide(l),os.a 

/  1— ;>'  =  »ic',  pq=~mc,  \—q*=m,  y-^pr=~mc, 
(3)j  y+îr=»  me", 

'y+jc"— r'= — me",      on  a  déplus     p'-t-q' =i. 

relation  conviuneiÀ  tontes  les  parajjoles  et  qui  corre^Mod  k 
la  relatibn  B'— ltAC=0. 

On  obtient,  en  combinant  les  équations  (3] ,  les  résultats 
suivants  :  1 — p'  ou  q*  =  m^,  t — jq*  ou  p'=m,  d'où 
^•-j-ç'=m(l  +  c')  =  1,    d'où  m  = —j—  ,  et  par  suite 

?'=  îi?'  '''"^rf?'  ^*  y+i"'=M'  0°  ^*^"** 
y=plq — /î;dear'-|-yr=l — p'=q',  on  lire  jn^ssqlq^r); 
d'où  y  +  z"  =  lj?'-^q')  l,q—t)''={q—ry  â  caose  de 
/)' -h  ç' =1.  Substituant  cette  valeur  dans 

y*+x^—r^^—me'=—a—p')~—r. 
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il     fient    (j— /■)•— r*=:— y*,     d'où    q*~~iqr=—q'    ou 
iq* — Sqr=0,  aaeaÙaSq{q  —  r)=0. 

Cette  équatioD  est  satisraite  par  9  =  0 ,  q=ri  la  première 
nlear  ne  satistiit  pas  à  la  question ,  c'est  ce  qui  est  facile  ^ 
TOir. 

'LaTakur;=r  donoey  =  0,  :e:'  =  0,  ce  qui  prouve  que 
l'origiDe  actuelle  des  coordonnées  est  un  Tdyer  commun  è  - 
toutes  les  courbes  représentées  par  réquation  pn^Miée  ;  ce 
qui  éqolTaat,  comme  on  sait,  k  deux  relations  entre  les 
ooeflBcienta  on  h  dettx  propriétés  communes.  La  relation 

pq=: — mcetp'  =  m  donne ^9^ — p'c,  d'où  — -  =  c  età 

cause  de  9=ron  a  aossi =c.  Mais  l'équation  de  la 

P 

directrice  peut   s'écrire  y= —x ,   elle  devient 

P  P 
X^cx-i-é=c{x-{-t).  Elle  est  Batisfalte  par.r=0,  x=—i, 
quel  que  soit  c  ;  donc  les  directrices  -de  toutes  les  courbes 
dont  nous  nous  occupons  coupent  l'axe  des  -r  au  point 
x=: — 1,  co  qui  donne  une  relation  entre  les  coefficients,  dis- 
tincte des  deux  que  nous  arons  signalées.  La  question  est 
donc  complètement  résolae. 

3.  On  peut  trouver  d'autres  propriétés  ctHnmutics  aux 
points  et  lignesjemarquables,  mais  elles  ne  peuvent  plus  être 
que  des  conséquences  de  celles  que  noua  avons  trouvées,  sans 
quoi  il  y  aurait  plus  de  trois  relations  distinctes  entre  les 
floeffldenls..  ta  recherche  de  ces  propriétés  peut  être  l'objet 
de  nouvelles  questions,  n]Dis  nous  n'avons  pas  k  nous  en  oc- 
euper ,  car  on  ne  saurait  trop  alws  où  s'arrêter. 

3.  Pour  familiariser  les  élèves  avec  les  questions  de  ce 
genre.  Je  vais  traiter  un  deuxième  exemple. 

Déterminer  les  propriétés  cùtnmunei  k  toutes  les  hyper- 
boles qu'on  obtient  en  Ikisaot  varier  c  dans  l'équatioji 
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Cet  propriétés  communes,  telles  qa'on  les  a  déHnies,  «ut 
ici  au  nombre  de  qva^.  La  démonstration  serait  la  même 
que  pour  les  paraboles  de  la  questloo  précédente.  Si  on  reot 
trouver  les  relations  entre  les  coefficients  de  la  courbe,  od 
opérera  comme  il  a  été  dit .  et  on  trouTera  fudlement 
celles-ci 

A=0,      B=B,      IÎ  =  2F,      C=i?^l. 

Traitons  maintenant  la  question  sous  le  deuxième  point  de 
vue  iodiqaé,  c'est-i-dire  chercbonsdes  propriétés  commanei 
aux  poiotset  lignes  reourquables,  tels  quele  foyer,  la  direc- 
trice, les  asymptotes ,  etc. ,  équivalant  aux  relations  que  nous 
venons  d'écrire. 

Comme  l'^uation  manque  du  terme  vay' ,  notts  nous  oc- 
GuperoDS  tout  naturellement  de  l'asymptote  panJlèle  aux^. 
On  déduit  de  l'équation  (1} 

^^(i--&y-^fx~-£        _     afii—c')—^x-.e' 
^'^  2cx+2c  ~  24r^^5  ' 

d'tfù  il  résulte  que  fa  droite  x  =  —  1  est  une  «symptote 
commune  a  toutes  les  hyperboles  (1) ,  te  qui  équivaut  k  éma 
relations  entrÂles,  coefflclenfe  de  la  courbe. 

k,  PAur  en  trouver  d'autres  Je  prends  l'équation 

,  ,  0'-y)'+(-ï^^)'-{/ÎJ'-|-?^r)-;=0.  (2) 

Nous  aurons  en  identiflant  avec  la  proposée 

Combinons  cos  équations,  on  a  de  suite /)=3;±l  ;  d'où 
±5= — me  et  q'  =^m''<^;  d'où  1 — m't^  =  m[\ — c)', 
équation  satisEsite  par  m=\,m= ;;   (je  pwuverai 

plus  tard  quem  =  — -^  ne  convient  pas).  Prenons^n  consé- 
quence m^  1. 
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d'0^   jr'^^    (; — r);   transportons  ces     valeurs     dvis 

y'+jf'—r^=  —  mc', 
il  Yien» à  causede^=±  1  ou/>'=  1 

d'où 

OU 

'^        (î-/-)[2î-f-î'(y-/-)]=0.  (3) 

ÉquatiOD  satisraite  par  ?  =  r.  En  prenant  cette  valeur  on 
troQvey:=0,  y^O.  Ce  qui  Tait  voir  que  l'origine  actuelle 
est  UD  fojer  commun  à  toutes  les  hyperboles  de  l'équa- 
tkm  (1).  Ce  résultat  équivaut  à  deux  nouvelles  relations  entre 
les  cocfficMDts  ou  à  deux  nouveilee  propriétés  communes.  La 
qnestiOD  est  donc  résolue. 

5.  Cepmdaut.lt  est  nécessaire  de  prouver  que  m^-, — ,. 
ne  peut  convenir  pour  les  courbes  (t);  de  plus  il  faut 
.  voir  ce  que  dgnifie  la  deuxième  valeur  de  g  (sans  compter 
la  valeur  0  qui  oe  coniient  pas) ,  que  l'on  déduit  du 
deoxiiroe  bcteur  du  premier  membre  de  f/t) .  Sans  quoi  on  . 
pourrait  cnrire  que  tes  courbes  de  l'équation  (1)  se  partagent 
en  deux  classes  dont  douk  u'aurioDS  examiné  qu'une. 

D'ab<H4fl(= — 3  oeconvleot  pas;.eDelfet 

V-}-f  r^emc*  s= — 1 
dans  noire' bypotbèse  dmne  j^  ——(i-{-qr).  Substituons 

ilTl«Dt 

A^-Cî-rr+d-Hrj'-r-^l;      ' 
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développant  et  observant  q\iep'  =  itiq'^m'c'=si  on  a 

■     ç'—ayr-j-r'+l+ay/'+çV— f'=l, 
se  lédaisint  à 

î'-|-îV=0,        ou        q'[i-\-r*)=0, 

on  enfin  1  +  ^=9  équation  impossible  pour  des  valeon 

réelles  de  r. 

Mainlenant  3;+9'(; — r)  =0  ou2-(-?(9— r)  =0,  en 

2 

laissant  de  c6té  9=0,  donne  9 — r= .  Cette   râatioo 

correspond  à  la  position  partlcnlière  du  deaxièmç  foyer  dé- 
pendant des  propriétés  déjà  trouvées  et  ne  constitue  rien  de 
particulier.  En  effet  nous  avons  trouvé  y  =  5{j — r};snl>- 

S 
stituantf — r= on  trouve  j/=: — 2  ou  ^  est  justement 

l'abscisse  .constante  du  2*  foyer  pour  toutes  les  hyperboles 
Jouissant  des  propriétés  déjà  troavées. 

Soient  A;r,  A.^  les  axes  et  AB  étant  égal  à — 1 ,  BC  l'asymp- 
tote commoDe.  La  perpendiculaire  AB  abaissée  du  foyer  A  sur 
l'asymptote  est  la  longueur  commune  de  l'axe  non  transverse 
de  ces  tiyperboles.  Soit  ACD  la  direction  de  l'axe  transverse 
del'unequelcooqoed'entre  elles,  le  deuxième  foyer  sera  de 
l'autre  cAté  de  BC  en  un  point  D 'tel  que  AC  sera  constam- 
ment égal  à  Clf,  de  sorte  que  tous  ces  seconds  foyers  sont 
sur  une  parallèle  à  BC  on  à  A^  à  une  distance  de  cette  der- 
nière égale  à  AE=2AB=— 2  ce  qu'il  fallait  prouver. 

On  voit  ici  un  exemple  d'autres  propriétés  comnAines  aux 
Ibyerg,  axes,  etc.,  mais  qui  dépendent  de  celles  déjà  trouvées. 
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BEHONSTRATION  du  TBÉORÈME  2  (page  67].(*] 

XÂM,  m.  H.  OBOITT  !>■  lAIHT-VAXB, 

□éTB  do  colltgg  de  Tarujlln. 


Soient  AE  et  CD,  fig.  62,  les  deux  bissectrices  égales,  je 
dis  qu'on  aura  AD  =  BC.  Soit  K  le  point  où  les  deax  bissec- 
trices AE  et  CD  se  conpent  ;  menons  BK  et  prolongeons  cette 
ligne  Jusqu'à  la  rencontre  de  AC  en  H.  BKM  sera  bissectrice 
de  l'angle  ABC.  Par  les  trois  points  D,  B,  C  taisons  passer 
nae  circonférence  et  soit  O  son  point  d'intersection  avec  BKM  ; 
le  point  0  est  le  milieu  de  l'arc  DPC ,  et  si  l'on  mène  DO  les 
deoz  triangles  semblables  DEO ,  DBO  donneront  : 

COK+BK)OK=DO. 
Par  les  trois  points  A,  B,  E  Taisons  passer  une  circonférence, 
il  est  aisé  de  voir  qu'elle  sera  égale  k  celle  qui  passe  par  les 
trois  points  D,  B,C;  je  dis  qu'elle  passera  par  le  pointO.  Dé- 
signons par  a.  la  distance  da  point  K  au  milieu  de  l'arc  AQE , 
comme  a  doit  être  comptée  à  partir  du  point  K  sur  BK  pro- 
longée, si  nous  montrons  que  a=OK,  il  faudra  que  le 
point  0  soit  sur  l'arc  AQE  et  en  son  niUieu  ;  mais  si  nous  joi- 
gnions ce  milieu  au  point  E ,  eu  observant  que  la  corde  qui 
en  résulterait  égalerait  DO,  nous  aurions:  (a-|-BK}<i=DCii 
donc  a  =  0K.  Hais  si  O  est  milieu  de  l'arc  AQE  nous  aurons 
AO=0C,  donc  les  angles  AOB,  COB  sont  égaux;  d'ailleurs 
l'angle  ABO^OBC,  le  c6té  BO  ^t  commun,  donc  les  deux 
triuglesOAB.OCB sont  égaux,  doncAB=BC. 

OTolip.  IM. 
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1.  Définitions.  Sous  an  angle  qo^lcoaqae,  on  tire  dan»  on 
plan  deux  oares  fixe»  Ox,  Q^,  fig.  69.  D'un  point  quelcon- 
que M ,  on  tire  i  Tolonté  deux  transversales  AS ,  CD  qni  cou- 
pent les  axes  fixes  en  A,  B,  C,  D.  Ces  points  d'intersection 
joints  deux  à  deux  donnent  deux  nouvelles  transversales  AD, 
CB  qui  se  coupent  en  N.  On  Joint  l'origine  0  aux  deux  powli 
corretpondants  M,  N,  ce  qui  donne  deux  axes  Oi,  Oz  nom- 
més mobiles  parce  qu'ils  varient  avec  H.  Deux  axes  de  même 
nom  sont  dits  conjugués  l'un  à  l'autre.  Le  système  de*  deoi 
axes  fixes  et  des  deux  axes  mobiles  est  un  faisceau  Aonw- 
tùque, 

2.  .fi ,  dans  un  faisceau  htuTnonique ,  d'un  point  quelconqw 
d'un  axe  oh  mine  deux  (raniKersales ,  on  trouve  sur  Us  ifftx 
axes  non  conjugués  au  prjsrnier  quatre  points  délermnant 
deux  nouvelles  transversales  gui  se  rencontrent  toujotm  w 
l'axe  conjugué  au  premier  ('). 

Pour  démontrer  cette  propriété,  ayant  coustroit  un  bis- 
ceau  harmonique  (1),  Je  prends  pour  axes  coordonnés  les 
axes  fixes  Ox,  O^etX,  Y  pour  les  coordonnées  du  pointM. 
On  aura  pour  les  équations  de  AB ,  CD, 
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d'où  l'en  tire  les  coordonnées  à  l'origtne 


et  pour  les  éqoatiODE  des  transversales 


;  =  <; 


.•H—Y^Y—aTL        '        «X— Ï^Y-^Tt' 
retnnchaDt  ces  équations  membre  à  membre,  oa  arrire  ai- 
sément à  la  relation 

«'est-à-dire  • 

_  xY-HrX=0,       ou       ^=-|, 

doot  les  coordonnées  lt,^  conviennent  seulement  au  point  N;- 
Cette  relation  par  sa  forme  et  son  indépendance  de  a.  a'  mon- 
tre qu'en  menant  deux  antres  transversales  par  H ,  elles  «e 
couperont  sur  l'axe  aN.  De  plus  conune  tous  les  points  de 

y 
l'axe  0/ donnent  le  même  rapports  ,  on  voit  que  le  point 

M  variant  sur  l'axe  OM ,  le  point  N  variera  sur  l'axe  ON.  En-' 
fin  tout  ce  qui  est  vrai  de  M  relativement  à  N  peutse  dire, de 

Y  V 

Nrelativement  à  M,  paisque~='— -,  de  sorte  que  tout 

point  d'un  des  axes  mobiles  fera  retrouver  l'autre  axe  mo- 
bile. D'ailleurs  on  peut  changer  f  o't^>  Y  en  X  Y,^,r< 
c'est-à-dire,  prendre  les  axes  mobiles  pour  axes  fixes,  sans 
que  les  résultats  précédents  changent.  Ainsi  la  propriété  en 
question  est  démontrée. 

3.  Utuirmtsvertale  qaekonque  emift  Ui  qitatn  exet  d'un  ■ 
fmtoemt  harmonique  en  quatre  points  Harmoniques. 

Soit  on  faisceau  (NO,  NE  ),  (  NB,  ND),  /if.  7«.  Coupeas-le 

Asm.  ik  HtraCa.  I.  21 
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par  une  traUTenale  qfielcanqQe  OBED  qoe  Je  prendrai  pour 
SX6  des  X.  Poar.  prouver  que  les  quatre  points  0,  B,  E,  D  sont 
harmoDiques,  Je  mène  par  0  une  antre  transversale  OY  que 
jepreadspouraxe  des^.  On  saitque  les  deux  droites  AB.CD 
80  couperont  eu  un  point  M  de  r&xe  NE  conjugué  à  NO. 
L'angle  YOX  et  les  quatre  longueurs  0B  =  «,  OD=a', 
OC  =p',  OA=c^  peureot  composer  toutes  les  données.  On  ■ 
pour 

a         p  "       P 

SI  l'on  «joute  les  deux  premières  ou  les  deux  secondes  éqoa- 
tions,  on  trouve  également  la  relation 


qui  représente  par  conséquent  la  droite  NM.  Od  en  lire  pour 

X^O,  OE  a  —  V   '  *  ^'^  v*^^  ^^>°^  1°^  ^s  ^^  lODgueun 

0B=  *^' 

sont  en  proportion  harmonique. 

On  aurait  pu  prendre  pour  axes  coordonnés  les  axes  fixe» 
duTaisceau  {fig.  69).  Les  équations  des  axes  mobiles  auraient 
été  alors  de  la  forme  ^:=  nu:  pour.  0(,  ^=: — rTur  pour 
Os(2),etQn  prenant^=aj:-{- frpour  la  transversale qoel- 
.  conque  NAD ,  an  aurait  trouvé  pour  les  trois  distaDces  comp- 
tées h  parUr  do  point  D  sur  cette  transversale 

'     *=-7^^,  Kl+a'+âflcosS,  r=-   \/i+fl'4-2<icof9, 
a{m~-a)     .      '        '  '  a        ■    '        '  ' 


qol  sMt  visIbl^Rent  en  proportion  bamwniqoe. 
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& .  la  compoBlUon  des  dtotaaces  3,  i',  3"  conduit  à  des  eon- 
séqueuces  r^arquai)lefl.  Si  les  troU  lon^ean  S^  f',  î'  goat 
doDDées  sur  la  ligne  fixe  NAD  {fig.  69),  la  troisième  n'étant 
qu'une  combioaison  ^^-^  ,  des  deux  premières ,  on  n'a 
qaeles  deux  relations 

entre  lès  quantités  5,  f,  e,  m,  a,  h.  Prenant  fa  rdinté  9  et  a 
avec  J  et  f,  jn  et  è  existermit  toujours,  ne  dépendant  que 
du  premier  degré.  On  aura  ainsi  quatre  droites  qui  concou- 
rent et  satisfont  è  la  relaUon^-f-^  =  0  ^).  Ce  sera  donc 
tut  faisceau  barmonique. 

La  variation  arbitraire  de  •  et  de  o  permet  de  donner  à 
.  f 

*= —  telle  grandeur  qu'on  voudra  et  teto 

inclinaison  qu'on  voudra  sur  la'  ligne  flxe  NAD.  Il  est  donc 
démontré  qfi^en  jmgtumt  «n  fWttU  qaelconqm  à  quatre  poinli 
harmmUque$  J^vne  droite ,  o»  forme  un  faisceau  harmonique. 

En  éloignant  constamment  le  sommet  du  faiscean  des  qua- 
tre points  harmoniques,  les  aies  da  faiscean  s'approcheront 
du  paraUéltame ,  et  comme  rien  ne  limite  cette  variation ,  il 
s'enduit  qu'en  menant  par  quatre  points  harmoniques  quatre 
droites  parallèles,  on  a  un  faisceau  harmonique  à  axes  jxmtl- 
iéies  pour  lequel  tes  propriétés  précédentes,  subsistentet  pour- 
raient se  démontrer  dprÛH-i  (fig.  71). 

5.  Lorsqu'(m  détermine  un  faisceau  on  en  détermine  tou- 
jours une  inflnilé.  Car  ajant  cODStruit  avec  un  point  iUfig. 
72)  et  deux  axes  le  faisceau  (0:r,  Qr),  {Oz,Ot)  conformémeot 
fa  la  déflnition ,  il  résulte  de  la  {propriété  (2) ,  qu'on  a  adasi 
lesautresraiseeaux(NB,ND),(NO,  NE)  et  [MO,  MB), 
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(ME,  HO),  et  de'  sorte  qu'à  partir  de  cbaipH)  Bommet  de 
btecean,  il  y  a  sur  chaque  axe  des  points  harn^^Diques,  dV 
près  la  propriété  (3).  T>e  même  le  faisceau  à  ases  parallèle* 
{Ox,  Oy),  (OzjOt),  détermine  aussi  des  faisceaux  concou- 
rants (ND.NB),  (NE,  NO  et(MD,MB),  (MB.Mz)  l/ig.7t). 

La  propriété  générale  (3)  donne  on  moyen  très-simi^  de 
construire  un  terme  d'une  proportion  harmonique  k  l'aide 
des  deux  autres ,  car  cela  reviendra  toujours  à  donner  le  qua- 
trième axe  d'nn  faisceau  quood  on  en  connaît  trois.*  Ainsi , 
dans  la  proportion  harmonique  a,  b,  c,  si  l'on  veut  trouver 
1o  troisième  terme  c,  on  prendra  sur  une  droite  DE=a. 
DA  k:  &  {fig.  69) ,  et  d'un  point  quelconque  0  on  tirera  OD, 
Œ ,  OA  ;  on  déterminera  le  conjugué  de  OE  par  la  construc- 
tloD  ordinaire  (1) ,  et  l'on  aura  ainsi  le  troidème  terme  DN. 
611  s'agissait  de  trouver  le  moyen  harmonique  b,  on  pren- 
dialt  VE^a ,  VTi=b,  et  Urant  tes  axes  OD,  OE,  ON,  le 
conjugué  dftOD  fera  trouver  te  moyen  DA- 

6.  La  relation  qui  existe  entre  les  angles  d'un  faiscean  est 

Y     Y 

--f--  a=0,  quand  on  prend  pour  axes  coordonnés  deux 

gin  a  sm*" 

n(a'— a)~Bin(«'— «* 
en  désignant  par  « ,  a',  a"  les  angles  des  trois  faisceaux  avec 
taxe  OX  ifig.  69).  En  rapportant  le  faisceau  harmonique  h 
deux  axes  coordonnés  rectangulaires,  désignant  par  a,  tt*, 
a*,  a'"  les  tangentes  trigonométriques  des  quatre  angles  que 
font  los  axes  du  faisceau  avec  l'axe  dés  .r,  on  arrive,  à  l'aids 
de  la  formule  précédente  et  de  la  relation 
tangp— tangg 


8Ullp-^]  =  - 


>^l-f.tan^^){)4.tangy) 
h  la  fMmule 
'  («'— ^'  _   (g"— a')'       '     ,  .  a'— a 
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Néglîgunl  le  signe  supérieur  qui  ne  Goovient  pas  à  la  que.«- 
tion ,  on  trouve  enfin 

(a'+a"')(a+a") 

pour  la  relation  qui  existe  entre  les  tangentes  de  quatre  droite» 
jr^ax,  y=t^x,y^M"x,y=t^"x,  afln  qu'elles  fonnent 
na  foisceau  harmonique. 

On  pourrait  prendre  le  premier  axe  du  faisceau  pour  ai» 
des  :r  ^  la  relation  précédente  sera  alors 

{é+a!")d' 

—g^' 2- 

«e  qui  montre  que  les  trois  tangentes  <i,  a",  a"'  sont  eo  propor^ 
tlon  bannonique,  résultat  qui  n'est  qu'une  application  de  la 
propriété  (3),  car  ces  trois  tangentes  sont  sur  une  transversale 
perpendiculaire  au  premier  axe  du  faisceau .  En  discutant  cette 
deritière  formule,  on  verra  que  les  considérations  de  faisceaux 
bannoniqnes  doivent  se  présenter  souvent  dans  la  géométrie. 
Par  exemple,  en  supposant  deux  axes  conjugués  droits,  on  a 

a" ■=00,  ce-  qui  donne  TT,  ■  =  0 ,  condition  à  laquelle  on 
•atisÂit  de  plusieurs  manières,  entre  autres  par  a'=— o"'.. 
Ainsi  quand  deax  axes  conjugués  Ibnnent  on  angle  droit,  il 
suffit,  pour  l'existence  d'un  faisceau  harmonique,  que  lee 
âeux  antres  axes  s'inclinent  également  sur  l'un  des  deux  pre- 
miers ,  ce  qni  montre  que  les  bissectrices  de  deux  angles  ad- 
jacents supplémentaires  forment,  avec  un  de  ces  angles,  un 
&iscean  harmonique;  que  dans  l'ellipse,  les  diamètres  oonjo- 
gnés  rectangulaires  forment,  avec  les  diamètres  conjugués 
égaux  ^*DO  lïisceon  harmonique^  et  que.  dans  l'hyperbole,  it 
en  est  de  même  des  diamètres  conjugués  rectangulaires  avec 
Ips  deux  asymptotes. 

7.  Si  d'un  point  d'un  plan,  on  mtae  deux  sécantes  qui  cou- 
pent en  deux  points  chacune  deux  drdie»  quelconques,  oo. 
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même  une  courbe  qaelconque,  on  détermine  auBGitàt  pw 
suite  des  points  d'Intersection  une  Infloité  de  lUsceaiix  har- 
moniques, cela  est  évident  (5J.  Si  la  courbe  trarersée  est  une 
courbe  du  second  degré  il  y  ade  plas  une  propriété  remar- 
quable qui  naît  de  ce  que  la  propriéti  générale  du  faiacemL  (S) 
Wnt  qvt'wa  cas  particulier  des  propriétés  générâtes  de  la  polaire 
danâ  les  courbes  du  second  degré.  En  effet,  on  poat  rtftréaenter 
deui  droite*  qoticiRtques  par  l'équation  générale 

avec  une  relation  entre  les  coeflBcients  a,  6,  e,  df).  Si 
à'ba  point  quelconque,  que  nous  supposerons  l'origine  des 
axes  coordonnés,  on  mène  deux  sécantes  à  travers  les  deux 
drdtes  proposées ,  qu'on  cherche  l'équation  de  l'axe  conju- 
gué à  celui  qui  passe  par  l'origine  et  par  le  concours  des 
deux  droites  proposées,  on  trouve  Tacilement  l'éguation 
dy+ext^^^ÙtqolTepréaeott,  comme  on  sait,  la  polaire 
del'origine  quand  l'équation  ay'-\-b3;y-i-cx'-{-djr+ex-^^=0 
est  une  courbe.  On  sait  d'aillenre  que  la  pn^riété  principale 
d'une  polaire  NQ  (fig.  73),, dans  les  courbes  du  deuxième 
degré,  consiste  en  ce  qne  si  du  pAle'P  on  mène  deux  séekntes 
quelconques  PB,  PA  qui  coupent  la  courbe  aux  points D,  B, 
C,  A,  les  transversales  que  déterminent  ces  points  de  secUon 
concourent  sur  U  polaire.  Or,  dans  le  faisceau  harmonique 
(NPi  NQ]  [NS,  NL],  quelles  que  soient  les  deux  sécantes 
PSL ,  PRK  qu'on  mène  par  le  point  P,  on  aura  toujours  deux 
transversales  KS,  RL  se  coupant  sur  l'axe  NQ,  et  è  cause  que  cet 
'  axe' est  la  polaire  du  point  P,  les  deux  mêmes  sécantes  four- 
'  ttissent  sur  la  courbe  deux  transversales  EE ,  HG ,  se  cttopant 
asagi  sur  l'axe  NQ.  Telle  est  la  propriété  que  Je  voulais  con- 


flefsnli  que  lu  «nlnin  diMlquw  DmelMnt.qnc  Ici  é]itti  ignorent,  «• 
tMpMUnte,  d'an  «oplolplu  trtqHt»,  qn*  ftlerncl  it—tmr. 
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tààéta.  OalajtsanweniSaantqne relativement  dtmepolain 
Ame  courbe  du  deuxième  degré  deux  axtt  non  eonjw/ué»  i 
tette  polaire  peuvent  ren^lacar  la  eowbe. 


EXAMENS  DE  1842. 

A  l'approche  des  examens,  noue  croyons  utile  d'indiquer 
aux  candidats  comme  eiercices ,  les  principales  question^  ot> 
dinalrement  proposées  fe  Paris ,  en  commençant  par  la  géo- 
métrie analytique  ;  les  afitrea  parties  suivront.  Cet  éooDQé  est 
aussi  on  documeot  bigtoriqae  pouvant  bervir  è  constater  l'état 
•ctud  des  examens  pour  l'École  polytechnique  O-  . 

GÉOMÉTRIE  AHALTTIQDB. 

Seetioni  coniques. 

1 .  Déttonnioer  une  conique  connaissant  :  l"  an  Tojer  et  trol» 
tangentes;  2*' "un  foyer  et  trois  points ;.3«  le  cenUe  et  trois- 
points. 

2.  Ellipte.  Construire  l'ellipse,  connaissant  :  1°  le  foyer, 
le  sommet  et  un  point  ;  2?  un  sommet ,  une  tangente  et  am 
direetrice  ;  3°  le  foyer ,  le  sommet  et  une  tangeUle. 

3.  Par  un  point  donné  dans  le  plan  d'une  ellipse ,  mener 
une  droite  de  manière  que  la  corde  interceptée  s(dt  d^une 
kmgnenr  donnée. 

k.  Inscrire  dans  une  ellipse  un  rectangle  équivalent  h  une 
aire  donnée.  Le  rectangle,  maximum  inserit  et  drconscrit 
(p.  291). 

5.  Sur  nn  billard  elUptique  se  trouvent  deux  Mlles  A  et  B  ; 


('}  Jn>.  HU,  IM  ibonnéi  «ont  priés  ri«  noRi  eommniilqaw  laat  ce  qall*  ]■- 
iwilani  eonv«i*ble«i>b(«ndci  einiicn*-II>trenMlgncin«nudtroeaicon>U' 
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quelle  direction  Eaut-il  donner  i  la  bille  A  ponr  qu'elle  aille 
toucher  la  bille  B  (p.  36]. 

6.  Parabole-  Mener  une  nonnale  k  la  parabole  par  on 
point  extérieur.  Discûssioa  de  l'éqaaâoD.  Lieu  des  points  qui 
n'ont  que  deux  normales  (p.  âS6). 

7.  Construire  une  parabole ,  connaissant  :  1*  la  directrice  et 
deux  poiDts;2°le  paramètre,  deux  tangentes  et  un  pnnt; 
3°  la  directrice,  une  tangente  et  le  point  de  contact;  V  le 
foyer,  un  point  et  une  tangente;  5°  le  sommet  et  deux  tan- 
^nles;  6°  le  sommet,  une  tangente  et  le  point  de  contact; 

'  T*  le  paramètre ,  le  Toyer  et  une'langente. 

8.- Hyperbole.  Construire  une  hyperbole,  connaissant: 
la  UDB  asymptote,  une  directrice  et  l'excentricité;  S?  une 
asymptote,  un  sommet  et  l'excentricité;  3°  une  asymptote, 
un  foyer  et  UD  point  de  la  courbe;  4°  une  asymptote,  une  di- 
rectrice et  on  point  de  la  courbe ;'5*  un  foyer,  nn  sommet 
et  une  tangente  ;  6°  une  asymptote,  une  tangente  et  une  di- 
rectrice  ;  1°  une  asymptote ,  une  tangente  et  un  foyer  ;  8*  un 
sommet ,  une  tangente  et  le  point  de  contact  ;  9*  une  asymp- 
tote ,  un  sommet  et  un  point  ;  10'  une  directrice ,  une  asymp- 
tote et  la  longueur  de  l'axe  transverse;  11°  un  point,  une 
asymptote  et  deux  tangentes;  i^  une  asymptote  et  .trois 
points. 

Lieux  géométriqaei. 

9.  Lieu  dusommetd'uneltyperbole  ayant  une  asymptote  et 
Tine  directrice  fijLes. . 

10.  Lieu  du  sonmetd'une  hyparbole ayant  une  asymptote, 
le  centre  et  l'excentricité  fixes. 

11.  Lieu  des  foyers  d'une  hyperbole  ayant  une  asymptote 
et  une  directrices  fixes. 

12.  Lieu  des  foyers  d'une  hyperbole  ayant  une  asymptote 
et  an  sommet  Ries. 
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13  Liea  de  la  projection  du  centre  d'une  ellipse  sur  la 
normale.  Trouver  directement  l'équation  polaire  de  cett^ 
courbe. 

lï.  Lieu  du  foyer  d'une  parabole  donnée  touchant  deux 
axes  rectangulaires  fixes  (p.  399). 

15.  Lien  au  sommet  d'une  parabde ,  ayant  un  foyer  Sx» 
et  pesant  par  un  point  fixe.  Construire  la  courbe  par 
points. 

16.  Lieu  du  foyer  d'une  parabole,  ayant  une  directrice  fixe 
et  touchant  une  droite  fixe- 

17.  Lieu  du  foyer  d'une  parabole  dont  le  sommet  est  fixe 
et  qui  touche  une  droite  fixe. 

18.  Lieu  de  la  projection  du  sommel  d'une  parabole  sur 
une  tangente  à  cette  courbe. 

19.  Lien  du  sommet  d'une  parabole  ayant  une  directrice 
et  une  toagente  fixes. 

SO.  Lieu  des  sommets  des  paraboles  représenta  par  l'é  • 
quatlonj^ — Zcxy-i-c'a:' — x=0  en  faisant  variera. 

21.  Lieu  des  extrémités  des  diamètres  non  traosversesd'une 
hyperbole.  L'hyperbole  qu'on  trouve  est-elle  égale.àcïiJe 
qui  est  donnée? 

33.  Lieu  du  sommet  d'un  angle  constant  dont  les  oAtés 
touchent  une  parabole  donnée. 

23.  -Lieu  du  foyer  d'une  parabole  ayant  on  sommet  ef  un 
point  fixes. 

Si.  Lieu  du  sommet  d'une  parabole  mobile  donnée ,  tan- 
gente à  deux  droites  fixes  rectangulaires  (p.  396). 

35.  Lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
d'une  ellipse  donnée  sur  une  tangente  à  c«tte  elHpse. 

36.  Lieu  de  la  proiedion  du  sotAmet  d'une  parabole  sur 
une  normale  A  cette  parabole. 
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37.  Lieu  da  nmmet  d'i)o  triangle  donné  dont  les  deux  as- 
tres sommets  s'appuient  sur  deux  axes  rectangulaires. 

28. .  Lieu  des  points  d'un  plan  également  éclairés  par  deux 
lamlèm,  d'intenaltés  donaées,  placées  sur  ce  plan. 

29.  Etant  donnée  une  circoaférence  dont  A  est  le  coitre , 
menoDS  one  droite  fixe  AN  et  on  rayon  quiconque  AC  i 
par  le  point  C,  on  mène  une  tangente;  elle  rencontra  li 
droite  fixe  AN  au  point  0.  Par  ce  point  on  élève  une  peipen- 
diculafre  OH  à  la  droite  flxe  ;  le  point  M  étant  l'ioterseotlMi 
de  cette  perpendiculaire  avec  AC  prolongée  ;  on  demande  <le 
trouver  le  lieu  géométrique  du  point  H.  . 

30,  Suivant  quelle  ligne  monte  un  réyerbère ,  si  on  tire  la 
corde  à  un  des  poiots<le  suspension. 

'  31 .  Lieu  des  Toyers  d'une  ellipse  donnée  de  grandeur ,  tan- 
gente i  deux  axes  rectangulaires. 

Dùetittiotu  de  amrita. 

33.  Discutez  ce  qu'ont  de  commun  Içs  diverses  hyperboles 
représentées  par  l'équation 

en  faisant  varier  c  (p.  304). 

33.  Trouver  les  propriétés  communes  aux  paraboles  re- 
présentées parcy  +  2(r:^-|-j:>— 2<y—2c'.r  =  c',  en  fai- 
sant varier  e[p.  304). 

34.  Trouver  les  propriétés  communes  aux  hyperboles  re- 
présentées par  l'équation  2^=^—^j:+c',  en  raisant 
Tsrlpr  c. 

35.  Trouver  les  conditions  pour  que  les  deux  courbes 
y'ssaxto^-^y^bx  se  touchent. 

36.  Trouver  les  conditions  pour  que  les  deux  courbes 
y^-^x*=i  et  j'=aj:-\-bx'  se  touchent;  et,  dans  ce  cas, 
quai  est  le  lieu  des  foyera  de  la  parabole. 
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37.  Troarer  lee  conditions  pour  que  les  deux  courbes 
.ji*^6r+4^  et  j^=a:r  +  ir+c  aient  an  foyer  commun. 

38-  Quelles  sont  les  conditions  pour  que  les  deux  courbes 
ay=ar+frj'etj''+<wy=j:'-f"*"l^°*  •"•  sommet  prin- 
cipal commun 

INscnssion  et  coutructlon  dès  «ourbes  de  degré  sapérieur 
au  second. 

OBSBBVAtion.  La  discussion  comprend  ;  1*  la  foroie  géné- 
rale de  la  coorbe;  3°  les  points  slngulierr,  d'inflexion 
malUpIes,  ts(riés,  etc.  ;  3°  la  courbe  ét^nt  coupée  par  une 
^Ite,  dfscaterlescasoù  l'équation  résultante  a  des  racines 
égales,  imaginaires,  infinies,  etc.  ;  i*  mener  une  tangente 
par  un  point  extérieur  (p.  268,  386). 

39.  Trolslènie  degré. 

7*  y^x'—x, 
8"  j-'=jr— x', 

9°^>+i»=  — i,       . 

ko.  Quatrième  degré. 

y  y=    -^    , 
'      l-y 
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41 .  Cinquième  de^. 

i-r^^.        .      ■  ■        . 

42.  -    Septième  d^ré. 
y  =  3*  — x'. 

43.  Équation  de  la  cissolde,  nombre  de  conditions  néces- 
saires pour  délenniner  udb  cissolde. 

44.  Théorie  générale  des  tangentes  aux  courbes  algé*- 
briques  (p.  268). 

45.  Théorie  générale  des  asymptotes. 

46.  Déterminera,  b,  c  dans  les  courl)es^*=4:r~9^, 
.xy=ax-\-bY-\'C ,  pour  qu'elles  soient  concentriques. 

47.  Déterminer  a,  b,c  dans  les  courbes ays^ax-^b  et 
y-^-axy-^c'x'  =hx,  pour  qu'elles  aient  un  Toyer  commun, 
même  centre  et  même  sopmaét. 

48.  Déterminer  a',  6,  c  de  manière  que  la  cohrbe 
y* -\~^j^-\-bx''-^cx=Q  représente  deux  droites. 

49.  Construire  la  courbe ^V-f2;rj'-|-^'^x.  Trouter  le 
point  de  la  branche  qui  ne  passe  point  par  l'origine ,  le  plus 
rapproché  de  cette  origine. 

50.  Mener,  dans  la  parabole,  une  corde  d'une  longueur  don- . 
née  ;  lieu  des  milieux  de  ces  cordes.  , 

51.  Déterminer  les  conditions  pour  que  la  courhe 
yssax-^-by  touche  la  courbe  jr*:=a^. 

52.  Construire  xy^^x^ — a'. 

53.  Relations  qui  doivent  exister  pour  que  les  «ourbeB 
j^tt  ax-\-by  et  ^=6jr-|-c  aient  une  même  directrice. 

54.  Conditions  pour  que  j-*  +  &r*=«  et  jry — iu;:=e- 
aient  même  asymptote.  V 

55.  Construire  la  courbe p=<i(l-(-tg'*>]. 
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ProbUmti  diten. 

56.  Déterminer  le  rolume  duo  tétraèdre  coonaissadt  les 
coordonnées  rectangulaires  des  quatre  sommets. 

57.  Circonscrire  à  la  sptière  on  c6ne  d'une  aire  donnée. 
Surbce  minima. 

68.  Trouvée  le  plus  court  cliemin  d'un  point  à  un  autre 
sur  un  cjlindre. 

59.  De  tous  les  triangles  équivalents,  quel  est  celui  dam 
lequel  le  carré  inscrit  est  un  maximum  ? 

60.*Un  carré  a  un  sommet  placé  sur  un  axe  fixe  situé  âani 
•on  plan ,  comment  ce  carré  doit-il  être  placé  pour  que  le 
solide  engendré  par.]a  rotation  du  carré  autour.de  l'axe  soit 
un  maximum  [p.  336)? . 

61.  Mener  une  corde  qui  partage  le  cercle  en  deux  parties 
qui  ^ient  entre  elles  ::2:5;  de  même  pour  la  circonférence. 

fô.  Discussion  de  l'équation  de  siu  ^a,  prouver  par  la 
Béométtle  que  la  somme  des  racines  est  nalle. 


Ces  questions  sont  presque  toutes  complètement  résolues 
dans  cet  ouvrage  qui  vient  de  paraître  : 

31 .  Application  de  l'algèbre  à  la  géométrie  suivie  de  la  dis- 
cuîaion  des  courbes  d'un  degré  supérieur  au  second  par 
C.  Jacob,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique ,  capitaine 
d'artillerie.  Metz  et  Paris,  18^3,  in-8.  de  68J»  pagis. 

On  en  rendra  compte ,  ainsi  que  des  suivants  : 

93.  Éléments  de  Géométrie,  par  Eugène  Lionnet»  professeur 
m  «rilége  Loois-le-Grand.  Les  quatre  premières  livraisons' 
comprenant  la  géométrie  de  l'espace,  sont  en  vente  chez 
Desobrj,  Ubralre. 

33.  Application  delà  méthode  des  projections  k  la  recher- 
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ch«  de  certainea  pn^riéUs  de  l'espace ,  par  L.-A.-S.  Feitiot, 
Ted«ur  hODoraire  de  l'Académie  de  Grenoble.  Paris,  1838, 
in-  8.  de  133  pages;  Bachelier,  prix  3  tr. 

3Ï.  Développement  de  plusieurs  points  de  la  Théorie  dà 
perturbations  des  Planètes ,  par  V.-J.  Le  Verrier,  in-i ,  n"  1 , 
2,  3.  Bachelier. 

-  25.  Nouvelle  Cosmologie  raisonnée,  par  M.'J.  Lavezzari. 
Paris,  filondeau,  18^2. 


CONSIDÉRATIONS 

BÉSOLDTION  ALGÉPRIOOE  DE  L'ÉQUATION  DU  6*  DEGHË, 


Le  célèbre  Abel  (*],  dont  la  science  pleurera  encore  long- 
temps la  mort  prématurée ,  sans  avoir  connu  les  travanx  de 
Rufflni ,  a  entrepris  aussi  de  démontrer  l'impos^ilité  de  ré- 
soudre réquation  générale  du  cinquième  degré,  en  d'autres 
termes,  l'impossibilité' de  l'existence  d'ane  fonction  a^ébri- 
qne  des  coefficients  de  l'équation  qui,  substituée  k  la  place 
de  l'inconnue,  satislàsse  à  l'équation.  Les  raisoopements  de 
l'illustre  analyste  sont  fondés  sur  nne  classification  des  fonnet 
primordiales  des  fonctions  algébriques,  formes  iotégrailo 
MH  gmeris,  qui  ne  peuvent  se  transformer  les  unes  àêm  ks 


n  Ab«l  (Nieol(i-BCDri),  vllelfioAt  l*M,  i 
«ccidniUlt  dcKonrtg*,iDorl-lc  c  avrH  m»,»m 
Sorwigt. 
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,  antres.  L'imposslbiUté  de  cette  traosAMmatioB ,  dgailée  par 

LapkuxÇ'),B'&éiésoMtimenXéAait]ieqais^Tlll.LxoiuiUk(**). 
Un  des  plus  beaux  théorèmes  de  M.  Cauchy  (***)  sur  le  nombre 
de  rormes  que  peut  prendre  une  fonction  non  symétrique  de 
plusieurs  variables,  en  permutant  les  fariables  de  toutes  les 
manières  possibles,  sert  de  base  i  la  démonsteition  d'Abel. 
Son  mémoire,  publié  h  Christiania  en  1826,  a  été  inséré  la 
même  année  dans  le  Journal  de  M.  Crelle  (tome  T,  p.  65). 
L'auteur  en  a  donné  un  eitrait  dans  le  Bulletin  des  Sciences 
Halhématiqiies  (tome  VI,  p.  3^7,  juin  1826).  Nous  tradui- 
sons ce  mémoire  avec  quelques  éclaircissements  pour  les  lec- 
teurs des  Nouvelles  jimutles.  Occupé  de  ce  travail,  nous  ve- 
nons de  recevoir  sur  le  même  sujet  des  considérations  fort  re- 
marquables. Le  Jeune  auteur  (**"),  d^à  versé  dans  les  écrits  de 
nos  grands  analystes  et  bmiUarisé  avec  tes  plus  hautes  con- 
ceptions de  la  science,  parvient  aux  mêmes  conclusions  que 
le  géomètre  norwéglen  par  une  voie  pljis  courte  et  au  moyen 
de  théorèmes  exposés  dans  la  note  XHl  de  Lagrange,  géné- 
ralement connue. 

Voici  la  msjtbe  que  H.  Hermite  a  suivie.  On  sait  qn'Euler 
■  s'est  occupé  à  diverses  fois  de  la  théorie  des  équations,  où 
sim^énie  a  laissé  des  traces  qui,  comme  d'ordinaire  chez  lui, 
Vnt  celles  du  lion.  Après  avoir  donné  une  forme  nouvelle 
aux  résolutions  des  quatre  degrés,  il  montra  que  la  racine  d'une 
équation  quelconque  doit  étra  représentée  par  un  type  uni- 
que renfermant  des  radicaux  du  degré  de  l'équation  ;  chacun 


(*]  TUorieitwlTi<iiiiedMprobiblliU>,P*g«  s. 

(-)  Jonrad  dn  Miitaérnallcpici ,  lame  II ,  p.  » ,  lUi  ;  Il  as  pinlt  pu 
qafana  «qullon  «IgAbrJqoe  paiue  aïoic  di  iuîdm  (rioictDdtalM. 

C*^  ]oBni4l  da  l'École  poljlecbaiqae ,  etUat  XVII. 

{~*^  M.  Ueiaiiie  a  obteou  en  iHi  la  i"  «coeialt  da  auihénuUtjna 
tUlaaad  doneoyn  («ntrar  daa  oollégc*  dePaHi;  il  cal  des  pramlaTK 
■Uua  da  H.  Riehâtd ,  profaisenr  dlilinga'é  au  Mllt|a  Loali-lc-Grmd. 
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de  CM  radkani  surmoDUnt  des  radicaux  de  degré  moiodre.  , 
Ainsi,  pour  le  cinqDlèine  degré ,  od  a 

B,C,D,E  ne  renrerment  qae  des  radicaux  de  degré  au-deesotu 
de  cinq  ;  or,  M.  Hermite  démontreque  ce  type  est  iiwdaiissible 
dans  le  cas  général  pour  les  équations  du  cinquième  degré; 
dODC  la  résolution  des  équations  de  ce  degré  est  imposible.  Il 
démontre  de  plas  que  lor8que,daasun  cas  particulier,  ce  type 
existe,  la  solution  est  possible,  .et  telle  est,  entre  butres, 
l'équation  de  Vandennonde  ;  et  en  général  toutes  les  fois  que 
toutes  les  racines  sont  les  roncUoos  rationnelles  de  l'une  d'en- 
tre dies,  la  solution  peut  s'elTectuer.  Cette  condition  existe 
dans.toutes  les  classes  d'équations  binAmes  et  autres  que  l'oo 
est  paryenu  b  résoudre. 

•■  Nous  croyons  opportun  de  répondre  ici  à  une  question  qui 
nous  a  été  adressée.  Est-il  rigoureusement  prouvé  ^'od  ne 
puisse ,  avec  la  règle  et  le  compas,  construire  la  duplication 
du  cube,  la  trisection  de  l'angle,  la  double  moyenne  propor- 
tionnelle ?  L'impossibilité  de  cette  sorte  de  construction  n'a 
été  définitivement  établie  que  par  H.  Wantzel;  auquel  on 
doit  cet  important  théorème.  Les  racines  de  toute  équation  - 
irriductibk,  dont  le  degré  n'est  pas  une  puissance  de  deux,  ne 
peuvent  se  construire  à  l'aide  d'un  système  de  droites  et  de- 
cercles;  or,  les  trois  célèbres  problèmes  conduisent  â  ce  genre 
d'équations.  '{Journal  de  Mathématiques ,  t.  Il ,  p.  369, 183T.] 
n  est  à  désirer  que  le  même  géomètre  donne  suite  h  ses 
belles  considérations  sur  les  quantités  incommensurables  do- 
mériqaes  dont  la  théorie  est  si  .peu  avancée.  [Joumai  ie 
rÉcoh.Potytechmque,  cahieras.  1837.)  Tm. 

[La  tuile  prochainement.) 
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CONSÏDÉ^TiONS 

ttËSOLOTlON  ALG^HIQOE  DE  L'EQUATION  DU  &•  DEGKÉ, 

FAA   K.  HSKVXTJi, 

ÉMt(  da  eoHAge  LoDls-ls-Orand  (  imtltatlon  Uifer). 

<SnK«,T.  p.  S».) 


i.  On  sait  que  LagraDge  a  fait  dépeadre  ta  résolotion  tl- 
gfibriqoe  de  l'éqaatioii  générale  do  &*  degré ,  de  la  détorml- 
natioo  d'ane  racine  d'une  équation  particuliire  du  6*  degré, 
qu'il  nomme  réduite  (  Résolut,  des  Équations  numériqnes , 
note  XtU).  De  sorte  que  si  cette  réduite  était  décomposable 
en  fiictenrsrationnels  du  second  ou  du  troisième  ïlegré,  on  au- 
rait la  résolution  de  l'équatton  du  5*  degré.  Je  rais  essayer  de 
démontrer  qu'une  telle  décomposition  est  impossible^  A  œt 
effet,  j'ai  besoiu  de  la  proposition  suivante  due  k  Lagrange 
(Hém.  de  l'Acad.  de  BerUn,  tom.  3),  et  de  quelques  obsern- 
tions  sur  les  permutations. 

3.  Deux  fonctions  semblableq  non  syméttlqnes  des  raotnei 
d'une  mAme  équation  X=0  q^vott  toujoun  s'exprimer  ra- 
tionnellement l'une  par  l'autre. 

Démomiration.  On  appelle  fonctions  seodriables  de  raei- 
nés,  celles  qui  varient  ensemble  ou  deriennent  lesiçémes 
pour  les  méoies  permutationa  :  telles  sont 

"+0.      ^W'      «T.  etc. 

Soient  donc  y  et<ti  deux  ttmctlons  quelconques  samblahles  des 

ndoes  d'une  équaUon ,  et  supposons  qu'en  permutant  les 

An.  n  Htnrta.  I.  9fi 
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racines  de  bmtes  les  manières  possibles  Ta  foncUcHi  f  ait  n 
valeurs  représetklées  par 

1>.>       Ç.t    ..♦ T"-'i  T-. 

les  valeurs  correspondantes  de  i{>sont 

'  ^u    . +..       +,-;.-.,..  "I*—! , +«. 

Itest  évident,  par  la  théorie  des  équations ,  qw  les  n  valeurs 
de  f  sont  ndaes  d'une  équation  de  degré  n,  qu'on  obtient  en 
etTectuant  le  produit  des  (acteurs 

et  par  les  Tormulee  des  fonctions  symétriques ,  on  connaît  les 
coefficients  de  ràtta  équatioB. 
' .   On  4  de  mÉms 

/U:)  =  (.rH'.)  (-^H-J (^ï^+— i)  (  ■iM'»  )  =  Oi 

désignons  parF'ff,)',  F(f,),  etc.,  les  valeurs  succesciTes  de  la 
dérivée  de  Er,  en  remplaçant  x  par  f,,  7,,  7» . 
iPormons  la  jonction  suivante  du  degré  n — 1.  . 

Vx  '  F(3:>  F-g        ■  _    , 

et  parla  tltéorie  des  fonctions  symétriques,  les  coefflci«its  de 
cette  fonction  sont  donnés  en  foneUoo  d«s  eoefflcientsde  X=4; 
car  on  reconnaît  ftcHementqutf  IM  radoes  ide  l'équation 
X,=3i0  7  entrent  sous  forme Jirràriable  ;  donc  ^x)  est  nue 
foncti(Mk  rationnelle  de  x,  fesaatdans  cMte  Identité  jr^y,,  lé 
pranier  meidire  se  réddit  i  son  premier  terme ,  car  le  qno- 

=f,,  et  tous  les  autres 
termes  s'évanooiisent:  on  suppose  d'ailleurs  tous  les  facteurs 
in^BDx;donc^,  =  ti(7J;  deméme-^.^itCr^,  etc.     G.Q.FJ). 


t,  Gcifiglc 
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-     radittg  (a,  ^,  y.) 

ft=«^i  »,=»7.   Tt^Pri 

+.=  "-H3,  ,'t.=  «=h,  t.  =  p-h, 

rw=!,3  (?->)  (.^-7),  etc.  . 

.et  nsanttesréduettom  ■ 

SoitX=;c»— 7«+6;    «=1;      p=2;      ï:=-3; 
«(j:)= — ^ — ;  dcKuuot  k  x  successivement  là  trois  va- 
lears  de  f,  eavoir  9  ;  —3  ;  —6,  on  obtient  +3  ;  —2  ;  —1  ;  Iw 
trois  valeun  de  ^. 

i.  Toas  les  coeffldeots  des  diviseore  d'âne  équation  sont 
des  fonctions  feinbtables  des  racines  de  cette  équation  ;  par 
«ofiséquent,  connaissant  Un  do  ces  cpefBcléntp-,  on  peut  dé- 
terminer tous  les  autrES ,  en  fonction  rationnelle  du  coefflcient 
connu.  ■   ' 

5.  Venons  aux  permutations  :  5  quantités  a,p,j,t.^  permu- 
tées SàSIbwnlaseDt  120  permutations  qu'on  peut  partager 
en  2Ï  groupes  de'5  permutations  rangées  parordre  circulmU; 
ex.  :  le  1*  groui>e  commence  par  apyii,^  sa  formation estin- 
diqnée'par  l'échelle 23^1;  cela  veut  dlreque  lapremière  lettre 
doit  être  remplacée  par  la  seconde;  la  seconde  par  la  troi- 
sième;, la  ^  parla  V,  etc.;  de  sorte  que  le  second  terme  de  ce 
groupe  est  ^13,  qui  doDoe  le  3*  tSiip,  etc.;  le  IV^'iifl  du 
•eeônd  groupe  est  m^ti;  l'échelle  de  lôrmatii)n«st  toiuoors 
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S3i61;  de  sorte quôle second  tenne  art  ^a,  et  alnri  dn 
snile  ;  les  t£tes  de  groupes  sont  donc  (èainies  par  les  2b  p&- 
matations  des  i  lettres  ^,7,',*  ;  ces  Si.  pennotatlCHis  peaveiit 
le  diviser  en  6  groupes  de  quatre  termes  rangés  ainsi  par 
ordre  dérivatif  t,vec  l'échelle  2^13,  c'est-à-dire  k  remplacer  la 
r*  lettre  par  la  2*;  ta  2*  par  la  *•;'  la  Sr  par  la  1",  et  la  b*  par 
la  3*  :  otnâ  le  f  terme  du  1"  groujw  étant  pTi» ,  donne  le 
second  T(|M,  d'où  l'on  déduit  le  3*  t^jS;  le  V  3^17.  LeetMe* 
de  groiqw  sont  données  par  les  permutattons  de  j^k  et  les  di- 
vers termes  par  l'indice  constant  2413. 

6.  Soit  mtintraant  l'équation  géiférale  du  &■  degré 

^'— A^-t-A^— A,r'-)-AHr-A«=0,  (1) 

(racines  a.p,7,^t}. 

Les  coefflcfents  sopt  supposés  réels  et  rationnels. 

Formons  l'éqoUioD  au  produit  de  deux  raCinesi  oUa  est  de 
laf<»iiK 

j^— B^+B^ B„  =  0..  (2) 

Bri  B.....  sont  des  coefDcients  connus,  réels  et  rationnels,  et 
Bi=Ai;  8oit/('n,R^,;,r)  uoe  Tonction  ^métrique  quel- 
cooqne  des  cinq  quantité»  qui  y  entrent  ;  remplaçons  d'abord 
les  6  quantités  respectivement  par  les  5  radnes  de  la  1"  l%oe, 

on  obtient  f{ap,py,^,it,ta)=y, 

et  ensuite  par  tes  5  racines  de  la  seconde  ligne ,  on  obtient 

Quelques  permutations  qu'on  fosse  entreles  racines ,  r-f^  ne 
peut  prendre  que  six  valeurs  différentes.  En  effet  f  n'est  bus- 
eqitible  «u  plus  que  de  120  valeurs  différentes  ou  de  24 
groupes  de  Btennes  cbacnn  donnés  par  l'indice  23451  ;  il  est 
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érideot  par.  ta  UDle  inspectloo  qœ  les  5  termes  dfe  chaque 
groiqw  ^eriçoMiitideDttques  :  ainsi  te  1"  terme  du  1"  groupe 
«tyt^*  hf  T^>  ^1  **)  i  ^'  '^  second  terme  devient 

égtl  iQ  1*.  Donc  les  120  valeurs  de  f  et  de  i{i  se  rédnbent  h 
ik  termes  donné»  par  les  permatationa  des  quatre  racines 
^,7  ^,i' lesquelles  se  rangent  en  6  groupes  de  k  termes  roomfs 
par  l'indice  2&13  ;  mal&  il  est  évident  que  f  se  change  par  cet 
indice  en  <{',  et  nceocrid;  car,-^*^,  qaî  ai^artient  JÎ  f ,  donne 
«D  vertu  de  cet-  indice  t^S ,  qui  iq)partient  à  <|' ,  et  ainsi  des 
«Qtree. 

~  On  prouvera  de  même  que  rt  A'«st  susoeptlUe  que  de  six 
vatéurs., 

-II. 
,   r  Scrft 

+  =  «y-H«-HH-P*+*'; 

l'âqoBtioB'd'oà  dépendent  les  valenn  de  f^  sera  donc  delà 

,  forme       .     a*^C^-^C,xi C|=^0,  (3) 

dét^aot  tes  6  raetaes par  >, ,  1,,  V-'-^n  on  aura 

i    c-H-ar+T»4*+««)(iT+7'-l-«H-PH-*»)=^ 
■2   {«i+aH-»H-pT-H«)(»H-W-*rHrH-«")'=î. 

Ces  six  racioee  se  composent  de  1%  l^cteur^  ;4a  somme  de 
deux  fiieieùrs  de  la  même  racine  est  c.(mnuç  et  constamment 
^le  à  Al  1  de  plus  chaque  Tacteur  a  3  ou  3  termes  en  commua 
av(!ClOautresfacteurs,etces  termes  communs  sont  des  racines 
de  l'équation  (3).  Cela  posé,  je  dis  que  l'équation  (3)  ne  peut 
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admettre -UD  factear  ratimnel  ni  duS*,  id  da  3*,d^ré|  wp- 
poBODS  qn'il  existe  DDfecteor  nUmoei  du -2*  degré,  et  qa'8 
comprenne  les  deaxndaes  \,  %,  :  iaia  cette. hjpott^se;  en 
deux  rarinea'sântdétemiinables'etD'iRiplfqQent(iu'aD  radi- 
cal carré  :  cottnaiasast  le  produit  etla$ooiiHe  de  deux  faetejuf 
on  connaît  les  facteurs;  donc,  les,  quatre  facteurs  qui  serrent  . 
à  former  les  racines  >,,  l,«ODtconnaBetne  renfermept  que 
des  radicaux  carrés.  Of ,  l'équation  [2)'admet  252  focteursdu  ' 
5*  degré,  tons  dela.fbrme' 

il  est  évident  que  dans  le  nombre  il  existe  &  facteurs  où  C,  a 
poor^ivaleurs  IwA  ractenis  dés  racines  VltV):  C.  ^  ^''^'c 
déterndné,  et  ne'  renferme  que  des  radicaux-carrés;  et  par 
conséquent  tous  les  autres  coefficients  C.,C, ,  C^  sont  îuissi  dé- 
terminés d'après  là  proposltiim  énoncée  (i)  ;  parmi  «es  quatre 
bcteun  du  5* degré  il  y  en  à  deux  au'  m'oins  qui  ont  SrAcines 
.  en  commun  j  dans  l'exemple  choià,  c'est  a^ et  .m,  oUbien^v 
et  ^1  :'  si  on  aVait  pris  les  deux  racines  \i)  et  \i) ,  oit  trouverait 
dans  les  diviseurs  do  5*  d^ré  3  racines  en  commun  oS,  yt,  it. 
D'après  la  théorie  dès'ét|uationE,  dee  racines  comman^  i  9 
diviseurs-peuTeat' être  données  EéparéBifiDtj  doue  «^  est  radae 
d'une  équation ,  Boitdu.3',  soit  da  3*  degré,  car -les  codBdents 
ne  renferment  que  des  radicaux  carrés;  dmc  fa  vUenr  de  ^ 
est  donnée  eo  fonction  descoeŒcientsde  l'éqnatton  [i)  et  a? 
renferme  t]uo  des  radicaux  carrés  et  cui>es  ,'mais  «-f  0  P^ut 
toitjours  s'exprimer  Tationnellèment  en  fonctipn  de  a^  (2)  :  il 
s'ensuivrait  doncl^ae  les  racines  a  et  ^,  de  l'équation  du -5' 
degré  ne  renfermerait  que  des  racines  carrées  et  fcubiques ,  rt- 
sultot  absurde,  qui  provient  de  Tadmission  d'un  facteur  ra- 
tionnel du  second  degré  dans  l'équation  (3)'i  donc  ce  Acteur 
n'ex^e  pas.  On  démontrerait  de  la  même  manière  et  à  forAf 
ri,  que  cette  équation  n'a  pas  de  facteur  rationnel  du  3*  de- 
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gréi  et  par  coaiéquent  les  racines  l,,V"-<tc.,  nepMveot 
s'exprimer  en  ladicatuçarr^  «t  cubiques. 

III.     - 

8.  Je  vais  mathtenaiit  démontrer  comme  otie  conséqneoce  - 
de  ce  qui  précède  que  les  racioes  de  la  réduite  de  Lagrange' 
ne  penventDon  ploss^xp^mereD  radicaux  carrés  et  cubiques. 
En  effet,  rappelons  sacclDctemeDtl&iDaDièred'obteDircette  ré- 
duite. On  pose  réqnatton 

[i'— i;=o,-  eti'on^it  (=«+(.34-(.'r+-fi'Hi'**. 

d'où 

où  ?,^^"^  sont  desLfonctfc»»  détemiinées  des  ctoq  raoioes 
de  l'équation  (1)  ;  la  réduite  dont  il  s'agita  pour nnines  ta» 
valeurs  que  peut  prendre  une  fooctloa  :6;métrique  de  ces 
quantités,  pour  tootos  les  permutstiçKis  fntre  les'ntolMi 
*)PriA*  ï  ^  ces  valeurs  se  réduisent  à  6.,,  par.  la  même  raison 
que  les  valeurs  dé  tif  se  sont  réduites  à  6  (7)  >  1*  à  cause.  d« 
l'échelle  de  permutation  2. 3iM ,  qui  les  réduit  ^  Si.  ;  3°  de  1'^ 
cbelle  9413 ,  qui  réduit  les  2i»  à  6  :  nornihous  l  une  ra- 
cine queloonque  de  la  réd.ùit0  de  Lagrange,  et  x  une  raeioe 
correspondant;^  la  même  permutation  de  notre  é^iatien  (3). 
Il  est.évjdent  que  ces  quantité^  varient  simuUapéntent ,  ou 
restent  les  mêmes  pour  les  mêmes  permutations  :^lles'sont 
donc  dee  tbnctfons  semblables  des  racines;  l'une' peut  donc 
's'exprimer  -  en  rocction  rationnelle  de  l'antre  i  on  â  ainsi 
l=F<i);dom  si  ^  ne  renfermait  que  des  radicaux  carr4  et 
cubes,  lien  serait  de  même  de  \,  ce'quia  été  démontré 'im~ 
posilble  '.  doue/ doit  admettre  d'autres  radicaux;  parcoosé- 
qnentla  réduite  de  Lagrange  est  essentiellement  irréductible, 
n'apasdel^cteargraUonneIsduâ*etdu  3' degré.' Of» ^"e  de- 
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Trait  en  avoù-  pour  que  1»  résolatton  de  l'équatlOD  da  6*  degit- 
fftt  po8Blble,  donc  cette  résolution  «st  impossible  et  kXortioii 
la  résoloUOD  des  équations  de  degré  supérfeor. 
{La  fuife  prochainement,) 


PROBLÈMES  snn  LES  POLAIEES. 


11  iH'ColMggi  rofuii. 


Pbobléhb.  Une  droite,  située  daus  le  plan  d'ouecoartnedo 
■eoond  degré ,  est  tasgente  à  One  coarbe  du  mëtoe  ordre  »• 
toéedansle  même  plan.  On  demande  qaelsera  le  lien  décrit 
parle  p61»dela  droite,  releUfàlapremfère  courbe,  lemiae 
oette  dndte,  restant  tonjonrs  tangente  i  la  seconde  conilie , 
prMdra  dans  le  plan  tontealee  positions  posribles  '. 

1.  Sobttion.  Soient 

les  éqoatiODB des  deux  courbes;  (m^jS],  les  coordonnées  d'aa 
point  du  plan. 

2apr+I'(pj:+>r)+2c«-hrfCr4-3)-K^-H)+2/-=0  m 

'  sera  par  rappprt  k  la  courbe  (1)  l'équation  de  la  pdaire  d'no 
point. 

L'équation  générale  de  la  tangeotc  à  la  courbe  <S)'aop(ditt 
f-x^,y),  est       ' 
^'yy+l/lxf'^x']+i(i'a:v'+^(X-iy)+e'{a:+x')+if=  0.  {4J 

V)  Voii  ptgc  lu. 
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Eo  identUant  les  équations  (3)  et  (4)  on  est  conduit  aux 
deuxTelatlons  sniTantes 

gfi'y+yy+e'  _  2cH-»^+«  _  «'  ,-, 

■     ^ry+^^f  2/-  ~  dp-^i+2f~  D  '  ^"^ 

on  en  déduit  les  équations 

(2o'D-w]rN)y+(AT>— eT*()y-f^?D— 2/N=aO.       (7) 
(yii— <rNV+{2c'I>— «T^O-t'+Vd— â/Ti'=0.       (8) 
'  Or  l'éllmiDatlon  de  x  entre  les  deux  équations  donne 
[{2a'I>-«fN)  (2iT)— «'N'}-(6'D— <rN')  (*T>-éT«)]j') 
+(^I>-2û'N)(2cT>-cT«')— («'!>— 2/N')  (iD— «"N)    î~  " 
Oq  apn^olt  sans  peine  qu'en  elTeetuant  les  multiplications 
Indiquées  les  tonnes,  indépendante  de  D  s'entre-détraisent-Le 
ftcteor  D  devient  alors  commun  à  tous  les  termes. 

En  le  supprimant  -,  le  namératenr  et  le  dénominateur  de 
la.  vûeur  de  y^  seront  du  premier  degré  eo  N,  N',  D  et  par 
saiteeoB^p. 
II  en  sera  de  même  de  la  valeur  de  s/. 
Il  sait  de  I&'  qu'en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 

ay+b'j^y+ c'y'  4<r'+^^+*' = 0 , 

qui  e^irime  que  le  point  t^,y)  est  suilï  seconde  courbe;  on 
dans  l'équation 
S<»fty'+i(py-K/)+8«^+d(p-f.y)-h(H-y)+2/=0. 
.  qui  exprime  qu'il  est  sur  la  polaire ,  l'équation  résultante  ne 
pourra  être  que  du  second  degré  eo  a  et  p,  et^Bera  le  Heu  de- 

OMOdé. 

Si  le  lecteur  D  n'avait  point  été  supprimé,  U  aurait  été 
comnion  è^  tous  les  termes  de  l'équdlion ,  et  en  l'égalant  iizéro 
l'on  aurait  eu  , 

:.   .Jp+«»-|-a/'=o. 
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C'est parrapportàlapremlèrecooEbe,  réq«atiOBâ«U|it- 
lalre  de  l'origine  des  coordoDiiées ,  ou  le  lieu  dea  p4lee  de 
toutes  les  drojtes  qui  passeqjpar  6e  point.  Ce /acteur  estiloDC 
ètttnger  au  lieu  demandé  et  doit  itre  supprimé. 

L'équation  du 2°  degré,  à'  laquelle  od  sersit  lUHidult  par' 
l'analyse  précédente,  serait  trop  eompliqaée  pour  qu'on  pAt 
aisément  eu  déduira  pour  chaque  cas  paiijcuiler  la  nature 
et  la  position  du  lieu  cherché,  li  sera  toïijours  pins  simple 
de  traiter  à  priori  c^  (tiflérents  cas.  Nous  allons  c&iUr  qud- 
ques-ons  d^Çlos  remarquables  et  qafotfrentle  plus  d'intérêt. 
Ce  sera  te  sujet  des  recheicbes  auiqoeBes  Bous  dloas  boh 
livrer  D-  .  . 

3.  Nous  allouBsupposer  d'abord  que  Içs  deux.  «OudKsdoo' 
nées  sont  deux  eilipses  dont  les  grands  axes  coïncident  avec 
la  droite  quijointleurs  centres.  ' 

Soient  '         . 

ay+ftV=a*i*  fl) 

•  ■  a'^Wf-ci-d)*  =  a^fc"  '  . .  (2) 

leurs  équations.  Alors  '         . 

sera  relatireDent  k  la  première  Ullpse  l'équation  de  la  poidre 

du  point  (s,  j3  )  du  pl^n^  ei        ^  .  ,     - 

celle  de  la  tangeabfli  la  2*  au  point  (x'y). 

Eu  identifiant  dèséqdUions  de  oee  droitec.  oirsèn  cosdi^t. 
aux  deux  équations  suifantcs 

,     (fl'-arf)   (Vwi)  =«"a,  (5) 


(*l  C«Us  âqHiUonjlâTeloppi/n'eif  paairor  cam^liipié*,  alla  a  tièdotaèç 
dins  le  Gfoniira^  p^ii*:  fli«  Ml  luui  l'e^VBJoppie  dcspolai'rei,  let  poinu 
«Uni  prit  aur  [■  pnmiitr»xonlque.G«ueiK|ii«tlon  g«nénte  Itellitt  •(  abr^  In 
dlicnitjanl  pinlcu1iér«> qnl inlvcnl.  r        ^'  Tà>. 
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D'tUeure  l'éqnattoo 

•        fl'py-ffa^—  «"f  -  0,       . 

qui  eiprlme  qae  te  p<dnt  (xf,  y)  est  sur  h  polalK,  p«ut  être 
m  ise  BOUS  la  Torme 

a'^y-{-b'«{jf—d)—b'{a*—=.di=0.  .  (7) 

L'éliininttion  dey  entre  (6)  et  (?)  doan'e 

et  la  sabfiUtHtiOB  de  cette  valear  dam  (5)  conduit  k  l'équallao 
saivante 

af>!'^+fi((a"— rf'y-f.VèVa— a*i'=0,    ■       (8) 

qui  est  cède  dallea  chenue.  pn.ToU  qo'fille  ertda2*' degré 
en  net  ^;  dooc,  lûlrant  que  l'on  aura  »';><!,    ou   o'^t/,  ou 
a  -c^djXe  Heu  des  t>Ales  sera  uDe  «llipse,  on  une  parebcde,  . 
on  iiD^bTperlMdD.' 

3.  Si  les  deux  ellipses  (Ij  et  (S)  Boot  semblables  ;  alors 
J  =  ^,  d'oûi'^  ^-^Br  suite  (8)  devient  ê     ■ 

Si  de  pluf  (J=  0,  cette  équation  se  réduit  à 

«•a"0'+fi^a"«'=a»é'.  (10). 

C'est  celle  d'une  ellipse  cencentrUpje  aui'deui  éUpsesdon-  ■ 
néfli.  En  désigiuHnfag  dedl-axes  par  AH  B,  l'on  ttaove  - 


d'où  il  Boit.que^^=r,  ou  que  cette  eHtpse  est  sembkibleaux 

deux  cllipsea  données.  Elle  est  lotérieore  on  extérieure  Ji  la 
IMvnière,  séida  que  celle-ci  est  eOe-méinte  isléricure  qu  ex- 
térieure Jr  la  secoode.  Deux  droogrérenascohCentriQues  ren- 
trent dans  le  cas  actuel. 
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k.  RerénoBS  à  TéquatiOD  (9).  Si^iposoiis  <^<(i'  et  dlflirait 

de  zéro.. La  cwu-be  dierchée  est  alors  ane  ^pse  dont  DOtu 

allom  détermiDer  lagrandear  et  la  position.  Cette  équation  [t] 

peatse  mettre  sous  la  Tonae 


a»fl^p'-|-6'(a"-*f)     «+ 


a*d 
Ed  7  changeant  «  -J — -■■■■      en  c ,  l'origine  sera  tranqxMTtéa 

an  centre  et  la  courbe  sera  rapportée  à  son  centre  et  katt 
axes.  D'où  il  snit  qu'en  désignant  ses  demi-axes  par  À  et  B , 
et  l'excentricité  parE,  l'onà 

^  Lonquea  =  6,ou.qutDd]esdeaxeUipse8sontdeuxc«nlcs, 

a'd 

£3=-^p^i.I)'oj|î]  sait  qu'un  des  foyers  est  an  centre  da 

premier  cercle. 

S.  A^ec  les  falenrs  trouvées' de  A  et  B,  on  peat  constniiip 
la  conrbe.Mais les coniiidératioDs  géométriques  snlrantesTont 
nous  en  fournir  les  moyens.  *  ■ 

,  Siéent  A  et  ^',  fig-lk,  les  centres  des  deOx  ellipses  sem- 
blables :  BC,  B'C  leurs  grands  axes ,  et  DE,  DE'  leurs  petits 
axM.         ■  \  ■ 

Supposons  A'O  AA' mais  <:A'C.  La  seconde  eUipseco»- 
pttra  la  premtèrç  et -lui  sera  en  partie  extérieure  et  en  partie 
intérieure.  Du  somtiiet  B'  de  la  seconde,-niénonB  les  tangentes 
B'C,  SR  à  la  pr^niére,  la  droite  du  contact  sera  perpendicu- 
laire sur  l'axe  BC ,  et  son  intersection  avec  cet  axe  dëterniî- 
oera  le  pAle  V  de  la  tangente  G'H'  an  point  B'  de  la  seconde 
ellipga.  Ce  sera  l'un  des  sommets  de  l'ellipse  cherchée.  Lataa- 
gente  au  point  Cdéterminéra  la  corde  EL,  et  menant  aux  pointi 
K  et  L  des  tangentes  à  la  première  ellipse ,  leur  point  de  coo- 
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eoon  détNtoinen  mr  l'ax»  le  pAle  C"  d«  la  eorde  KL.  et  en 
■oSmé  temps  !e  second  sommet  de  l'cillipee  dierchée.  Le  mi- 
Uen  A"  de  B"C  sers  le  centre.  Si  I'od  mÂne  Us  tangentes 
T.T,')  T.T.'t  communes  aux  deux  eillpwq,  les  pointe  dé  con~ 
taet  T„T,  seront  les  pAIes  de  ces  tangentes  et  par  conséquent 
seront  «njuints  de  l'ellipse  cherchée. 

11 M  reste  qu'à  détermioer  le  second  axé.  Pour  cela  du 
centre  A"  et  avec  nn  rayon  égal  au  demi  grand  axe  connu 
k'V,  nous  déciinms  la  circonférence  B"MC"  coupée  par  la 
droite  T,T.  en  N.  Nous  projetterons  T  en  I  sur  A'U  par  une 
parallèle  à  l'axé  B"C",  puis  décrivant  du  centre  A"  et  du 
nyoo  A"I  un  arc  de  cercle  ID",  son  intersection  avec  laper- 
peDdicoIaire  A"D"  sur  ce  même  axe  déterminera  la  longueur 
du  demi  petit  axe  A'D".  Par  suite  on  aura  les  foyers  F'iF', et 
l'on  pourra  construire  les  courbes. 

Tant  que  le  point  de  contact  de  la  tangente  G'H'  parcourra 
l'arc  T'.BT.-de  la  2*elliise,  te  pAle  parcourra  l'arc  tntérieiu 
T^'T.de  la  3*,  et  lorsque  ce  même  point  décrira  l'arc  el- 
Hptiqoe  opposé  T.GT, ,  ■  le  pdle  parcourra  l'arc  extérieur 
T,CT.. 

6.  Soit  a'=di  l'équation  (9)  se  réduit  à  .      .  - 

etdeTient,  enla  divisant  par.a'o". 


C'est  l'équation  d'une  parabole.  En  ta  mettant  sous  la  forme 
oavottqiMrabadsBedasoaunetestégaleà-^,  et  que  le  po- 
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Mais'li  irMe  tftà  Joint  Iw  pointa  d'IstcnflcttoB  dct  dew 
ellipses  a  pour  équation  '    • 

a'  . 

,    ^=âi'    . 

la  position  du  sommet  est  donc  donnée  par  llntewclioo  de 
>  de  cette  corde  «ommuoe  avec  la  droite  des  centre?. 

n  sera  Akdie  de  vérifier  -d'ailleurs  que  cette  même  corde  ed 
également  distants  des  droites  parallèles  qui  joignent  sot  cha- 
que ellipse  les  points  de  contact  des  tangentes  comipunes  au 
^ux  courbes.  On  pourra  dOnc  construire  la  courbe  de  la  mi- 
nière suivante. 

Lintersectipo  de  la  corde  commune  GH  avec  AA',  J^.  75, 
déterminant  comme  nous  venons  de  le  dire  le  sommet  B"  de 
'  là  parabole ,  les  ptAats  de  contact  T, ,  T,  des  tangenl£s  com- 
munes aux  deux  ellipses,  donnera  s^r  la  première  defli  . 
jMiots  de  la  parabole  ebercbée.  D'ailleurs,  en  menant  ht 
cordes  de  contact  T,  T.,  T,!",  l'on  aura 

n  suit  de-  A  que  SX„  ET,  seront  des  tangentes  à  la  parabole, 
et  la  peipeifdlculaire  T,P  sur  T,K  déterminera  la  sons-nor- 
male IP  égale  an  déml-parainéb-é.  La  parabole  est  donc  com- 
plétement'délerminée  et  pourra  être  construite  avec  cesélè- 
-iDents  connus.  ^ 

Quand  le  point  de  contact  de  la  tangente  G'H'  à  la  seconde 
ellipse  parcourra  l'arç  TBT,  io  pâle  de  cette  tangente  décrit 
l'arc  parabolique  T,B"T, ,  intérieur  à  la  première  elUpse. 
Quand  ce  même  point  décrira  l'arc  opiKÛé  TAT,',  le  pMe  dé- 
crira la  partie  extérieure  de  la  parabole. 

7 .  Soit  o'<  << ,  l'équatloii  (6)  est  celle  d'au  byperbde.  Oi 
la  construira  oOmine  il  suit.' 

OessommetsB'ctC,  /C^.  76,  de  la  seconde  ellipse  que  nons 
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n^MMerona  I'od  et  l'antre  extériean  k  la  fHvmlèn;,  nous 
mènefons  à  celle-ci  de»  tangentes  et  les  droites  de  contact 
KL,  W  détermiDeront  sur  la  droiteëes  centres  des  deux  el- 
Hpws,  les  deux  loaiioets  B^'C'de  l'hyperbole.  Le  milieu  A"  de 
tfC"  soa  le  i»ntra  ;  en  menant  do  centre  A  de  la  1"  elUpee 
des  tangentes  Aj), ,  A.p,  h  la  seconde ,  les  tangentes  aux  ex- 
trémités des  diamètres  de  la  première  qu'elles  détermineront 
seront  parallèles  aux  deux  asymptotes.  On  connaîtra  donc 
cdles^,  et  11  sera  (ktciie  arec  ces  éléments  cooiiub  de  con- 
struire la  courbe. 

.En  menant  tes  tangentes  communes  tant  Intérieures 
qu'extérieures  aux  deux  ellipses,  lee  points  de  contact 
TtT,  (,,  (.appartiendront  aux  deux  branches  de  la  courbe 
dierehée. 

'  Quand  le  point  de  contact  de  la  tangente  mobile  G'H'  par 
conml'anldl^tlqiieT/B'T;,  le  pAle  de  6ette  tangente  dé- 
«rin  l'aie  b]i>flrboliqué  Meneur  T,C"T,.  Quand  11  parcourt 
W  arcs  de  l'ellipse  T,'P,f.,  T;P,(.',  le  pâle  décrit  les  arcs  hy- 
perlM^qoei  extérieurs  T,V,  t^,  T,f,  (.U ,  et  quand  ce  même 
pc^t  de  coatact  décrit  /,  C,  '. .  le  pUe  décrit  le  reste  tfi't  de 
l'bypprbole. 

8.  Si  dans  l'équation  [8)  on  change  le  signe  de  b'  on  de  &", 
oa  des  deux  à  la  toià,  l'une  des  deux  ellipses  ou  toutes  deux 
sechAngerontenhyperboIe-^ifon  supposa  une  eUipse  et  une 
bypertMle  concentriques  et  construites  sur  les  mêmes  axes  en 

•introduisant  ces  modifleatious  dans  l'équation  {9),  on  recon- 
nattra  que  chacune. fie  ces  deux  couriies  estpar  rapport  à  l'ao- 
trele  lien.des  pôles  de  ses  prf^ires  tangentes  (*]. 

9.  Enfin  dans  le  cas  où  les  fieiii.  courbes  seraient  deux  pa- 
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raboles  ajant  leun  axes  sur  ooe   même  UgM  droite,  leor 

équation  étant 

y  =  i^x,  (I) 

y^2pix—idi,  (8) 

la  polaire  dn  point  (a,^)  relative  à  la  prendén  aurait  poor  . 
équation 

P^=;K*+«X  (S) 

et  l'éqaation  de  la  tangente  à  la  seconde  serait 

L'identité  de  ces  deux  dnriLes  donne  tes  deox  équatiom 
solvantes 

py—P//=Q.  [5) 

y— «— !W=tO.  '  (6) 

D'ailleurs  aiuai  py— yj/— jw  =  6.  (7) 

Eb  retraDcIiant  ta  première  de  ces  trois  équations  rauJtJpliée' 

par  p  de  la  sopime  des  deux  autres  multipliées  respectiTement 

par^*  et  par  ;);il  vient  en  divisant  parp' 

pour  l'équation  du  lieu  demandé.  C'est  celle  d'une  3" parabole  : 
la  discussion  et  laconstmidioD  qui  s'ensuivent  sont  trbpalsées 
après  ce  que  nous  avons  dit  précéd^nment ,  pour  qu'il  scdt 
utile  de  nous  y  arrêter.  Nous  nooslwmerons  seulement  h  fsire 
observer  que  si  l'on  supp(Me/)'=~-/>  et  cî=0;  ce  qui  revient 
à  supposer  deux  paraboles  égales  et  opposées  par  le  somm^' 
chacune  d'elles  sera ,  relaUvementàl'siUre,  lelieudes  ptUec 
de  les  propres  tangentes,  et  c'ert  par  là  que  nous  tenninerooi 
cette  discussion  encore  incomplète  des  différente  cas  que  li 
question  générale  peut  nous  présenter  (*J. 

(')  Il  minqulcM*inp«rlui  d«* craiqnu  «ooIoealM.  Ta. 
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SOLUTION  DU  PROBLÈME  30  (  p.  2U). 
WAB.  M.  ▼AOHBTTB. 


Développer       ;  ■"|^*"r'"*'y  "  en  fonctions  des  sinus  et 

C08(<ï.-t-fl,+.. .  .+<!«) 

«orinosde  a,,    a., a». 

.   DésignoDspar    x,x,...xm  lesnaasiea„a à», 

yty,'-y»  le8coslnosde<ï„a,....<ï«, 
et  par  j:,.»  IfiBin  (fl,+'*.+-'---|-'*")»  P^J'.im'ecosiousdu 

méine  src;  par  ^x^x^,y^Y, ym  la  somme  de  tous  les 

prodnits  qu'on  peat  former  avec  3  facteurs  pris  parmi  les  si* 
nos,  et  m — 3  parmi  les  cosinus  :  pour  la  symétrie  nous  écri- 
rons ïrj'.  ■—  y»>       et       2j?^^,....  :tm- 
D'après  ces  notations,  on  aura  les  égalités  fondamentales 

X,.m=X,^^tym  + X'^—^Xm-,     y„»=y„^iym—X,^-iX», 

Nous  allons  chercher  alternaUveoient 


(•^1,1=  ^J'.>'» — "^^,^^1 

l   x,^=ïx,yjrjri-^,x,x,y, 

\  y,^=^'^.yJ^tri—^.y:^,x^■\:1x.x^^^ 

On  obtient  le  l"  terme  de:c„(,  par  exemple,  ïx,y,y^i, 
en  multipUant  par  y^  le  premier  terme  de  x„,\  par  jt,  le 
4"  terme  de  x,>,  et  ajoutant  les  2  prod  uits  ;  on  a  ainsi  tous  les 

iMS.  H  HaiwIk.  I.  23 
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(ermes  de  la  rorme  xj'^y^, ,  comme  il  est  aisé  de  s'en  tf 
surer. 

Od  aura  le  â*  terme  en  ajoutant  les  seconds  termes,  mul- 
tipliés respectivemeot  par  ^4  et  ^r^ ,  de  x,^  et^,^.. 

Le  1"  terme  de^,^  s'obtient  en  multipliant  parj',  le  1" 
terme  de  ^,j;  le  a*  en  ajoutant  le  2"  terme  de  ^,^  et  tel"  de 
x,^,  multipliés  respectivement  par^^  et  — x^;  le  S'en  Dml- 
tipUant  par  — j:^  le  dernier  terme  de  x,^. 

Le  procédé  est  général  ;  on  trouvera  de  même 

etc. ,  et  généralement 

+ïx.x,x^^^,  .^«— ...+... 

+ÏJ'..  ■  iT— *^— »^— s^—i-r».  ..—..-(-... 
Les  termes  de  x,,.  sont  alternativement  positib  et  négatirs  ; 
tous  les  termes  sont  des  sommes  de  produits  de  m  facteurs  : 
lefd'unTacteurx,  et  de  m — 1  ttiçteurs^;le3*do3ractears 
X ,  et  de  m — 3  facteurs^  ;....  ainsi  de  suite,  le  nombre  des 
roctflUTS  X  augmentant  de  2  unités  à  chaque  terme  j  si  m  est 
delà  Tonne  kni-\-i,  le  dernier  terme  sera,  avec  le  signe  ~|-, 
IX,...  X.  ;  si  m  est  de  la  Tonne  W-j~3,  le  dernier  terme 
sera,  avec  le  signe-]-,  T.x,...x„t^xy^',  si  m  est  de  la  forme 
kni-\-Z,  Usera — zx,x,....xn;  si  m  est  de  la  forme  im'.U 
sera  — ix^....Xm—tym. 

Les  termes  de^„.  sont  aHemativement  posItlTs  ou  néga- 
tlb  :  ils  sont  tons  des  sommes  de  produits  de  m  (Jeteurs,  le 
1"  de  mlkcteurs^,  le  3*  de  m— 3  fkcteurs^  et  3  facteurs  x{ 

le  3*  de  m— i  facteurs  r  et  it   facteurs  x et  ainsi  de 

mite,  le  nombre  des  facteurs  ^  diminuant  de  3  unités  i 
Chaque  terme.  Si  m  est  de  la  forme  (m'-|-l ,  le  dernier  terme 
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«st  +iy,T,.^.jrmi    si  m  est  de  la  fonno  W-f2,  il  est 
— ^Jc^,...j:m-9X!^~iXwi;  si  m  est  de  Informe  kn^-^i,  il  est 
— jy^,...x„;  simest  de  la  forme  hm',  H  est  ■j-2x^,...Xm. 

Ces  foraiules,  reconnues  vraies  par  la  seule  analt^,  peu- 
Tent  se  démontrer  par  la  méthode  conooe;  si  elles  sont  vraies 
pour  m  termes ,  elles  le  seront  pQur  m-j-l  termes  ;  la  démon- 
atration  en  est  très-facile  (*). 

Sion  suppose  x^=x,= =j:^=sina 

J'.=r.== =ri»=cos« 

on  aura  j:,,^  =  sin  ma      et     y,,^  =  cos  ma  ; 

et  l'on  retrouve  les  formules  de  Jean  Beroonlli  (1720) 
sin wmfe jtàna cos— a—  ^^'^Ji^—^'i  aa^acM'^'a 


1.3.3.4.5 

ot(bi — 1) 


cofnass  cos  a— — 


1.2 

m{m~-i){m—2)(m—S)       ^ 

TiTÏ «» 

m(»n— l)...{m— 5)      ._. 
1.2.3.t.6.6      ^      " 


EXAMENS  DE  1842. 

(8uil«,».p.3i».) 


géomAtsib. 
1.  Trouver  en  hectares  la  surface  de  la  idoe  tempérée. 
9.  Volume  du  prisme  tronqué  polygonal  ;  id.  du  cylindre 
tronqué. 
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3.  Déterminer  le  diamètre  d'un  01  de  platine  tel  qne  te 
kilomètre  de  ce  fli  pèse  an  gramme;  la  densité  du  platine 
est  20  environ. 

!>.  V(dume  da  segment  sphérique  i  one  base  en  Toiiction 
du  rayon  et  de  la  hauteur  An.  segment  (p.  97). 

5.  Volume  du  corps  engendré  par  l'octc^ne  tournant 
antoor  d'un  de  ses  cAtés,  en  Tonction  de  ce  cAté)  id.  par 
l'hexagone  régulier. 

6.  Inscrire  dans  une  sphère,  un  cAne  d'un  Tolume  donné  ; 
déterminer  le  cAne  maximum. 

7.  Inscrire  dans  ontriangledonné, un  rectangle  d'aneaire 
donnée. 

8.  Déterminer  le  diamètre  d'un  basdn  circulaire  loaoccf- 
sible. 

9.  Combien  peuvent  subsister  de  personnes  sur  notre  pla- 
nète, à  raison  d'un  hectare  et  demi  par  personne. 

10.  Volume  d'un  trono  de  cAoe;  en  prenant  une  sphère 
donnée  pour  unité  de  volume  et  un  cercle  donné  pour  unité 
-de  Burbce. 

11.  Poids  d'un  obélisque  en  granit.  CAté  de  la  base  carrée 
Inférieure  =  S»  ;  cAté  du  carré  supérieur  =0,8  ;  arête,  S0°  ; 
densité  du  granit  3,5. 

12.  Aire  d'un  polygone  régulier  de  18  cAtés  en  foncUon 
des  cAtés  ;  cAté  du  carré  équivalent  ;  et  contour  du  polygone. 

13.  Connaissantl'aireetlevolumed'unenicbe,  déterminer 
ses  dimeoBions;  connaissant  l'aire  seulement,  déterminer  te 
hauteur  pour  que  le  volume  soit  un  maximum. 

1^.  Évalœr  le  poids  de  la  terre  en  tonneaux  (de  2000kikig.]; 
la  densité  moyenne  de  la  terre  est  5,5. 

15.  fiapport  du  volume  de  la  sphère  à  celui  du  cAne  éqni- 
latéral  cfrconscrit;  en  déduire  celui  de  la  sphère  au  cAne 
équilatéral  inscrit. 

16.  Cuber  un  tuyau  de  poêle  (cylindre  tronqué). 
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17.  Rajon  du  cercle  dans  lequel  l'aire  du  décagone  ioserit 
est  UD  hectare. 

18.  Quel  doit  Mre  le  njoa  d'an  balloa  chargé  de  kW  ki- 
logrammes pour  qu'il  puisse  s'élever  ;  la  pesanteur  spécifique 
de  Hiydrogèoe  est  0,0688)  celle  de  l'air  étaat  1 . 

19.  Étant  donnés  le  volume  et  l'aire  d'une  tour  cylindrique 
surmontée  d'un  cAue  équilatéral ,  déterminer  les  dimensions? 

3Q.  Par  on  point  pris  dans  l'intérieur  d'an  triangle,  mener 
une  droite  qui  le  divise  en  deux  parties  équivalentes. 

TBICONOWénUE. 

1.  Déterminer  tangente  {a  en  ronction  de  tang.a;  dé- 
montrer par  la  trigonométrie  et  l'algèbre  que  les  trois  racines 
sont  réelles. 

S.  Construction  des  tables  de  sinus. 

3.  Tangente  ^a  en  fonction  de  tangente  a  ;  proarer  trigo- 
nométriqtiement  que  le  dernier  terme  de  l'équation  =  -]-l. 

4.  A  quelle  hauteur  Tant  -il  s'élever  sur  la  terre  pour  atoir 
an  horizon  de  âO  myriamètres  ;  quand  on  s'éiève  k  une  hauteur 
double ,  l'horizon  est-41  deux  fois  plus  grand? 

5.  Comment  s'assurer  que  trois  points  inaccessibles  sont  en 
ligne  droite? 

8.  Connaissant  tanga,  trouver  directement  tangente  î<t, 

7.  Trouver  tangente  ;  a  par  la  Cormale  de  Moivre. 

8.  Résoudre  un  quadrilatère  inscriptlble,  connaissant  les 
angles  et  les  diagonales. 

STATIQÏTE. 

t.  Ëqoilibre  d'une  droite  pesante  placée  entre  deux  plans  ; 
i  résoudre  par  la  trigonométrie. 

2.  Id.  d'une  droite  pesante  placée  dans  une  calotte  sphé- 
rique  ;  la  droite  dépasse  les  bords  de  la  calotte. 

3.  Id.  d'au  triangle  équilatéral  pesant  placé  entre  deux 
plans  iocHnés. 
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4.  Td.  d'uaeellipsepesanteptocéeentredeuzplaitBiiKlJDés, 

5.  li.  d'un  poids  s'appuyant  sar  deux  plans  par  deux 
points  dont  un  seul  il  rrottement. 

6.  Id.  réverbère. 

7.  Démontrer  par  la  géométrie  ,  les  théorèmes  sur  la  com- 
position des  moments  dans  un  plan. 

8.  Théorème  de  Gnldin. 

9.  En  quel  point  d'une  tableàtruis  pieds,  Taut-fl  placer  un 
poids  donné ,  pour  que  les  pressions  soient  dans  un  rapport 
donné?  n'y  a-t-i)  qu'une  position  ? 

10.  Centre  de  gravité  de  la  surface  totale  d'un  cAne  tronqué. 

11.  Id.  ut  id.  d'une  niebe. 


1.  TrouTer  l'équation  aux  quotients  de  x'+px=^. 
3.      Id.  id.      aux  produits  de        id.;  équation 

aux  sommes  prises  2  à  S,  le  tout  au  moyen  des  coefficients. 

3.  X* — x*-j-2jr=c;  déterminer  c  de  manière  que  le  pro- 
duit de  deux  racines  soit  égal  h  c, 

4.  x^-\-x^i=c  i  déterminer  cde  manière  que  les  trois  racines 
soient  en  progression  géométrique  (voir  p.  100],  ou  en  pro- 
gression arithmétique. 

5.  Id.  id.  qu'une  racine  siM 
la  différence  de  deux  antres  et  résoudre  en  ce  cas  l'équation. 

6.  Id.  id.  que  la  différence  do 
deux  racines  soit  3. 

7.  CoDditioiis  pour  qu'une  équation  ait  3  racines  égales 
(voir  p.  90). 

8.  CondiUoDs  pour  que  l'équation  x*-}-px=q  ait  troia 
racines  égales. 

9.  Résoudre  j:*+1  =  0. 

10.  Un  poljnftme  algébrique  qui  admet  une  racine  est  di* 
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TfBîble  par  le  variable  moins  la  racine  j  ce  principe  est-il  appli- 
cable à  une  fonction  quelconque? 

11.  x*—x'-\'23:  =  m;  déterminer  m  de  manière  que  les. 
sommes  de  deax  racines  soient  égales  à  leur  produit  et  que  la 
somme  de  deux  autres  racines  ==  1 . 

12.  Réduire  K  3  en  IVaction  continue. 

13.  Itésoudrej:^ — fc.r'+5j:+*=0;lasommedesracines 
réelles  ==—1. 

IV.  Une  équation  du  second  d^ré  peut-elle  avoir  une  ra- 
cine commensorable  et  une  racine  incommensurable? 

15.  Trouver  une  équation  dont  les  racines  soient  les 
dUérences  des  racines  des  équations 

16.  Deux  équations  distinctes  du  mémo  degré,  peuvent-elles 
fournir  la  même  équation  aux  quotients? 

17.  Former  nue  équation  du  5*i^  degré  ayant  trois  racines 
réelles  et  privée  du  terme  en  x*  et  en  x. 

18.  Soient  les  deux  équations 

jJ— 4e4-6=0.    x'— 3^+7=0; 
trouver  une  troisième  équation  don  t  les  racinessoient  la  somme 
deux  à  deux  des  racines  de  la  premi^  avec  les  racines  de  la 
seconde;  l'équation  est  du  O*"*  degré  ;  est-elle  susceptible 
d'abaissement  ? 

19.  Composer  une  équation  de  manière  qu'en  éliminant  x 
entre  elle  et  l'équation  xy'+y^-^x' — 1  =  0,  on  retombe  sur 

SO.  Évaluer  le  produit  des  cent  premières  puissances  de  S. 
31.  Interprétation  géométrique  dntbéorèmedeM.  Sturm. 
22.  Quel  est  le  degré  d'approximation  de  Vn  ;  t  ayant 
12  décimales. 
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GBAND  CONCOURS  DE  1U2  [v.  p.  SfcS). 


ODESTIOITS  PBOPOSiBS. 

Methématiqtteê  ipéciaUs.  —  La  règle  des  signes  de  Descartes. 

Mathétaatiquei  élémenUàrei.  —  DoDDer  les  dirers  mojeita 
que  fournit  la  trigonométrie  pour  traosforoier  une  expreseloii 
composée  de  plusieurs  termes  en  un  autre  qu)  ne  contenait 
qu'un  seul  terme  soit  immédiatement  cakulaEle  par  ii^ia- 
ritbnies. 

Faire  qne  application  b  l'expression  séc.  a  -^  coséc.  b. 

Observation».  Comparativement  partant  la  question  élé- 
mentaire n'étant  pas  dans  les  ouvrages  classiques  est  plus  in- 
téressante, plus  difficile  qne  la  question  spéciale,  d'une  re* 
marquable  banalité,  qu'on  trouve  partout  et  que  les  pro- 
fesseurs expliquent  k  satiété.  Il  ne  faut  pas  de  grands  efforts 
d'imagination  pour  offrir  aux  collèges  de  la  capitale  un  pro- 
gramme que  les  plus  médiocres  peuvent  remplir  à  l'égal  des 
plus  forts  et  quelquefois  mieux ,  si  doués  d'une  heureuse 
mémoire,  ils  ont  mieux  retenu  les  paroles  du  maître. 

IjBi  examens  dans  les  classes  servant  h  constater  l'état  géné- 
ral de  Ifnstruction  doivent  rouler  sur  lesthéorèmesenseignés; 
inais  tel  n'est  pas  le  but  du  grand  concours  Sa  destination 
spéciale  est  de  faire  sortir  de  la  foule ,  de  mettre  en  évidrace 
les  esprits  brillants,  les  intelligences  privilégiées.  Dès  lors, on 
jie  saurait  mettre  trop  de  soins ,  dans  le  choix  des  questions. 
Tm. 
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ProtsHear  »u  Collège  TOfil  da  Smrt*ar|. 


La  not«  qne  H.  Vincent  a  fait  insérer  dans  votre  numéro 
de  Juin  (p.  273),  roe  conSrine  dans  une  opinion  que  }'at  de- 
puis longtemps  adoptée,  savoir  qu'il  serait  conrenable  d'exi- 
ger des  candidats  k  l'École  polytechnique,  les  premiers  élé- 
ments du  calcni  dilTérentiel,  saaf  à  restreindre  quelques  dé- 
tails d'algèbre ,  de  sections  coniques,  etc.  On  éviterait  par  là 
quelques  embarras,  doubles  emplois,  notamment  pour  la 
théorie  des  courbes  (*). 

Quoi  qu'il  en  soit ,  la  note  en  question  m'a  feit  reconnaître 
que  Je  suis  allé  trop  loin  dans  ma  Trigonométrie  [**},  en  affir- 
mant que  l'emploi  des  formules  de  Simpson- est  restreint , 
commeje  l'ai  indiqué.  Par  coofre, M. Vincent  meparaltavoir 
négligé  des  erreura  qui  modifient  l'exactitude  de  ses  résultats. 
£o  effet,  dans  la  formule 

sin  (m-|-l  }a  :=8in  ma  âcosa—sin  (m~i)a, 

II  ne  suffit  pas  de  supputer  l'erreur  dont  ce  second  membre 
est  affecté  par  suite  des  erreurs  commises  sur  sin  ma,  cosa . 
sin  (m — 1  )a  ;  il  féat  encore  tenir  compte  des  cbiff)«8  que  l'on 
est  forcé  de  oégUgw  dans  le  produit  sin  ma  x  âcos  a  ;  car  11 
est  impossible  de  les  conserver  tous.  De  là  une  nouvelle 
erreur  dont  il  est  indispensable  de  tenir  compte ,  ainsi  que  de 
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celle  qui  affecte  cosn.  Je  me  contentenî  de  cette  indication , 
me  proposant  de  revenir  sur  cet  olget. 

Vous  avez  fïit  remarquer  (p.  119),  que  J'ai  donné  le  pre- 
mier, dans  les  éléments  C]>  ladiflsion  ordonnée,  de  Foorier: 
j'ajouterai  quejel'al  compléta  en  montrant  ce  qa'il  faut  faire 
pour  que  le  dernier  cbllfre  du  quotient  soit  bon. 

Dans  ce  même  ouvrage,  cité  en  note.  J'ai  entre  autres  qoe»- 
tioDs,  que  l'on  ne  trouve  pas  dans  les  livres  élémentaires, 
traité  un  problème  qui  est  susceptible  d'une  Btriution  {dus 
complète  :  il  a  pour  olijet  de  déterminer  le  nombre  des  <^ 
rations  de  la  recherche  du  p.  g.  c.  d.  de  deux  nombres 
entiers. 

On  peut,  pour  arrivera  ce  but,  suivre  deux  marches:  l'une 
conduit  aux  séries  récurrentes  et  k  une  équation  exponen- 
tielle Tort  compliquée.  Elle  e6t  fondée  sur  ce  que  le  cas  le 
plus  défovorable  est  celui  oii  tous  les  quotients  sont  égaux  k 
l'unité ,  le  dernier  étant  2  ;  de  là  on  est  amené  à  chercher  le 
terme  général  de  la  suite 

1,    l.l+l,    (l.l-(-l)l+l,    etc. 
Je  ne  m'arrâteraipas  à  développer  ce  calcul. 

La  seconde  manière  est  la  suivante  : 

SdentA,B  les  deux  nombres,  A  étant  >B. 

Le  reste  est  toujours  moindre  que  la  moitié  du  dividende  ; 
nommons B.,B„B,....  les  restes  successifs;  on  aura  donc 

B,<^  etauplnségal  à  — — , 
B-1 
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ou,  an  plus, 

2                   A— 1-2 
2                    2-          • 

de  iii«me  Umlle  de  B,=  °~J~"*, 

id. 

-           A-I-2-* 
»■     = jî . 

;                                            r" 

id. 

A— 1— 2-2'...— 2^'       A-2-+1 

id. 

B-2-+1 

Donc  si  5lÇ+l  en  <l ,  ce«  que  ft»  eit  nul ,  et  lenombre 

des  opérations  est  3n  tu  plos. 


d'où         2^'>B+I. 

Ainsi  la  plos  petite  valeur  (entière)  de  n  qui  satisEaft  à  cette 

inégalité,  sera  la  moitié  de  la  limite  chercbée. 

Par  exemple  si  B=89,      on  a      2^>90    2">W. 

n=6, 

Sn=12. 

Cette  limite  est  assez  approchée  ;  car  si  l'on  suppose  A=1{A, 

le  nomlHV  effectif  des  opérations  est  10 ,  tandis  que  d'après  la 

rè^e  qu'on  tronve  dans  un  certain  ouvr^^  la  limite  est  — . 
ici  73. 

Permettez-moi  une  dernière  observation  :  plusieurs  de  vos 
numéros  renferment  des  détails  sur  le  calcul  des  expressions 
irrationnelles.  On  trouve  tout  cela  traité  d'une  manière  com- 
plète dans  mon  Algèbre ,  publiée  en  1839  cbez  Mattiias.  (  Sui- 
vent des  questions ,  qu'on  donnera  prochainement.) 
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DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  29  [p.  3tô). 
VAB.  M.  rVHT. 

Ëlant  donnée  one  courbe  qaelconqae  du  second  degré  :  on 
Joint  un  point  donné  du  plan  au  centre,  et  on  mène  par  le 
point  la  conjuguée  du  diamètre  que  nous  venons  de  tracer. 
Si  on  suppose  en  outre  que  par  le  point  on  mène  une  sécante 
quelconque  qui  rencontre  la  courbe  en  deux  points  et  que  par 
les  points  de  rencontre  on  mène  les  tangentes  ;  ces  tangentes 
détermineront  des  segment^  égaux  sur  la  conjuguée  du  dia- 
mètre passant  par  le  point  donné. 

1°  Pour  démontrer  ce  théorème ,  Je  me  servira!  d'abord 
du  lemme  suivant  C)  '■  Si  A,  B,  C,  D  sont  dtués  sur  une  droite 
et  tels  que  l'on  ait  AB:BC::AD:CD;  si  l'on  Joint  un  point  S 
quelconque  aux  points  A,  B,  C,D,  toute  ligne  a.bfCidqai 
rencontre  les  quatre  lignes  SA,  SB,  SC,  SD  aui  points  a,  &,  c,  d 
sera  partagée  en  ces  points  de  la  même  manière  que  la  ligne  AD: 
c'est-à-dire  que  l'on  aura  ab;bci:ad:cd,  et  que  si  on  mène 
une  parallèle  à  l'une  des  lignes  du  folseean  harmonique,  elle 
sera  coupée  par  les  trois  autres  en  trois  points  dont  l'unjd'eox 
sera  équidistftnt  des  deux  autres  :  par  le  point  c  et  le  point  C , 
je  mène  une  paraUèleà  SA  :  on  en  déduit 

CE:SA::DC:DA 

fc:sa::bc:  ab; 

or,  DC:DA  ::BG:  AB,  donc   CB=:FC.    donc  par  suite 
ec  =çf  1  et  en  formant  les  proportions 

eci  sa  :'  dt;  da 

ICI  sa  ::  bc.  ab; 
comme  ecs=fc,  il  s'ensuit  que  de  :  da  i:  bc  :  ab.  C.Q.F.D. 


b,  Google 


s*  Considérons  actaellement  le  théorème  proposé  : 
Soft  o  le  centre  de  la  conrbe ,  soit  A  ie  point  donné  :  AP  la 
tonjngaée  dn  diamètre  Ao  ;  soit  AN  une  sécante  partant  du 
poiot'A'et  qui  rencontre  la  courbe  aux  points  U  et  N  ^  soit 
HR  la  tangente  en  H,  NR  )a  tangente  en  N  ;  et  enfin  soit  RS 
la  polaire  du  point  A:  on  sait  qu'elle  passe  en  R,  qu'elle  est 
parallèle  au  conjugué  du  diamètre  oA  :  par  conséquent  parai* 
lèle  à  AP  ;  et  enfin  qu'elle  détermine  sur  AN  le  quatrième 
point  barmonfqae,  de  sorte  que  l'onaiNS:  SM  ::NA:|HA; 
donc,  en  vertu  du  théorème  précédent,  PQ  est  partagé  en 
deux  parties  égales  au  point  A.    C.Q.F.D. 


DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  36  (p.  aiT). 


Si  dans  un  quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle ,  on  prolonge 
les  cAtés  opposés  J  usqu'à  leur  rencontre ,  les  milieux  des  por- 
tions des  bissectrices  des  angles  ainsi  formés ,  comprises  entre 
lescAtés  du  quadrilatère,  sont  situés  sur  la  ligne  qui  joint  les 
milieui  des  diagonales. 

Soit  ARCD  le  quadrilatère  donné  :  prolongeons  AD,  BC 
jusqu'en  F  :  AB,CD  Jusqu'en  E  :  menons  les  bissectrices  des 
an^  E  et  F. 

Soit  FR  ta  bissectrice  de  F  :  on  peut  remarquer  qu'elle  fait 
da  angles  ^aux  avec  AE  et  ED  ;  en  effet  les  deux  angles  en  F 
■ont égaux;  ' 

donc  l'arc  RA  —  l'arc  QD=  l'arc  RB—  l'arc CQ; 
d'où  l'arc  RA  +  l'arc  CQ  +  l'arc  CB=  l'arc  RB+  l'arc  QD 

+  l'arc  CB; 
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or,  le  1"  membre  est  la  mesure  du  double  de  l'angle  RIA  ; 
le  S*  membre  est  la  mesure  du  double  de  l'angle  RGC; 
donc  ces  deux  angles  soot  égaux  :  donc  si  l'on  mène  la  bisaeo- 
trice  de  l'angle  A£D,  elle  sera  perpendiculaire  sur  la  bissectrice 
RF,  et  la  coupera  en  son  milieu  o  et  sera  coupée  elle-m£me 
en  ce  point ,  en  son  milieu. 

Od  a  doacoI=oG  et  oK  =  oH,  et  comme  ces  droites  sont 
perpendiculaires  la  figure  IHGK  est  un  losange  :  prouTons  ac- 
tuellement que  IH  est  parallèle  i  BD  et  IK  parallèle  à  CA  i 
puisque  FI  est  la  bissectrice  deF,  on  a 

IB:IA:;FB:FA,    or  on  a    FB:FA::BD:CA, 
à  cause  des  triaogles  semblables  BDF ,  FCA ,  doue 
ib:ia::BD:ca. 

La  seconde  bissectricedonne 

HD:AN:;ED;EA, 
or  ED:EA::BD:CA,    donc    IB:IA::HD:AN, 

donc  HI  et  KG  sont  parallèles  à  BD ,  et  on  démontrerait  de 
même,  qoe  IK ,  et  par  suite  GH  sont  parallèles  à  CA  :  actuel- 
lement soient  L  et  M  les  milieux  des  diagonales  :  joignons 
CL,AL  :  la  1"  coupe  KG  eo  P  son  milieu  ; 

la  3*  coupe  IH  en  N  son  milieu. 

Si  l'on  Joint  NP,  d'après  UD  théorème  connu,  cette  ligne  passe 
an  centre  du  losange ,  est  parallèle  à  IK  et  par  suite  à  AC, 
et  lemilieu  de  cette  droite  se  trouve  en  o  centre  do  losange  : 
donc  si  l'on  Joint  1^  et  qu'on  prolonge,  cette  ligne  coupeia 
AC  en  son  milieu,  puisque  PN  est  coapée  en  son  mUien  en 
o  :  or  L  est  le  milieu  de  la  diagonale  BD,  o  est  le  milieu  des 
deux  bissectrices  et  H  est  le  milieu  de  la  diagonale  AC  :  ces 
trois  points  sont  en  ligne  droite.  C.Q.F.D. 
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Or,  en  sattafolunt  k  rioégalilé  e  <  — -— ,  j'aurai  ntitrait  à  la 
précédente ,  A'  étant  ane  quantité  plus  petite  que  j^A. 
J'ai  l'hoDDeur  d'être ,  etc. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  23  (page  2b6). 

VAB.  m.  MXBUBDX  (t 


Déduire  des  propriétés  dn  triangle  rectangle  que  le  m 
de  laBomme  de  deux  types  imaginaires  est  plus  petit  que  la 
Eomme  des  modules  de  ces  deux  types ,  et  plus  grand  que  leur 
dilTérence.  Le  type  imaginaire  est  représenté,  comme  on  sait, 
par  a-j-il/-— I,  et  son  module  par  V/a'+i'  pris  pontive- 
ment. 

SoLCTioir.  Soient  (/ïff.ST)  BB'=:<>',  BG=(z;en  Cyélèn 
une  perpendiculaire  à  ffC  ;  Je  fais  AG  =  &,  0A=6';  élevant 
aussi  nne  perpendiculaire  eo  B,  je  lais  A'B=OA  =&';ie 
mène  AB,  A'»',  A'O    et   FO. 

J'ai ,  dans  les  triangles  rectangles  ABC,  A'B'B  et  B'CO, 
AB=\/^^+ÏVA'B'=  \/7^^  et  B"0=  l/(<i+a')'-KH6')*: 
ce  sont  les  trois  modules  :  or,  dans  le  triangle  A'B'O,  on  a 
»0<(A'B'+A'0)  et  B'OXA'B'— A'O),  oubien.  àcawe 
deA'B  =  AO, 

V/(a-K)'+(A+fr'J'>  (V^q:*""— J/^qï->       C.Q.F.». 
Sta  =  a'  et    &=^,  on  a  alors 

et  le  triangle  A'B'O  se  réduit  k  une  droite. 
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LIEU  GÉOMÉTRIQUE. 

Da  /byen  det  leetioru  ftùta  dtm»  ie  e&ne  eircuîaWe  droit  par 
un  plan  tournant  autour  <f  un  potnt  ;>m  fur  une  généra- 
trice ,  et  restant  perpendiculaire  au  plan  méti^en  gui  pai$e 
par  cette  génératrice. 

rAM.  M.   **-*»«■  PKMBKT^ 
T  inppltant  1  la  Pinalté  do  Dljin. 


I,  S<Ht  S  le  sommet  du  cAne;  Sj:,  Sf  deax  génératrices 
opposées  ;  A  te  poiot  Bie  et  sommet  de  la  «eclioa  ;  axes  rec- 
tangolaires ,  la  trace  da  plan  sécant  sur  le  plan  des  deux 
génératrices  est  l'axe  des  x> 
L'éqoalioo  des  Goniqaes  est, 

âasinSsin!!  aiaaàa{a4-i6)      . 

«p  cos^ 

a  étant  la  disUnœ  AS  (  fig.  S3) ,  3j3  l'angle  de  deux  généra- 
trices of^iosées ,  et  >  l'angle  qoe  fait  la  trace  do  plan  sécant 
tTec  SA. 

La  distance  p  des  foyers  au  sommet  A  est  donnée  en  géné- 
ral ,  dans  l'éqnalion 

y  =  2px  +  ^^'      ("^  recungniaires] , 
par 

9P'+^— /»'  =  0, 


(1)   y=- 


? 

On  aura  d(H)C  ea  appliquant  ce  calml  à  l'éqoation  (1) ,  l'é- 
qaation 
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-.iîH^)(-°»f*°»'"+«!' 

kl'aide  d'oDO  Iransformalion  simple  et  coonae  ('*).  Tclk  est 
l'éqDiUon  en  coordonnées  polaires  du  lieu  cherché,  lésante* 
■  étant  comptés  à  partir  de  SA. 

loPoar  a=0,  p=0  etp=^,  on  a  les  points  A  et  Si  c'est 
le  cas  de  l'ellipse  se  rédaisant  k  nue  droite  limitée,  les 
foyers  sont  aux  sommets. 

2*  <i>0  et  <90— ^,  p  anra  deux  valeurs  positircs; 
foyers  d'uiK  série  d'ellipses ,  snr  les  segments  AmC  et  SC  -, 
trace  AQ  ;  foyers  m  et  m'. 

3*  «=90— p,  f)  =  asin^  =  AC;  c'est  le  cas  da  cerde, 
les  deox  foyers  se  réunissent  an  centre  C 

V>>-90— 0et  <180— 2^,  p  a  deux  valeors , corres- 
pondant A  de  noarelles  ellipses.  Les  branches  se  conpent, 
oos(a~j-P)  change  désigne.  Le  signe  snpériear  qai  a  donné 
se,  donne  CF ,  le  signe  inférieur  qui  a  donné  AmC ,  doaoe 
OGlI;foyersG,G'. 

S'asïtSO*— ap,  p=a8in'p=AF,  on  le  quart  da  para- 
métre dans  l'équation  (1)  et  p=oc,  c'est  le  cas  de  la  para- 
bole; F  est  le  foyer. 

6"  a>180— sp  et  «CiSO»,  p  a  deux  valeurs  de  signes 
oonlniresj  c'est  le  cssdes  byperbfdes  ayant  leurs  foyers  sor 
les  arcs  G"S  et  FA. 

;    (')  La  litn  (««lllitriqBa  do  eenlrc  (il  donc  f—     ,    '  ~*f  .  „„,  antts 
Tm. 

-c«i»^-«oii(«+^).ïlt.  Tm. 
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7«a  =  ï80',  p  — — aelp  =  0,les  hyperboles  se  rédaiwnl 
1  la  gén^atrice.  Ainsi  les  polnU  S  et  A  soot  les  foyers  des 
byperlxdes  et  des  ellipses  qui  tendent  à  se  réduire  à  une 
droite. 

8°  «->  iW,  doDoe  l^onr  p  des  valeurs  déjà  Ironvées. 

II.  La  Courbe  s'étendant  à  l'infini  Ters  G'  et  G",  a  pour 
asymptote,  la  génératrice  opposée  V'SV,  bien  qu'il  semble 
que  la  parabole  considérée  comme  limite  d'ellipses  on  d'hy- 
perboles doive  avoir  son  second  foyer  sur  son  axe  (*}. 

En  eâet ,  soit  ul'a  ngle  G' AP ,  on  aura  pour  la  distance  r 
d'an  point  quelconque  de  la  courbe  à  la  droits  AP,  direction 
do  rayon  vecteur  infini , 

G'P  =  r=p8in», 

oa 

asinesinu  , 

liaisons  H  =  180—ap+B>    pui8».  =  0,  nous  aurons  succès- 
sivement 

'■  = — ano^i — cosj9=pcos[p — «)  } 
et  r=  0,  correspondant  à  p=a8in'p, 

r  =  a8in2p,  correspondant  à  p  =  ±«=. 
Aion,  oomiDe  AQ  =  asin2^,  V'SV  est  l'asymptote. 

m.  Si  l'oniHcndponraxe  des  .r  la  génératrice  SA;  pour 
axe  desr.l'axede  la  parabole,  onanra 


f'  =  j:'+^>+2jrj-C0$2( 


(■>  Il  «n  Mt  aiui;  m*  de  ta  p«r*b«|g  mi  parilUli  à  l'iirnipiow. 
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v«lain  qo)  sobsliluées  dau  l'^uatioa 

coodoisent  k 

Poar  x=0,  j'=:0  eiy:=aàu'Q,  distance  focale  de  la 
parabole, 

ane  aoile  Tileur ,  c'eat  le  cas  do  cercle. 

c'cat  le  double  cas  de  b^O  et  b=180.  Ce  qui  dcHine  encore 
poor  aiymptote  la  génératrice  VSY. 

PROBLÈME  SUR  DEUX  CERCLES. 

PAH  PKU  M.  1.ATT, 

PnbMMr  la  CoUtp  Chatlnup*'. 


Fig.  58.  Par  te  pcAnt  dlntersectioD  A  de  deux  clrconréreDCCs 
doDnéea.ineneriine  corde  conirauneBACteUe  que  le  rectangle 
fUtsur  iiite  partie  delà  corde  comprise  par  l'une  des  clrcoo- 
féreaces,  et  une  ligne  donnie  m,  plus  le  rectangle  fait 
sur  l'autre  partie  de  la  corde,  et  une  autre  ligne  donnée  n , 
égale  un  carré  donné ^*. 

Supposons  le  problème  résolu ,  et  soit  BAC  la  corde  eber- 
cliée;parhjpotbëfle,  on  am.BA-f-a.AC==^'.  DupointAJe 
mène  les  diamètres  AD,  AB,  et  je  Joins  BD,  CE;  les  angles  en 
B  et  en-C étant  droits,  on  conclut  que  BDet  CB  sont  paral- 
lèles. 

le  dirlH  le  diamètre  AD  en  deux  parties  telles  que  l'on  ait 
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AI>:AF::n:m.  Da point  F,  j'abaisse  F6  perpendlcaliire  à 
AB  {  alors  FG  est  parailèle  k  BD,  et  od  a 
AD:AF::AB:AG,  donc  ABikGlinlm  on  in.AB=/i.AG, 
donc,  en  substituant  dans  l'égalité  qu'on  ■  par  hypothèse, 
celle-ci  deviendra 

n.AG+n.kC=p',  ou  b( AG+AC)  =;>■,  ou  nGC=p'. 
Donc  GC  est  une  S*  proportionudle  aux  deux  ligoea  n  «tp. 
Joignons  FE ,  et  menons  FH  parallèle  à  BG,  nous  pourrons 
eonstmlre  le  triangle  rectangle  FEH,  dans  lequel  nous  connaît- 
ions  l'hypoténuse  et  FH=  GC  :  d'où  résulte  la  construction 
suivante:  du  point  A,  menei  les  diamètres  AD,AF;  partagex 
AD,  de  tdle  sorte  que  AD:AF::n:m;  Joignez  FE,  sur  FS 
comme  diamètre  décrlTet  une  demi-elrconférence  j  da  point 
F  comme  centre,  areo  nn  rayon  égal  à  la  3*  proportl(Hioelle 
entre  n  etp,  décriTez  un  arc  de  cercle  qnl  coupe  la  deml- 
Girconrérence  décrite  sur  FE  en  H.  Joignez  FH  et  prolooget- 
le  jusqu'en  C  i  tirez  CAB ,  ce  sera  la  droite  cherchée  :  si  n=m 
oa  n= — m,  on  retombe  sur  des  problèmes  connus.  GeiKD- 
blème  est  susceptible  de  discussitMi . 

(  Comnanlqat  ptr  H.  Codpi,  nn  d«  m*  èlèrM.  ) 


DÉMONSTRATION 

DtIN  THeORÈHB  DE  M.  CHA3LBS, 
VAS  M.  BOUTBOUZ, 

ilHt  di  Cmtf  rajal  d-Orit»». 

Un  q'siéiiie  de  forces  dirigées  d'una  manière  quelconque 
dans  l'espace,  peut  toujours  se  réduire  k  deux  forces  ood 
situées  dans  le  même  plan,  el  cette  réduction  pentsefaired'niM 
infinité  de  nkanières.  Qadtesqae  sc4ent  les  deux  forces  qu'on 
considère,  la  pyramide  Iriangalairc  qui  a  pour  sommets  les 
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extrémités  des  lignes  qai  représenlenl  les  forces,  a  ud  vcdiime 
coDSlant. 

Démonstration.  Oo  sait  qu'an  Bfslème  de  forces  dirigées 
d'une  nuoiêre  quelconque  daus  l'espace ,  se  ramène  généra- 
lement à  une  force  et  à  un  couple  qui  ne  sont  pas  dans  le 
même  plan.  En  traDsportant  le  couple  parallèlement  à  son 
plan,  de  mamère  que  l'une  des  exlrémîlés  de  son  bras  de 
le?ier  Tienne  sur  le  point  d'application  de  la  force ,  cette 
dernière  et  Fane  des  forces  du  couple  étant  appliquées  an 
même  point ,  se  composent  en  une  seale ,  et  II  reste  deux 
forces  non  sitaées  dans  le  même  plan.  Le  .couple  ponvanl 
être  changé  en  une  liifipilé  d'antres  équiralents  et  pouvant 
d'aiUeurs  tourner  dans  son  plan,  ce  système  de  deux  forces 
pourra  varier  d'une  infinité  de  manières. 

Considérons  donc  le  couple  (P,  — P),  dans  l'une  de  ses 
portions;  soit  MNi^jf.  80)  le  plan  du  couple,  et  Qla  force  qai 
d<ril  se  composer  avec  la  force  P  du  couplet  conslrnisoas  le 
parallél<^amme ,  et  soit  AR  la  résultante.  La  pyramide 
construite  sur  les  deux  forces  —  P  et  AR  aura  pour  mesure 
de  son  volume  sa  base  ABP  multipliée  par  le  7  de  la  dislance 
du  point  ft  au  plan  MN. 

Faisons  maintenant  tourner  le  conide  dans  son  plan  autour 
du  point  A  et  supposons  qu'il  prenne  la  position  P'Âfi'.  Ra- 
menons encore  ce  couple  et  la  force  AQ  à  deux  forces  —  P 
et  AR'ila  pyramidecoDstrnile  sur  cesdeux  forces  aura  même 
base  que  la  précédente ,  car  les  triangles  AB'P'  et  ABP  sont 
égaux ,  puisque  les  deux  couples  sont  identiques.  Elle  aura 
aussi  même  hauteur,  car  le  plan  MN  et  le  plan  des  deux 
lignes  RQ  et  R'Q  sont  parallèles  d'après  la  construction.  Les 
perpendiculaires  abaissées  des  points  R  et  R'  sur  le  plan  MN 
sont  par  conséquent  ^alcs,  les  deux  pyramides  ont  donc 
des  volumes  équivalents. 

Nous  arons  snpposé  que  le  couple  se  déplaçait  sans  que 
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u  Ibrce  changeât;  s'il  »e  traagforme  en  ud  autre  éqaivileot , 
c'eal-jh-dire  d'na  moment  égal,  le  triangle  qal  forme  la  baie 
de  la  pyramide  conaerre  la  même  surface  qa'aopaniTa&l, 
puisque  le  produit  de  sa  base  par  t»  hanleor  ne  varie  pas. 
On  démontrerait  comme  auparavant  que  la  baotenr  de  la 
pyramide  reste  toujours  la  même;  le  Ibéoréme  est  dcmc  dé- 
montré [*). 

Obiervation.  Le  beau  théorème  de  M.  Chastes  est  une 
contéqneoce  immédiate  des  conditions  d'équilibre:  1°  des 
forcea  sont  at  équilibre  autour  d'an  axe  fixe,  lorsque  la 
•omme  algébrique  de.leurs  moments  par  rapport  à  cet  axe 
est  nulle  1  le  moment  d'une  force  par  rapport  knn  axe,  c'est 
le  {woduit  de  cette  force  par  sa  plus  courte  distance  à  l'axe , 
multiplié  par  le  sinus  de  l'angle  des  deux  droites  ;  2°  le  vo- 
lame  d'une  pyramide  triangulaire  est  égal  au  sixième  du 
produit  de  deux  arêtes  opposées  par  leur  plus  courte  dis- 
tance et  par  le  sinus  de  leur  angle  ;  3°  donc,  si  sur  l'aie  fixe 
on  i»«nd  deux  points  à  volonté ,  ils  forment  généralemeat 
avec  les  extrémités  d'une  force  les  sommets  d'une  pyramide 
triai^nlairc;  il  y  a  autant  de  pyramides  que  de  forcea  ;  donc 
dans  le  cas  d'équilibre  la  somme  algébrique  des  volumes  des 
pyramides  est  nulle.  4*  Soient  m  forces  en  équilibre,  en 
|H«Dant  la  direction  d'une  quelconque  de  ces  forces  pour  axe 
fixe ,  l'équilibre  sabsiMera  encore  ;  combinant  les  exlrémitéi 
de  celle  force,  successivement  avec  les  extrémités  des  autres 
forces,  ooannm — l  pyramides  dont  U  somme  des  volumes 
sera  nulle  ;  faisant  le  même  raisonuenaent  pour  chaque  foice, 


("<  L'aulc»  a  dfpuif  rompltlt  crue  d^iDDititrilion. 
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tes  qtulre  toeoBS  P,  Q ,  R ,  S  en  équilibre  ;  représenloiM  pw 
FQ,  PR,elc.,  les  Tolames  des  pyramides  triangalurei  does 
im  forces  P  et  Q ,  P  et  R ,  etc.  ;  on  aura  donc 

PQ+PR+PS  =  0, 
QP+QR+OS=0, 

RP4.RQ_}.RS=0, 
SP+SQ+SR=0, 

d'où  l'on  tire  PQ=RS,  PR=QS,  FS  =  QRi  ceqairerienl 

an  théorème  de  M.  Ghasl^.  Tm. 

DÉMONSTRATION 

D'UN  THÉORËME  DE  H.  CAUCHY. 

VAR  H.  BOUTB.OUX . 

ilén  ta  Cvlléga  njëi  d'Orltui. 

La  racine  m***^  du  produit  de  m  nombres  est  plus  petite 
que  la  moyenne  arithmétique  entre  ces  m  nombres. 

Je  commencerai  par  démontrer  qne  le  lbé(»-ème  est  Tra), 
lorsque  m  est  une  puissance  de  2. 

11  est  vrai  pour  la  racine  carrée  :  en  effet ,  appelons  a  et 

b  les  deax  nombres,  je  dis  qu'on  aura  \/ab<i  -^^  -.  car 
on  a  identiquemoit 

(jfr  est  donc  moindre  que  ^^^j    et  par  conséquent  V^ôfr 

a+b 
est  ansBi  moindre  que  — ^ ,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

II  est  facile  de  passer  de  là  an  cas  où  m  =  4  :  en  efiU 
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if^âbëd  peut  se  mettre  boos  la  fonne  \/VabVcd.  Se 
coosid^  V^âb  et  \/cd  comme  deni  facteurs  ;  nous  aurons 
donc  la  racine  carrée  des  deux  facteors  V'''"''«t  V'^*!"* 
sera  moindre  qae      ^^^       '^i»'  l^âb  est  moindre  qoe 

^i^  et  V/ërf  moindre  qne^i^,  donc  à  plus  forte  raison 

, —        4, aA-b+e+d 

VyabVcdooyabcd  sera  moindre  que  j ■ 

On  passera  de  ce  casa  celui  on  m=8,  puis  an  cas  où 
m=  16  et  ainsi  de  snite.  Le  théorème  est  donc  vrai  pour  un 
nombre  de  facteurs  égal  à  une  puissance  quelconque  de  2. 

Avant  de  démontrer  le  théorème  poor  tous  les  cas  possi- 
bles, je  vab  faire  voir  que  s'il  est  vrai  pour  le  cas  où  l'on 
considère  m + 1  nombres ,  il  sera  encore  vrai  pour  le  cas  où 
on  n'en  considère  plus  que  m.  Je  suppose  qu'on  ait 
a  +  fr+c+rf....+t+^ 


V 


«"■'•■■*'< H^+T 


P-;6a:r7>  <-+'+■'■+■'■-+*. 


et  je  dis  qu'on  aura 

Ç^abcd.... 
«iefft>l,  yabcd,,.  k  peut  se  mettre  sous  la  forme 

je  fais  SOTtir  a'b"...  k'  de  dessous  le  deuxième  radical,  et 
yùaian\yabed....k(/âbëdZJ.    Or -nous  avons   ici 

n»  +  l  facteurs  sons  un  radical  dont  l'indice  est  m+1,  et 
noos  avons  supposé  que  dans  ce  cas  le  (béorëane  est  vrai  > 
pous  aurons  donc 

'iYabcd...  kyabcd...k-' 
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on  tire  de  li  ce  qn'oo  voulait  déiDOBtrer,  savoir  ; 

Si  le  tbéorème  est  vrai  pour  ao  certaia  oombre  de  fac- 
tears,  il  est  donc  encore  vrai  lorsqu'on  a  an  facteur  de 
moins.  Or  quelque  soit  le  nombre  de  factears  que  l'on  con- 
sidère, on  pourra  toujours  trouver  une  puissance  de  i  plus 
grande  que  ce  nombre  ;  le  théorème  étant  vrai  pour  un 
nombre  de  facteurs  égal  à  celle  puissance  de  2 ,  sera  encore 
vrai  pour  ce  nombre  diminué  d'une  unllé ,  puis  de  deux,  de 
trois  unités,  et  ainsi  de  suite.  Ou  descendra  ainrî  jusqu'au 
nombre  proposé  :  le  théorème  est  donc  démontré. 

Observation.  La  première  partie  de  celte  démonstration 
est  celle  de  M.  Cauchj;  la  seconde  en  diffère  un  peu. 
{Cours  d'AnalyK,  page  457,  1821.)  MM.  Lobbalo  et 
Bobillier  en  ont  donné  aussi  une  démonstration  dans  la 
Corrapondance  Malhématiqne  de  M.  Quétclet,  lome  IV, 
p.  16»,  1828.  Tm. 


QUADRATURE  DES  œURBES  PLANES 

ET  CUBATUHE  DES  SOLIDES  DE  RËVOLt;TION . 

VAR  M.  OAKTAIXO, 

Èiiit  da  Collétn  roT«l  de  SaiDt-Louii  ('). 

Quadrature  des  courbes  planes. 
Observation.  Celte  méthode  d'af^>roximalion  ,  basée  s 

(■)  Miintcntnl  él«f«  à  l'Écola  pelTlcchniqnii  llilcn^l,  el  a  «ti  ■dnii 
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le  même  prineipe,  est  moins  exacte  qae  celle  qui  estdéveloi>- 
pée  dans  le  tome  II  des  Fonctions  elliptiques  de  Legendrc 
[p.  573).  Nous  arODS  admis  ce  trarail  parce  que  la  mardie 
eslélémcDlaire,  et  que  les  résultats  son!  snfQsants.  On  sup- 
pose, d'ailleurs,  que  la  foDctioo  y  conserve  toujours  même 
signe  et  n'éprouve,  non  pins  que  les  coefficients  différen- 
tiels, des  changroients  brusques  pour  de  légers  accroisse- 
ments de  la  variable.  Leibnilz  est  le  premier  qui  ait  essayé 
cette  Jo6me  méthodede  quadrature  (Act.  emd-  aprîl.,  p.  178, 
ann.  1693).  L'année  suivante,  Bemonlli  (Jean),  a  donné  sa 
célèbre  série ,  qui  est  le  point  de  départ  ou  d'arrivée  de 
tout  ce  qu'on  a  fait  depuis  (Acl-,  p.  438,  ann.  1694].  Tm. 
I .  Soit  AM  (fig.  85),  une  porlioa  de  courbe  plane  quelcon- 
que, qu'il  s'agit  dequarrer.  Partageons  OP=jrenfn  parties' 
égales ,  élevons  les  ordonnées  correspondant  à  chaque  point 
de  division  ,  et  formons  les  rectangles 

MQFP,  M'Q'P'-F, etc. 

Chacun  d'eux  deviendra  un  élément  de  la  surface  AMOP,  si 
DOns  supposons  mi=oc  ■.  leur  somme  devra  donner  celte  sur- 
face. 

Or,  l'aire  du  premier  rcctanglecst — y,  celle  da  second 

—  y,  celle  de  troisième— y ,  ccllcdu  m'*™' -j-^-i, 

leur  somme  sera ,  en  la  désignant  par  i , 


UD  dci  «umiiuleDri,  le  iis<  ;  etl»  Hmhie  dèpiMcr  Im  limllc*  <le  II  Mérinta 
qu'il  fiai  tquiublemïnl  iceordor  aux  erreurs  diui  les  JusemenU. 

(')  De  M  rMigine  du  mol  tammt  pour  Ptprimar  une  iitUsralieK.  Celle  dél- 
abre dénemlniUon  etl  dun  lui  Bernoolli  ;  car  Lelbnili  ippeliit  l'iDlégrat» 
UrwMuttu  MftrtHliamdum  el  «BMi  iummaUrium.  <).  Barnoulll,  Op.  ttnn^, 
(.l.p.iM.)  T». 
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Soitys^Jlx)  l'équatioo  de  la  courbe ,  (m  aura  érldemmeiit  i 

la  aoDune  des  rectangles  devient  alors 

.=;{/-,„+/(._i)+/(^^)+ 

On  B  d'ailleurs  les  égalités  gaJTantes 

A'-mr^'"^—^ n-+^ TT-;n  Ti5+- 


■      /»•    i.a.3...«' 

■'K,       nir'-"-'     m       1    "•"  m'     1.2      mf     l.S.s"^'" 
m'     I.3.3...R' 

j      (m-a)j\  _      _(»_3)£  /-w  ,  [(-»-a)j;l'  rw 

-'V  ">      /  "•  I    "•"      »."  l.ï 

fli'       i.a.s"^''       m"       1.2.3. ../»' 

A^     ;;r~  ;--"''' — s — r+'~;? — rr 

[i.»-<)j;]  /"'(j)      [(17— i)j;r   .rw 

m'         1.2-3  "■■  m'  1.2.8.. .n 
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2.  Retrtarques.V  Nons  avons  supposé  d>iu  tout  ce  qai  pré- 
cède que  les  axes  étaîeDt  rectangulaires.  Dans  le  cas  où  ib  h 
le  seraient  pas,  en  nommant  a  lenr  angle,  \M  aorait  poarei< 
pressicMi  de  la  noavellc  sarface 

X':^Biaa£. 

2°  Si  on  voDlaît  avoir  sealement  l'aire  d'nne  porUon  telle 
qne  MKNP,  on  Terait  NP  =  z,  et  divisant  z  en  m  parties 
égales ,  les  ordonnées  snccessives  seraient 

-^'>.  ^=/(— :>^-=<'-") 

Alors,  par  an  calcul  identique  à  celui  qae  nous  vommu  de 


faire,  mais  dans  leqad — i  ^ £tc. ,  seraient  remplacés  par 


— ,-^ etc.,  on  obtiendrait 

■■■=^i...3.ri.(-.+.)^'"'- 

3*  Nom  avons  admis  qae  l'oD  araît  géoéraleawDt 

S.  1 

pour  ne  rien  laisser  à  désirer,  nous  donnerons  îd  nnc  dé^ 
monstration  de  cette  proposition. 

S(Aeata,b,c,d...kym  les  termes  d'une  pr(^;ression  par  dif- 
férence dont  la  raison  soit  I ,  nous  anrons  : 

t-  =  ia+i)'  =  a'+na'-  |  "'^"a"-'+ +««+«•, 

«^  =  (i+1)-  =  *"+«(.-+  ifcUA— + ^nb+b\ 

rf'=(c+l)"=c"+n<:"-'+^^^'c— + +nc-K, 
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Eofio  faisanl  «t=:ec, 


lin,,  i?-  =  IS). 


Donc,  etc. 


Appuutious. 
3.    Quadmlwn  du   ortie.   L'éqiuliOD    da    cncle  est 
ys=  (r* — X')',  oo  en  faisanlr^  1,  y={\ — j:')'  ,  nous  au- 

ronsdonc,  en  désignant  pour  abréger  par  A,B,G,D ks 

cO^cienti  noaiériqaes  do  déTeIoiq)eineot  de  (l<r-^^'  : 

y>^f{x)=fS—xy  =  \  — Ajt"  — Bj:*— CjS— D;c*— 

d'0Ù/'{j)  =      — 2A;c  — 4Er'— 6Gr*— SDj:*— 

f<{x)  =  —1 .2A— S-iBar"— 5.6Cj:*— 7.8Dx«— 

/^(x)  =           — 2.3.*ftr— *.5.6Cx'— e.T.SDx'— 

/•(a-)  =  —i.a.3.4B— 3.4.5.60;^— 5.6.7.8D**—. 

/•(ar)  '           =                      — 2.3.t.5.6Ca>-*.5.6.7.8D:c*— 

/"(x)  =  .  -^1.3.3.4.5.60— 3.».5.6.7.8Ifcir*—-. 

/•'(x)  =  — 2.3.4.5.6.7.8DX— ..- 

f^[x)  =  — I.2.3.4.5.6.7.8D-.. 

En  mnllipliant/(Lr)  par  -  yj'ix)  par  — —  ,  et  de  mâine 

chacune  des  antres  dérivées  par  one  poissance  de  x  diriiée 
pir  un  produit  numérique  convenable ,  oomoie  l'indique  la 
sérje(:)(n*i],  tons  les  termes  d'une  même  colonne  devioi- 
nent  de  même  degré  ;  ils  deviennent  aussi  aKematiTonent 
posilifri  et  négaliii  ;  ils  sont  lonjoors  en  nombre  égal  à  l'ex- 
pounl  de  X  dans  la  colonne ,  et  ce  nCHDbre  est  tonjoars  im- 
pair ;  enfin  ils  se  détruisent  Ions ,  i  l'excepliiKi  dn  donier  de 
chaque  colonne,  de  la  manière  snivanle  -.  le  {vemier  est  ^^ 
et  de  signe  contraire  à  l'arant-dernier  -,  1c  second  est  égal  el 
de  signe  coniraire  au  second  avant- dernier,  et  ainsi  desnîte. 

('   C'MUcqa'on  déduit  dirccIcmcntdeUfgriniiletA),  p.  i».         Tn. 
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Eq  sorte  qoe  doiu  aTOos  pour  la  snrbce  cherdtèe,  ea  nib-' 
•tilnant  àlapUccde  A,B,C...  leurs  valears 

S—   —^*^——i—      **-^  i^\    1.1.3.5  Ix» 
■"■^     Ta   3        1.22' 5  ~  1.2.3'2i  7      1.2.3.*a«"9       " 
Maiateaaot,  si  de  l'espace  AOMP,  nous  retranchons  le 

triai%lcOMP=  -  x  (I — x')>,i)otiscd)lieodroospoarlaâar- 

bce  da  secteur  AOM 
—  '  ff  4-  *  ^jJjI  J:*     1.3.5  x^      1.3.5.7  J*  ■\ 

'  — 2M"^2T"^2l*  5  ''"2.4.6  T"*"  a.i.fi.S'T"*"""  A'* 

DivisoDS  cette  expression  par  -  -le quotient  sera  l'arc  AM. 
en  le  désignant  par  a,  et  obserraol  que  jr=aia  a,  nous 


2     3     ^2.*'    5     ^«.♦.6    7 
i. 3.5.7  sin*d 

fwmale  propre  à  donner  le  rapport  de  la  drconféreDce 
«adiamètre,car  si  ony  fait  ds=30*,ooaarasiaa=-,et 
,/     ,    1     ,  3     1    ,  3.5    I     ,  3.5.7    1     ,      * 

««='=H*+2>3  +  4-?l+4:6-iC7+4Z8-?:»+-)- 

Cubature  des  solides  de  révolution. 
4.  Propoaoos-nons  de  tronver  le  volnme  engendrépar  l'es- 
pace AOMP  loamant  aolonr  de  OX  (/E;.  85).  Décomposmu , 
oMume  précédemment,  cette  snrface  en  rectangles  élémen- 
lairea ,  chacun  d'eux  donnera  naissance  i  an  cjllndre  dont 
la  mcsare  respective  sera 

^      ,      ^    j,     ^      <„        ^      t 


(*)  Ucr.,  Cllcal  dtS.,  hI«  *»  •  >*  MiliMi. 
C)  lUd., f.tlt. 

A».  ■■  Mt-nta.  I, 
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La  Bomme  des  cjlindrei  sera  donc,  en  la  dâsigoaal  par  T, 

En  déreh^paDt  les  termes  de  lapar«itbè«e,  comme  ao 
D*l,  et  faisant  m=oc,  on  obtieot  poor  le  Tolome  cbercbè 

série  semblable  h  celle  qui  donne  la  surface  ;  sealonciil  toos 
les  termes  sont  multipliés  par  un  facteor  constant  « ,  eijix) 
y  est  remplacée  par  f  (x).  On  a  d'aillears  entre  ces  den 
fonctions  poor  ane  même  coarbe,  la  relation 

,{x)=[/[xn. 

9.  L'ap^îcation  immédiate  de  la  fonralc  précédente  ans 

éqoations 

^■=(-'.'+')" 


dont  la  première  représente  une  droite,  la  seconde  on  cade^ 
la  troisième  une  ellipse ,  la  quatrième  une  parabide ,  dooM 


\sxttr*  -  ponr  le  TotanM  da  ctee, 
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V  =  ^  nAF  poor  le  volume  de  l'ellipsoïde  de  rérolation  « 


b,  Google 


—  380  — 

k  l'aide  de  deux  courbes  variables  plus  simples.  II  soffit  de 

faire/(x,  j-J  =  aw»;  el  FCj:,j')=  — ;  m  étaot  UQ  paramèlre 

vartaUe;  les  înlersectioos  de  ces  deox  coorbet  donnent  les 
points  de  la  première  et  peaveni  servir  quelquefois  à 
décoQTrir  ses  propriétés.  Tm. 

Jusqu'ici ,  les  méthodes  employées  ponr  discuter  et  coo- 
strairelcs  courbes  reprcsentées  par  des  équatirasalgébriqaea 
de  degnésupèrienr,  sont  très-reslreiotes,  soit  à  cause  de  l'im- 
puissance complète  de  l'analyse  dans  certains  cas  ^  on  bien  1 
cause  des  procédés  trop  pénibles  dont  il  faut  faire  usage 
pour  arriver  à  an  résultat  qui  presque  toujours  est  en  lui- 
même  d'une  extrême  simplicité. 

Les  théories  ordinaires  oe  sont  guère  applicables  qu'aux 
éqnalionsde  la  formej'^'J'Cj:),  ^(j:)  n'étant  ni  la  somme, 
ni  la  diflcrence  de  ploiieors  fonctions,  on'  tout  an  pins  de 
deux,  et  encore  dans  certains  cas  préparés  à  l'avance,  i 
cause  de  rmunensité  des  calculs  qu'il  faut  faire  pour  <Ateiiir 
les  tangentes,  les  asymptotes ,  lesensdela  concavité,  delà 
convexité,  etc.  Notre  objet  est  d'étendre  ces  considérations 
jusqu'aux  expressioDs  pins  géoéralet 

Y  =  ±F(j:)±F.(j:)±F.(j;)±....F,tx).       (I) 
Désignons  d'avance  pary[X,ï]s:0.  l'équalioBde  la  courbe 
qu'on  vent  construire,  puis  posons 

^=±F{;r).  r.-±F,(*)....^,=±F.{j:)....  (3) 
ce  qui  revient  à 

/t*,r)  =  0,   /,{x,y,)=0..../4x,y.)=0.    (3) 

Supposons  maintenant  séparément,  sur  les  mêmes  axes 
coordonnés,  chacune  des  courbes  représentée  par 

/{-r,^)=0,   f.(x.y.)^O....f[X,Y]^0.    (4) 
Si  ,  par  un  point  situé  sur  f  (X ,  Y)  =  0 ,  e(  dont  les  coor- 
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données  sont  «  et  p ,  on  suppose  une  orilunncc  indéfinie , 
celte  ligne  coopéra  loules  les  lignes  courbes  de  la  suite  (4) . 
en  nne  série  de  points  dont  les  ordonnées  seront  le  pins  sou- 
TFat  de  looguenrs  différentes ,  et  dont  tontes  les  abscisses 
correspondantes  seront  égales  à  a-,  alors  (1)  prendra  la  forme 
p=±p±p,±....±p-.  (S) 

On  fera  d<HK  Y  ^a1  k  la  somme  on  À  la  différence  du 
second  membre  de  [5]  en  ayant  égard  aaz  signet  •4'  et  — 
qni  précAdent  diBcane  des  quantités 

p.  p.,  p. P- 

De  celte  manière,  on  aara  noe  série  de  points  appartenant 
loos  à  la  conrbe  cherchée.  Oo  mènera  ainsi  des  ordonnées 
soGcessïTes  par  chaque  point  de  l'aie  des  .r ,  et  on  aura  par 
points,  la  coorbe  représentée  par  y  {X,  ¥)  =  0. 

Si  tontes  les  Talenrs^,  ^„  P,i>--  sont  diffirentes ,  on  aura 
autant  de  points  de  f(X,  ¥)^0,  qu'il  y  a  d'unités  dans  le 
nombre  3";  les  quantités  0,  0,,....  ayant  chacune  devant 
die  le  double  signe  ±,  [*] 

Si  oBa0  =  ^„  on  aura  an  point  donUe  de  r(X,¥)=Oi 
de  mteM  on  point  triple, qoadrople,  etc.,  pour 

Il  est  très-facile  an  surplus  d'obtenir  la  conrbef(X,  Y)=Q. 
Oo  construira  d'abord  séparément,  si  l'on  reut  /(x ,y)=<i, 
*^  f,i^yï,)=^^,  puis  on  {««adra  l'nne  de  ces  courbes 
telle  n'a»f(x,y)^(i  pour  diamètre,  emoile  on  portera 
les  ordonnées  correspondantes ,  pour  noe  même  abscisse , 
dey,(-i^)  ^.)=0  ,  an-deMus  on  au-dessoos,  ou  eosemble 
en  même  temps  ,  du  diamètre  construit ,  selon  qoe  l'on 
aoraY=^-f-_j'_on  Y=cj-— ^,  ou  Y=r:±.y,.fia  pourra 
dès  lors,   snppriffler  f(x,  y)^0,  /,{x,j',)  =  o,  et  leur 


O  ^Jt—  <unt  det  quilitéj  rccll». 
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substituer  ?(-r,  j')=0,  que  l'on  combinera  absolament  de 
la  même  manière  avec  l'équation  suivante /, [^,  ^}=:0,  et 
ainsi  de  suite, on  aura  fînalenient  par  ce  moyen  <)>[X,Y]=0. 

Il  résulte  de  ces  opérations  que  si  deux ,  trois,  quatre 

n  courbes 

/(ar,j-)=0,  y;(j:.^.)=O..../.-,(j:.r-.)=0, 
sont  entre  elles  oo  sécantes,  outangentes,  on  asymptotes,  cic  , 
la  courbe  représentée  par  t(X,  Y}=0,  devrantetlrecelaen 
évidence,  et  il  y  aura  dans  7[X,Y)  =  0,  S.  3,  4,....  n 
branches  de  courbes  qui  seront  sécantes,  tangentes  ou  asymp- 
totes entre  elles,  elc-i  et  cela  est  visible  puisqu'on  ne  fait 
qnc  projeter  une  courbe  sur  une  antre  prise  pour  diamètre, 
puis  projeter  encore  la  courbe  résultante  de  cette  opération, 
sdon  laméme  loi,  snr  un  autre  diamètre  et  à  l'infini.  En  sorte 
que  la  projection  de  chaqne  point  parcourt ,  d'une  manière 
continue,  l'étendue  d'une  parallèle  k  l'axe  des  y,  l'abscisse 
de  ce  point  demeurant  constante  pour  toutes  les  variations 
possibles  de  l'ordonnée  de  ce  point.  Le  principe  énoncé  est 
donc  vrai. 

Noos  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  ces  considà-a- 
tfons  générales. 

Voici  quelques  exemples  -.  stÀl  proposé  de  discuter  et  de 
constmirela  c<»nrbeqne  représente  Y^.r-}-tangj:=k:sinx, 
posons  j^=x,  j',=tangjr,  ^,=±«n  j:. 

La  première  de  ces  équations  représente  Ifig.  83}  onebia- 
iectrtce  OK  des  axes  coordonnés ,  la  deuxième  une  langen- 
tolde  COC,  et  la  troisième  une  sinusaoïde  BOS.  Menons  une 
ordonnée  oA,  pnis^=42A,^,=cA,  ^,=±e&  ;  on  aoradonc 
pour  le  premier  point  de  f(X,¥]:=0,  dk-i-ch-\-ek  =  ah, 
d(Mic  le  point  a  est  le  point  cha«bé  ;  pour  le  deuxième  il 
fant,  au  lien  d'ajouter  eA,  le  retrancher ,  et  comme  eA<  tth, 
il  s'ensnit  que  dh-\-ch~th=^hb,  donne  un  deuxième  point 
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de  la  courbe  en  b  silaéégalemeal  au-dessus  de  la  tangeatolde, 
on  mènera  ainsi  des  ordonnéet  ssccessires  en  les  assDJetlîs- 
unt  à  réqaation  ci-desaos  ,  e(  on  aura  toos  les  pCHBls  de  la 
coorbe  cherchée.  Si  on  ne  vent  qoe  la  forme  de  f(X,  Y;=0, 
deux  ou  trois  points  peuvent  saflBre,  car  on  reconnaît  bienlôt 
qne  la  tangente  étant  ac  pour  l'arc  de  90*,  la  tai^entolde  a 
poar  asymptote  la  ligne  Va ,  et  qoe  les  denx  branches  AOA', 
BOB'de  f(X,Y)=0,  ont  anssi  cette  a^mptole  pour  limite; 
donc  les  trois  branches  COC,  AOA',  BOff  ooocoureQt  au 
même  point  de  l'asymptote  3V>  ritné  à  oc.  Donc  la  courbe 
représentée  par  f  (X ,  Y)  =  0  «I  comprise  toot  entière  entre 
les  deax  lignes  parallâes  Va  tH.  W.  Cette  courbe  dont  la 
discnssioo  est  fort  simple  par  cette  méthode ,  serait  d'one 
difficulté  inoDle  par  les  procédés  ordinaires ,  c'est-à-dire  it 
oo  Toolait  la  construire  direclODent  par  peints,  ainsi  qu'il 
est  facile  de  s'en  convaincre. 


50UDITË  ENGENDRÉK  PAR  DN  SECHENT  PARABOUQDB, 


La  surface  d'nn  sèment  de  la  parabole  y=px  étant 
élémentaire,  j'ai  cm  qu'on  ne  serait  pas  fiché  de  voir  com- 
ment on  peut  déterminer  la  solidité  engEmdrée  par  ce  même 
filment  autour  de  son  axe ,  sans  avMr  recours  an  calcul 
intégral  ('). 

La  solidité  engendrée  parle  segment  AmP  de  la  parabole 
yr'z=px,  tournant  antonr  de  s<hi  axe,  eA-.picx'. 

Gmcevonsun  polygone  rectilignc  quelconque  mm' ml'.... 

C)  V.  ptae  III. 
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inscrilàUparabole>''=/'x  (yfjf.  69)  )  des  sommels  de  ce 
polygone,  menons  de*  parallèles  aax  lignes  AP,  Pm;  elles 
représeoteroul  les  abscisses  el  les  ordonnées  de  ces  somotels, 
CCS  lignes  prolongées  rormcront  les  reclanglps  PVpm\ 
P'P"p'm".. .  qui  scroQt  inacrils  k  la  parabole,  elles  rectangles 
QQ'yn»',  Q'Q"y'm", . , ,  qui  lui  seront  extérieurs. 

En  représentant  les  premiers  parP,  F,  F'....  les  derniers 
par/»,/»', />"....  on  aura 
Solide  engendré  par  Wpm'  autour  de  l'axe  r^ix — x'). 
Solide  engendré  par  QÇfqm'...  «(  r* — y>r', 

ce  dernier  é(aut  la  diOercnce  des  cylindres  engendres 
par  les  rectangles  AQ^F,  AQ'm'F,  dont  les  solidités  respec- 
tives saa\  jty'x'  el  ity'x'. 

Si  on  prend  le  rapport  des  solides  précédenls ,  on  aura 
P     y'(x— y)         .  ,  ,      , 

—  =-r-; TT. — ;  ;  iwsis  parce  que  les  sommets  m.  m' sont 

P     iy—y)x' 

à  la  parabole,  on  a  tout  àlafoi8^=^2',  y=^j^,etpv 

P     yvx j/)      P    y 

suite  —  =  —r-, r  on  —  =  —  =  1 ,  résoUat  indépen- 

p       px^[x—a/)       p       px 

dantde(x — 3/),  c'est-à-dire  de  la  dislance  qui  sépare  les 
n»nmels  m,  m\  m"....  du  polygone  inscrit. 

Par  des  raisons  semblables  aux  précédentes,  on  aura 
F  ,  F'  ,  X  .P+F+F'+etc....  , 
-7=1,  -7;  =  1...  et  par  conséquent — — rn — H =<■ 

Ce  qui  signifie  que  le  solide  engendré  par  le  segment  AmP 
qni  se  compose  delà  somme  des  rectangles P-)-F-|- F' -f  etc.. 
est  ^1  au  solide  engendré  par  AQ/n  ou  p-\-ji-\-^'-\-e\R.... 
qui  complète  le  rectangle  tiS()m.  dont  la  solidité  est  v^x. 

Donc  enfin  le  solide  cherché  est  i  Ty^x ,  on  ;  i>^x',résul- 
lat  conforme  à  celui  que  fournit  le  calcul  inl^al  (  yoir 
Calcul  intégral  de  M.  Lacrtnx,  $  5t5). 
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QosSTiONS  d'examen,  {y.  p.  347). 
Analy». 
23.  Troarer   approximativement,  sans  le  secours  des 

Ubte,      '°«?,. 

log;7— Ios5 

7" 
O^^rvolùm.  n-est^lkpeo  près  à  3. 

63.  Des  extrànités  d'un  axe  principal,  on  abaisse  des 
perpendicalaires  sar,  les  cordes  supplémeatains  qai  passent 
par  ces  extrémités  ;  trODTer  le  liea  géométrïqne  des  iatersec- 
tions  de  ces  perpendicalaires. 

M.  Enli«  toates  les  ellipses  qu'on  peut  inscrire  dans  « 
parallélogramme  donné,  trouver  celle  dont  l'aire  est  an 
maximum. 

65.  Comment  connaître  par  la  trigonométrie ,  que  quatre 
p(Hnl8  sont  dans  dd  même  plan  ? 

66.  Étant  données  les  équations  généralesde  deux  coorbts 
du  second  degré,  quelles  relations  dfÛTent  eiister  entre  les 
coefficients  pour  que  les  coorbes  8oi«it  ^ales  ? 

Solution.  Soil  ay'-\-bxy-\-cx'-\-dy-\-ex-^fsx<i,  l'é- 
quation  d'une  conique ,  faisons 

b'~kac=m;    a«'— frd«+c<£'+/(fr'— 4ac)=L, 
écrivons  l'éqnatiOQ 

mV — kmL{a-\-c — ircosj)x — 4L'8in'7  :=  0 , 

7  étant  l'angle  des  axes.  Les  carrés  des  demi-axes  principaux 
sont  les  racines  de  cette  équation  qui  suffit  pour  répondre  à 
|a  qnosiion. 

Géométrie  deKriptive. 

t.  Eianl  donnés  deux  plans  et  la  projection  hoHzoolale 
d'une  dri^te  tracée  dans  un  de  ces  plans ,  trouver  les  pro- 
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jcclioas  d'aoe  droite  tracée  dam  l'aotre  plan ,  et  dont  la  plus 
coorle  distance  h  la  droite  donnée  est  donnée. 

3.  Une  droite  est  donnée  par  ses  deux  projections  et  nn 
ninn  nnr  mw  dftns  traM<s  :  Irnnvfir  1rs  nrnierlinns  d'nnn  droite 
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I. 

^  +y  +»"  =>'■      xv+yy+'i'ir^p: 

^"■+y"+  i"'= «",    x".^'  +yy + »v  =  r • 
11. 

ïy-yj'"=f',    «■«"'— s'y"  =.",  yy— iy=r, 
.rv  — !y=r,    iV— a7'«"=.-,    iy-yj^=r. 

m. 

*y<'+y»"V"+ivy"— yj/y— /jtV"— iyy"=). 

IV. 

BV"_f"»=fl",         p'p'"— a"6''=i", 

«V — f/"*=ii"i         p'ff' — a"'p"'=i"', 

T. 

<^'a"'— A"=A',        f'A'"— a'*'  =ff, 
„■<."■— i""=  A",        W"— o"i'=ff', 

a,."_4"»=A"',      yy  —<i'ir=v. 

VI. 

«"«"'— «"=x',  Ci"'— r'5"'=ï',  ev"— jT=2', 
c.'"— «'r=x",  ft"— fr'=ï",  ,r'— f."=r, 
.■ç"— 5V=x",    ff— 5't"=r',   w— ■r=z", 

3.  Les  notalions  1 ,  IV,  T,  ne  donnent  lien  à  aacnne  ob- 
aervation. 

Pour  former  la  nolalion  11 ,  on  écrit  cirnitairement  les 
trois  tcnnes  xj',  yz,  zx;  i-  le  premier  :rj-  fournit  yy, 
^y'j  ^'"y,  ce  sont  les  trois  termes  positifs  dans  les  trois 
dernières  équations  ;  le  deiuiéme  terme .rs  foornit  de  Démc 
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Va",  j'"s"',  y»',  le»  Irois  termes  posilifs  dans  les  Irois  pre- 
mières éqnationsi  le  troisième  terme  zx  donne  sV,  £'x"', 
z"V,  les  trois  termes  positifs  dans  les  trois  équations  ioter- 
médiaircs;  le*  termes  natifs  se  déduisent  des  termes  positifs. 
Les  lettres  E ,  d  »  de  la  notation  VI  correspondent  aux  lettres 
2-,^,  s  de  II,  et  se  combinent  d'ane  manière  analognei  poar 
avoir  l'expressiMi  III ,  on  écrit  circalturemml  j^^,  yzx, 
T.xy ,  qui  fouroil  les  Irois  tennes  .positifs. 

B.  jRfl/oftoRS  €\ieo,mi. 
Vil. 

r+ v  + 1;"  =  d,     î"r+ vv'+cT'=i', 
r-)-«"'-i-r=«".     ir+^'r+irr»*", 

ï'"j.,""_i.i^"'=a'",     re'+Vn"  +  %-^-=v. 

Mode  de  diductùm.  II  suffit  de  remplacer  les  lettres  par 
leurs  rakon  eo  fonction  des  coordoonécs. 

VUI. 

X"  +  Y-'  +  Z™  =  \',      X"X"+Y"Y"'+Z''Z"'=B', 

X".  +  y+r*  =  A",      X'X"'+  YT"+Z'Z"'=B", 

y+V'+Z^^A'",      X'X"+  ÏY-  +Z'Z"=B"'; 

Mode  de  âéduetim.  Les  équations  VII ,  VI ,  V ,  sont  n'mt- 

/«tres  respectif ement  aux  équations  I,  II,  IV;  on  conclut 

de  là  les  équations  VIII,  par  de  simples  cbangemeots  de 

letires. 

IX. 

x'=ijr',     x':=iy,     x"'=iy", 
ï'  =  )y.      Y"  «  ir",      ï"' = ir'". 

Z'  =  la',         Z"  =  Ie",         Z"'=  Va"'. 
Mode  de  déduc^m.  Dans  les  équations  VI ,  on  remplace 
les  Icllres  a  ,  ç ,  ï  en  fonction  de  x,  y,  i. 
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A"  =1\",       B''  =  l*p", 
A"  =X'.'",     B"=1T- 
DAiucfùmdes  éqiulioiisVIU,  IX  eti. 
XI. 

i'=,vv'+as's"|5"'-"'e"— "S"'- ""?"■■ 

Déduetiim  des  éqoalioiw  X,  V ,  IV. 
Xll. 

iWAielion  des  équations  IV  et  XI. 

XIII. 

3>*=AW+A'V'+A'V'  +  2(B'6'  +  B'y'+B"4'"). 

Déduction  des  éqoatioiu  XII  et  X. 

XIV. 

l'=a'a"<.™+ai't"i-— <i'4"— o"»"— o"*"". 

OAiiiâioli  XIII  et  V. 

XV. 

i-=s'.r'+.rr"+c'fv"-ri;"."-,rr-ç'."r'. 

DéducttoA.  Le  premier  membre  de  l'équation  III ,  élefé 
an  carré  est  égal  au  second  membre  de  l'équation  XI ,  or 
à  raison  de  la  similitode  des  équations  I  et  VII,  on  peflt 
remplacer  les  lettres  J:,.^,  s,  a,  p,  par  £,»,  <;,  a,  b;  et 
l'on  obtient  l'éqoatioo  XV. 

XVI. 

yr+i"r'+*"'s"=>,  r's'-iyr'+ys"'=o,  ^(+^^+^("=0. 

y>i'-t^'/'+3^">i"'=0,  yr,'^y'<,"-\y"''"'=\  a'n'+s"a"+s"'n'"=0, 
a:'f+aJ'ç'+J:"5"'=0,  yi-tf"C-ty"C^O,   j'c'+.-r+s"'C"=». 
Déduction  des  équations  II. 
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r'4'+rV+î'n'=i,     J:"5'+yV+a"i;' =0,    Jr"'f +j-'V+«'"^  =0, 
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—  29i  — 
b'  qnatre  fois  l«  carré  de  l'aire  da  triangle 

.  M'M"M  =«'  +a"+fl"'+2(*'+  b'+  b")  i 
1  =  sis  fois  le  volaine  do  la  pyramide  SM'M"M"'. 
On  arrive  facilement  à  ce  résultat  remarquable  :  f  par 
des  coDgidcrations  géomêtriqnes  ^  soient  F,  P*,  F",  les 
projections  de  Af,  M",  M'"  sar  le  plan  des  xy  ;  le  toIudk 
de  la  pyramide  est  égal  a  la  somme  des  trois  pyramides  qna- 
drangulaires  AP'P"M'M",  AP'P'M'M"  ;  plus  le  prisme  trian- 
gulaire M'M''A1"'P'P'P"'  moins  la  pyramide  SP'F'M"M'", 
TOlumes  qni  s'expriment  directement  en  fonction  des  coor- 
données; on  suppose  que  V  tombe  dans  l'intérieur  du 
triangle  AP"P'"  ;  sr  par  l'analyse;  soit  nij:-f-;y-j-;«+ç=0, 
l'équation  dn  plan  IU'M"M"  ,  on  sait  qne  l'on  a 

m_    t+t+r  n_    /+""-f^"'  p^    c+ir-i-ir. 

soit  /  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  A  sor  le  plan 

MWM"', rooa^=: —  ,;  reibplaçant  ii,n,  p, 

par  leurs  valeurs ,  et  ayant  ^rd  aux  relations  Vil  ;  Il  rient 

du  triangle  M'M'Itt'";  dooc,  etc. 

De  cette  expression  on  déduit  facilemenl  le  volame  de  la 
pyramide  en  fonction  des  côtés;  désignant  ces  aréles  paro, 
b,  c ,  d,  e yj",  cl  le  Tolnme  par  c ,  on  aura 

mv*  =  c'd'ia*-\-b'+e'-i-f—c'~-d'} 

-^bTli--{-c-+d-  +  e--b'~r-] 

aet  «  sont  des  aréles  opposées  ;  de  même  eet  </,  &  et^; 
cbacon  des  qaaire  derniers  termes  comprend  lésantes  d'une 
même  face.  (Legendre.  Noie\^  prob.  Vil.) 

(  La  suite  prochainetiunt.  ) 


b,  Google 


ECOLE  NORMALE. 

ÇuestiofU  de  Mathématiques  propagées  au  premier  concours 
Centrée  à  féeole  Normale  (août  1842). 
I .  On  donne  une  ellipse  oo  une  hyperbole  don  t  Afi  est  l'axe 
IransTWse,  et  F  un  foyer.  Par  le  sommet  A  le  plas  toisid 
de  ce  foyer,  on  ntëne  une  droite  quelconque  qui  rencontre 
la  courbe  au  point  C  et  on  la  prolonge  d'une  quantiléCD  telle 

que  le  rapport  ~  ,  soit  constamment  égal  an  rapport 
donn^  -  ;  puis  on  tire  les  drmles  BC  et  FD  qui  se  rencon- 
trent au  point  E.  Cela  posé ,  on  demande  la  conrbc  que  dé- 
crit le  point  E  quand  la  droite  AD  prend  toutes  les  positions 
]to«sibles  antoar  du  sommet  A. 

On  examinera  comment  il  conviendrait  de  modifier  l'é- 
noni^  du  problème  dans  le  cas  où  la  conrbe  donnée  serait 
'  une  parabole  ayant  son  sommet  en  A  et  son  foyer  en  F.  Que 
deriendrait  alors  l'équation  da  lien  géométrique  demandé? 

a.  Étant  donnée  l'équation  y  [x)  =  0,  on  propose  de 
trouver  l'équation  f  (y)  =0 ,  dont  les  racines  sont  toutes  les 

combinùisoDS  de  la  forme  j'  =  — ïH 1  ■i^ctj/  désignant 

denx  racines  quelconques  éef{a:)  =  0.  On  devra  exclure  de 
l'équation  demandée  les  racines  égales  à  2. 

On  appliquera  la  théorie  à  l'exemple  suivant 
/(j-)  =  a:'-3.r  +  l=0. 

La  forme  de  cède  équation  pormetlra  de  simplifier  les 
calculs  qQ'eulralnerait  la  méthode  générale  de  l'éliminalion. 
An*,  m  HitTHeii.  I.  ^6 
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Quesliotu  de  Physique. 

•  1.  Deui  miroirs  concaves  de  mêlai  étant  situés  Tis-i-vis 
l'un  de  l'aalra,  de  manière  que  lenrs  axes  priDcipanx  k 
trouvent  sur  ufke  même  ligne  droilc ,  si  l'on  place  nn  petit 
vase  de  métal  poli  plus  froid  que  les  corps  environnants  an 
foyer  de  l'nn  et  on  tiiermomètre  an  foyer  de  l'autre,  on  ob> 
serve  sur  cet  instrument  un  abaissement  de  température 
plus  grand  que  celui  qoi  aurait  lîea  sans  le  concours  des 
miroirs.  Le  refroidissement  est  encore  plas  prononcé,  lors- 
que la  surface  extérieure  du  vase  froid  est  reconverte  de 
Doir  de  fumée,  on  demande  l'explication  de  ces  phénomènes. 
3.  Uq  objet  linéaire  de  S  centimètres  étant  placé  sur  l'axe 
principal  d'an  miroir  sphérique  coocave,  dont  le  rayon  égale 
40  centimètres ,  et  perpendiculairement  k  cet  axe ,  à  une  di»- 
taocede  83  centimètres  comptée  depuis  la  surface  du  miroir, 
ou  demande  : 

1*  A  quelle  distance  de  ce  miroir,  il  faudra  placer  un  écraii 
poar  obtenir  nue  image  nette  de  cet  objet. 
S"  Si  cette  image  sera  droite  on  renversée. 
3<>  Quelle  sera  sa  longueur. 


niOBLËHES  A  RÉSOUDRE;  THÉORÈUES  A  DâHOI4TnBH. 


3t .  Trouver  l'équation  d'une  surface  algébrique  sor  la- 
quelle, on  ne  puisse  tracer  qu'une  seule  et  unique  droite. 

32.  aetb  étant  les  demi-axes  principaux  d'une  ellipse, 
démontrer  que  le  périmètre  de  l'ellipse  est  tonjours  com- 
(Hisentrcj:(a  +  i»)  et  »rK2a'  +  a*"  (Jean  BemouHi). 

33.  Di^nontrer  que  les  périmètres  el  les  aires  des  portiCM 
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de  pcdy^ODCB  r^ulio^  inscrits  dans  le  même  arc  de  cercle, 
augmentent  avec  le  nombre  de  cdt6s. 

34.  Si  d'sD  point  8Îln«  sur  une  sarfaoB  algébriqae  de  d^ré 
m,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  au  système  de  plans 
Gxcs;  le  lieu  géunétrique  des  points  de  moyenne  dislance 
Aca  pieds  des  perpendiculaires  est  une  surface  algébrique  du 
même  di^ré  m. 

35.  Si  l'on  coupe  un  des  angles  solides  S  d'un  oclaèdre 
régulier  par  un  plan  qui  y  produise  la  srclîtln  ABCD,  on 

36.  La  normale  et  la  tangente  meuées  par  le  point  d'uoe 
coniqoe  interceptent,  sur  nnaxepriacîpat,aDe longueur  égale 
an  produit  des  rayons  vectenrs  passant  par  ce  point ,  divisé 
par  la  distance  du  point  an  second  axe  principal  ;  dans  la 
parabole  cette  longueur  est  égale  an  double  du  rayon  vec- 
lenr  fPoncelet). 

37.  Démontrer  que  l'équalion      ■     - —  =  x ,  n'a  pas  de 

5^  4C09.itr 

racine  réelle  positive  supérieure  à  3 ,  et  n'a  qn'une  racine 
positive  comprise  entre  2  et  3  (Caucby). 

38.  Trouver  les  n  racines  de  l'équation 

,-,     «(n-l)    .  .-.      H(«-l)(n-2)^,^,_, 

^_„.^  — rr"'' Tî:»— **'  —-"' 

(Euler). 

39.  Dëmoolrer  que  la  courbe  enveloppe  d'une  droite  de 
longueur  constante  s'appuyant  sur  les  côtés  d'un  angle  droit 
{V.  p.  265)  est  une  épicycloïdc  engendrée  par  le  point  d'une 
ctrconUrence  roulant  intérieurement  sur  une  circonférence 
quatre  fois  pins  grande  (Stnrm). 

40.  Soit  ABC  an  triangle  inscrit  dans  nnc  conique,  soit 
mené  un  diamèire  parallèle  à  la  tangente  qui  passe  par  A  j  ce 
point ,  le  milieu  de  la  portion  do  diamètre  parallèle  inlercep- 
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tée  entre  AB  et  ÂC  el  le  pAle  da  cAté  BC  son!  sur  une  m«fDe 
droite  (Chaules). 

ÉgwUion  du  cinquième  degré. 
41.  Un  géomètre  anglais  vient  de  démonirer  que  tcnile 
équation  de  ce  degré  peut  se  rédoïre  à  la  forme 

DEUX  PROBLÊMES 

Sur  une  pyramide  pmiaédre  à  baie  de  Irapéxe. 


Problème.  Dsnsnnc  pyrqmide  pentaèdrc  SABCD  (fig.  8t), 
dont  S  est  le  acHumet  et  ABCD  la  base  trapèze,  étant  donné»: 
I*  la  face  SAD  de  grandeur  et  de  position  ;  2*  l'incHnaisco 
de  celte  face  sur  la  base  ABCD  ;  ï>  les  directions  des  aréies 
parallèles  AB,  CD  ;  4°  les  angles  de  la  face  SBC  ;  conslmire 
la  pjrramide. 

1 .  Sohttion.  Supposons  la  construction  ^ctnée  :  du  som- 
met S,  abaissons  la  perpendiculaire  SP  sur  la  base,  et  U 
perpendiculaire  SQ  sur  lecAté  BC  ;  à  partir  de  Q,  portonaanr 
QG  nue  longueur  QR  ^ale  k  QS  j  cela  posé, 

1  *  La  hauteur  SF  est  donnée  de  grandeur  et  de  position ,  et 
SQP  étant  un  angle  droit ,  l'on  a  ^'  — QP'  =  SP*, 
cl  aussi  RQ'  —  QP'=^'. 

BO 

T  Le  triangle  SBC  étant  donné  d'espèce,  les  rapports  ^, 

CQ 
SQ       RQ 
CÔ  '^  CÔ  ^'*'  '^^^^  >  "^°'*  '^  parallèles  aux  côtés  AB, 

CD  passaut  par  les  points  Q  et  R  sont  données  de  position. 

3°  le  triangle  PQR  est  rectangle  eu  Q ,  les  deux  sonnnets 

Q  et  R  sont  sur  des  parallèles  données,  le  troisième  sommet 
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P  est  donné  de  posiluMi  ;  el  la  diOerence  des  carrés  des  cAlcs 
del'angle droit RQ'  —  QP*  esl  connue;  la  recherche  d'un 
tel  triangle  mène  facilement  à  nue  «qualîun  du  second  de- 
gré ,  géométriquemenl  cousIrncUble  et  loajoars  possible. 
CQFT. 

2.  Celle  solution  simple  est  due  à  Lhuilier,  de  Genève 
{^tmaleaàe  Gergoone,  t.  II,  p.  S193 ..année  1811).  Elle  sert 
i  résoudre  ces  denx  problèmes  importants  ;  1°  faire  dans 
un  prisme  triangulaire  donné ,  une  section  semblable  à  un 
triangle  donné  j  2°  étant  donné  nn  triangle  de  grandeur  et 
de  position ,  mener  un  plan  tel  qu'en  y  projetant  le  triangle 
par  des  parallèles  données  de  direction ,  la  projection  soit 
semblable  à  nn  triangle  donné. 

3.  Problème  (Gg.  82).  Dans  la  roéme  pyramide  qoe  dessus , 
étant  dimnés  :  1  *  la  face  SAD  de  grandeur  et  de  position  j 
â*  l'inclinaison  de  SAD  sur  le  plan  donné  de  SBC  ;  3°  les 
trois  angles  de  SBC  ;  construire  la  pyramide. 

SolyaioH.  Soit  MN  l'intersection  des  deux  plans  donnés 

SAD,  SBC,  les  droites  AD  et  BC  prolongées,  rencontrent 

celle  intersection  au  même  point  M  ;  ainsi  le  point  M  est 

donné  de  même  que  la  longueur  MS  ;  AB  et  CD  étant  paral- 

MC        ,    ,  MO   , 

't  T-r=  est  égal  au  rapport  connu  t——,  I 

gles  SCM.SBM  sont  connus.  AvccceBdonDées,on  détermine 
facilement  le  triangle  SBC ,  de  grandeur  el  de  position. 
C.Q.F.T. 

4.  Le  problème  précédent  revient  h  celui-ci  :  étant  donnés 
deux  plans  et  un  triangle  tracé  dans  an  des  plans ,  projeter 
ce  triangle  sur  le  second  plan ,  de  telle  sorte  que  sa  projec- 
tion soit  semblable  à  un  triai^le  donné.  Tni. 
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QUESTION  D'EXAMEN. 

PropotUion  tw  le  prisme  triangulaire    el  lur  le  théorème 
statique  de  f^arignon. 


r  Dans  tout  prisnte  triangulaire,  l'aire  d'une  Tace  esl  plus 
pelîlc  que  la  somme  des  deux  autres  faces,  et  plus  grande 
que  leur  dJOërence;  eu  effet,  menons  un  plan  perpendicu- 
laire à  l'arAtedu  prisme,  les  aires  des  Taces  sont  éTidcmmeol 
proportionnelles  am  cOtés  du  triangle,  résultant  de  celle 
section,  donc,  elc- 

2*  AinN  dans  tout  parallélipipéde,  l'aire  du  paralléto- 
gramme  diagonale  est  donc  toujourscompriseeatre  la  gomme 
des  aires  des  deux  faces  adjacentes,  et  leur  différence.  Car, 
ce  parallélogramme  diagonale  partage  le  solide,  cd  deux 
prismes  triangnlaires. 

3°  On  démontre  en  statique  que  pour  des  forces  situées 
dans  on  même  plan ,  le  moment  de  la  résultante  est  égal  à  la 
somme  algébrique  des  moments  des  composantes ,-  le  centre 
des  moments  est  dans  le  plan  du  triangle.  C'est  le  tbéorém  ■ 
statique  dit  de  Varignon  ;  le  moment  d'une  force  étant  égal 
au  double  de  l'aire  du  triangle  ayant  pour  base  la  droite  qui 
représente  cette  force  et  le  centre  des  momcots  pour  sommet, 
le  théorème  statique  peut  se  transformer  en  théorème  de 
géométrie ,  et  se  démontrer  d'après  les  principes  de  celle 
science  seulement.  Lorsque  le  centre  des  moments  esl  hors 
du  plan  des  forces,  le  théorème  cesse  d'être  vrai,  et  le  rao- 
meat  de  la  résultante  est  toujours  plus  petit  que  la  somme 
desmomenls  des  composantes.  En  effet,  soient  AB,  AC  deux 
forces  et  AD  leur  résallante,elO  un  point,  cenirede  moments 
sirné  hors  du  plan  DACnj  considérons  AO,  AB,  .\C,  comme 
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les  trois  arêtes  adjacentes  d'un  parallf  lipipéde  ;  les  momenis 
des  forces  composantes  AB,  AC  sont  respectiTement  égaux 
aux  aires  des  faces  parallélc^rammes  OAB ,  OAC  et  le  mo- 
ment delà  résnltanle  est  l'aire  du  parallâlogramme  diagonale; 
donc  (2) ,  le  moment  de  la  résultante  est  plus  petit  que  la 
somme  des  moments  des  composantes.  Le  même  raisonne- 
ment s'étend  à  tant  de  forces  qu'on  voudra ,  situées  dans  un 
même  [rianet  ayant  une  résultante.  C'est  M.  Gérouoqni  m'a 
communiqué  ce  moyen  de  démonstralioD. 

4°  Soient  deux  forces  parallèles  P  et  Q ,  agissant  dans  le 
même  sens  et  ayant  pour  résultante  R ,  et  soit  0  un  point 
hors  da  plan  des  forces ,  et  duquel  on  abaisse  sur  les  direc- 
tions de  ces  forces  les  perpendiculaires  OA,OB,  OC,  on  peut 
supposer  les  forces  P,  R,  Q  appliquées  respectivement  aux 
poinis  A ,  B ,  G ,  qui  sont  en  ligne  droite.  Les  trois  moments 
sont  PxOA,  RxOB.QxOC)  ces  moments  sont  aussi 
|ff«portiooDels  aux  produits  BCXOA,  ACxOfi,  ABxOC; 
mais  dans  tout  triangle  AOC ,  le  second  produit  est  toujours 
compris  entre  la  summe  et  la  différence  absolue  du  premier 
el  du  Irobiénie  produit  i  donc  le  moment  de  la  résultante 
pour  deux  forces  parallèles ,  et  relatÎTemcnl  à  un  point  bors 
du  (riau,  est  compris  eutre  la  scHume  el  la  différence  absolue 
des  moments  des  compounles. 

5'  Letbôorème  cité  sur  le  triangle  se  démontre  faciUment  : 
par  le  point  B ,  menons  BM ,  BN  respectivement  parallèles 
il  AO  et  CO  i  dans  le  parallélogramme  BMON ,  on  a  BO  < 

BM+BN,BO>BM_BN,orBM  =  ?^,  BN=^5^ 
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PROBLEME  PAR  ECRIT. 

Proposé  d  Paris  aux  examen*  de  18iâ,  pour  Vaàmittion  i 
l'École  polyUchnique  (V.  p.  385). 


Soit  VPQV  une  ellipse  doanéei  A  le  ceoire;  M  un  pcùnl 
donné  dans  le  plan  de  l'ellipsej  MPQ  une  sécante  quelconque: 
PQ  partie  de  la  sécante  ibterceptée  par  l'ellipse  ;  VAV  un 
diamètre  parallèle  à  la  sécante  ;  N  un  point  de  la  sécante  tel 
que  l'on  a  NM  x  PQ  =  VV"  ;  Ironver  le  lien  géométrique 
deN. 

Solution.  Prenons  le  diamètre  AM  passant  par  le  point 
donné  IVI  pour  axedes^j  le  centre  A  pour  origine  des  eaot- 
données  que  nous  snpposons  rectangulaires.  Soit  AM  =  q , 
longoeur  connue,  et  soit  f  l'aigle  variable  da  diamètre  W 
arec  l'axe  des^  ;  c'est  aussi  l'angle  de  la  sécante  MPQ  avec 
le  même  axej  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  son  c«itrG 
est  en  général  de  la  Torme 

V'+Bjy+Cx'— F=0.  {!) 

Soil>-  =  m^  équation  da  diamètre  VAV,  ou  m=col7, 
désignant  par  d  la  loi^ueQr  de  oe  diamètre,  on  trouve  Ta- 


'^+^  m 


'  Am'+Bffi+C 
l'éqnalion  de  la  sécante  est 

;r=mx+î,  (3) 

soient  jr", y,  Icflcoorduanées  dnpoîntP;  x'',y,  les  coc»^ 
données  du  point  Q)  et  soit  PQ=c,oo8ara 
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ÉliminaDt  centre  les  équations  (1)  et  (3),  on  trouve 

j:"(Am*-f-Bffi+C)  +  yjr(2Am+B)-J-Aç'— F  =  0,     (S) 
x'  et  Lt"  sont  les  deax  racines  de  cette  équation.  On  en  dédoit 

(Am'+Bm+O*  Am'+Bm+C 
_  +4AFm'+4BFw  +  g'(B'— 4AC)  +  *CF 
{A/M'-^-Bm+C)* 
Soit)HM=^,ona4lonc,  en  vertu  de  la  condition  dn  problème, 
cz=^oa  ffV=ji*i remplaçante' et <f  par  leurs TaleDn,on  a 
»'  [+4AFm'+4BF/«+5'(B'— 4AC)-f-4CF]  =:  (m"-|- 1)  16F*  ; 
mettant  cotf  ao  lieu  de  m,  il  vient 
*[+4AFcos'rl-4BF8inîC08rl-siQ'f(î'(B'— 4AC)+4CF)]=16P'.  (6Î 

Équation  polaire  du  lieu  cherché i  M  est  le  pOle,  elles 
anglea  f  sont  comptés  de  l'axe  des^i  passant  aax  coordonnées 

roctan^laires ,  on  a  cotç:^-  ,  sinf=  —,z'=y'+a:*;il vient 
AF^'+BF^+N'JT'— 4F"=0  ou  4N'=?'(B'-.4AC)+4CF, 
conique  ayant  sou  centre  an  point  M. 

ANALYSE  D'OUVRAGES. 

AfpiicatMm  de  la  méthode  dei  prefjectiofu  d  la  recherche  de 

certaines  propriétés  géométriques;  par  L.  A.  S.  Ferriol, 

recteur  honoraire  de  l'Académie  de  Grenoble ,  Paris  1838, 

i  V.  in-8  de  103  pages,  4  pi.  ('). 

L'art  dedécoan-ir  les  propriétés  d'une  certaiue  courbe,  à 

l'aide  des  propriétés  d'une  seconde  ayant  certaines  relaiinis 

avec  la  ivemiérc ,  n'a  rien  de  nouveau.  Il  remonte  au  moins 

au  siècle  de  Newton  i  dans  les  principe*,  le  lemme  22  du 

(')  r.bn  Backtiicr,  librilrc  Prii .  i  fr. 
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premier  livre  porte  pour  énoncé  :  Figura»  in  altos  eju$dem 
gtnerU  figuras  mulart.'Kewioa  cfllectaecettemolalioD,  parmi 
procédé  synthétique  qai  rcTient  analytiquement  ji  conaidénr 
les  denxTtriablee  delà  Goorbecommedesfonctionsde deux 
noQvdles  coordonnées  inclinées  floos  un  Doavel  angle,  oe 
qu'on  peut  faire  d'une  infinité  de  manières  sans  dianger  le 
degré  de  l'éqoation,  genre  de  IransfcM-msIioa  dent  on  a  tiré 
récemment  nn  parti  si  Técond.  Nenton  ajoute:  intervit  auttm 
hoc  lemma  iolutionidilficiliorumprtAkmatum,trttntmutaHdo 
figurai  in  sin^lxciores  :  nam  rectœ  qucfvit  convergentet  trmu- 
mutanlur  in  paralletas. .'.  Si  recta  alûjva  tangat  Hneam  eurvam 
tn  figura  prima ,  kœc  recta  eodem  modo  cutn  curva  in  figuram 
nwam  IranslatatR  langet  lineam  illam  curvam  tn  figura  nord 
et  contra.  Postquam  autem  proUema  «tlvilur  tn  figurA  nord, 
si  per  inversas  operalionet  Iransmuielur  fwec  figura  tn  figvran 
primam,  kabebitur  toluUo  quœsila.  Utile  est  etiam  hoc  kmma 
âiiolutione  solidorum problematum ,  etc.'  . 

On  Toil  bien  que  Newton  connaissait  loatc  l'importance  de 
son  lemme  ;  plus  tard  on  a  eu  l'idée  de  recoarîr  aax  solides 
et  de  considérer  la  conrbe  transformée  comme  la  pCTspeGlive 
de  la  première  courbe;  c'est  ainri  qu'un  géomètre,  a  composé 
CD  allemand  an  traité  des  sections  coniques  où  toutes  les  pro- 
priétés de  ces  lignes  sont  déduites  à  l'aide  des  projections 
perspectives,  de  celles  du  crrde,  ctdela  droite.  En  combi- 
nant cette  mélbode  intuitive,  avecle  chai^enient  de  variable 
indiqué  ci-dessus,  M.  Dupin  (Charles),  est  parrenn  à  trans- 
porter même  les  propriétés  de  courbure  d'une  surface  dans 
uneantrcet  à  découvrir  ces  faelleslois  qui  régissent  les  formes 
intimes  des  surfaces  algébriques  en  général  C)-  La  facilité, 
la  fécondité  de  ces  procédés,  rendent  trés-désiraUes  leur 
inirodaction  dans  renseignement.  C'est  le  but  que  s'est  pro- 

('}  DéTcloppomcnls  de  itroniFiric,  in-4.  jtij, 
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posé  dopub  loi^temps  l'bonorable  rectrar  ite  rAcadêmio  de 
Grewdttc.  En  1812,  il  a  inséré  à  ce  sujet  ud  mémoire  dans  le 
lome  II  des  Annales  de  Gergonne.  Le  présent  ouvrage  est 
pour  ainsi  dire  le  développement  de  ce  mémoire. 

Les  propositioDS  préliminaires  (9  — 13),  contienuent  les 
Ih^fffémes  et  les  problèmes  principaux  nécessaires  à  la  mé- 
thode projective.  11  y  en  a  plusiears  que  l'antear  considère 
commeitOM>«au;r,enlreantresceloi-ci:  Trotter  unplanmr 
lequel  la  tomme  dei  projections  de  tant  de  droiUi  qu'on  voudra 
ntuée^d'unemttn^érequelconq^êedans  l'eipace,estunmaœimum. 
Théorime  nouveau  ainsi  énoncé  :  Si  par  les  trois  sommets 
A,  B,  C  d'un  triangle  quelconque,  et  par  un  point  pris 
comme  on  voudra  dans  son  plan ,  ou  mène  trois  droites  qui 
rencontrent  les  côtés  AB,  AC ,  BG  ou  leurs  prolongements  en 
des  points  M,  N ,  P  ;  puis  que  sur  les  cOtés  d'un  aolrc  triangle 
abc,  oo  place  trois  autres  points  m,n,  p,  comme  les  trois 
premiers  sont  placés  sur  les  côtés  du  premier  triangle ,  les 
droites  an,  bp,  cm,  passeront  par  un  seul  et  même  point  k- 
La  démcMisIralion  est  facile,  soit  par  la  considération  dfs 
tegmmts,  soit  par  les  théorèmes  de  statique,  en  regardaut  le 
point  de  rencontre,  ctunme  le  centre  de  forces  parallèles 
agissant  aux  sommets  du  triangle. 

Voici,  k  cette  occasion ,  nn  tbéorème  analogue ,  assez  utile 
it  Goonallre  : 

Si  parmi  les  six  points  d'intersection  d'une  coniqac  avec 
un  triangle,  trois  sont  situés  de  manière  qu'eu  les  joi- 
gnant par  les  droites  aux  sommets  du  triangle  respective- 
ment opposés ,  les  transversales  se  coupent  en  un  même 
point,  il  en  sera  de  même  pour  les  trois  autres  points  cl  ré- 
ciproquemcnl ,  si  six  points  situes  deux  à  deux  sur  les  côtés 
d'un  trianglcjoaissent  de  celte  propriété,  alors  les  six  points 
Bout  sur  une  même  conique. 

An  milieu  de  l'océan  de  propriétés  qu'on  a  accumulées  sur 
les  lignes  et  surfaces  du  swnd  degré,  il  est  difiirilc  de  rc- 
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connaître  ce  qui  est  nouveau.  M.  Fcrriot ,  démoDtre  d'oM 
manière  forl  simple  ce  théorème  rondamenlii  :  Ud  triangle 
qaelconque  peut  toajonn  être  projeté  suivant  an  antre 
triangle  semblable  k  un  triangle  donné  (')  ;  il  en  déduit  avec 
facilité  des  conséquences  très-importantes  et  qu'il  serait  loi^ 
d'obtenir  différemment,  entre  autrescelte  proposition  :  Enlre 
toutes  les  ellipses  inscrites  dans  un  triangle,  l'ellipse  maxima 
d'aire  est  celle  qui  touche  les  milieux  des  câtés,  et  son  cen- 
tre est  le  même  que  le  centre  de  gravité  du  triangle  ;  et  de 
toutes  les  ellipses  circonscrites  au  triangle,  la  plus  petite 
d'aire  est  celle  qni  est  concentrique  et  semblable  A  l'dlipse 
maxima  inscrite. 

D'autres  propriétés  relatives  anx  maxima  et  minima  de 
figures  inscrites  ou  circonscrites  sont  établies  par  un  genre 
de  raisonnements  qui, se  gravant  aisément  dans  la  mémoire, 
sont  si  approf^iés  A  renseignement ,  qne  par  nue  décision 
du  1 7  septembre  1838  ,  le  conseil  royal  de  l'inslraction  pu- 
pliquc  a  inscrit  l'jéppticaiion  de  la  métfiode  des  projections, 
sur  la  liste  des  livres  qui  peuvent  être  placée  dans  les  biblio> 
thèques  des  collèges  royaux.  Tm. 

Théorie»  générâtes  de  géométi^  analyliqve  appliqvéet  à  ta 
disctttsion  des  courbes  algébriques  de  degrés  supérieurs ,  à 
t'usagedescandidatsàr École  polytechnique;  parE.  Gonrê, 
docteur  es  sciences ,  proressear  de  mathématiques  spéciales 
an  collège  royal  de  Limoges ,  1 842 ,  in-8  de  86  pages ,  a 
planches  Lithc^rai^iées. 

En  1838,  M.  filanchet  fit  paraître  des  eott^létneiUs  de 
Mttihématiques  spéciales;  îb  contiennent  la  discussion  des 
courbes  algébriques  de  degrés  supérieurs ,  mais  donaées  par 
des  éqoatioos  résolues.  L'auteur   Tait  usage  des  infiniment 
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petiit,  mélfaode  que  protégeait  passluonémeot  rillnstrc 
PoJBMni,  alors  cbcf  très-actif,  (rés-zè)é,  qualités  rares, 
de  l'enseignement  mathématique  en  France  j  celte  mé- 
thode a  ea  effet  l'avantage  incontestable  do  la  rapidité, 
lorsqu'on  adopte  franchement,  de  prime  abord,  le  sys- 
tème hiérarchique  de  Lcibnitz  avec  ses  couséquenccs  abré- 
fialrices)  ainsi  ont  agi  Bezoat  et  divers  autres  du  dernier 
siècle;  mais  si  l'on  prétend  commel'unt  Tait  avec  beaucoup  de 
talent  MM.  Finck,  Blancbet,  rendre  rigouretae  la  logique 
dos  infiniment  petits,  non-seolement  on  perd  l'avantage  de 
la  rapidité,  mais  l'etposilion  devient  plus  pénible,  plus 
lougne,  plus  obscure,  plus  difficile  à  retenir,  que  les  limitet 
de  d'Alembert  oa  les  dérivées  de  Lagrange.  Cette  rigueur 
Doavelle  dans  le  champ  de  l'infininient  petit  ne  consiste 
d'ailleurs  que  dans  un  retour  vers  la  méthode  d'exhaustion 
d'Archimède  ;  Reniement  on  représeale  abstraclivcmcnt  par 
des  UUm ,  ce  que  lus  anciens  figuraient  et  rendaient  intuitif 
par  des  lignes.  M.  Ijonré,  traitant  le  même  sujet  que 
M.  Handiel,  suit  une  méthode  mixte  ;  il  emploie  la  prétendue 
limite  pour  mener  les  tangentes,  et  les  infiniment  peiitspour 
les  asymptotes.  Nousdisons  que  c'est  une  limite  prrftendwe^  en 
cflipt,  voici  ce  que  dit  lagrange.  ■  On  peut  observer  que  c'est 

■  improprement  qu'on  applique  le  mot  connu  de  limite ,  à 
•  ce qne  devient uno  expression  analytique,  lorsqu'on  yfail 

>  évanouir  certaines  quantités,  parce  que  ces  quantités  après 

■  avoir  décru  juaqu'à  zéro,  pourraient  encore  devenir  né- 

■  gatives;  de  même  qu'eu  gémnétrie,  on  ne  peut  pas  dire 

>  ji  iarignenr  quela  soulangenlesoitlalimile  dessoosécan- 

■  lesiparceqneriean'empécbelasousécantfldecroKreencore 

■  l(HW]n'elle  est  devenue  tangente.  >  (Séance  des  écoles  Nor- 
males ,  t.  X ,  p.  7).  Ainsi  dans  la  d^nontralion  qu'on  donne 
ordinairement  pour  trouver  la  soutangentc ,  le  mot  timite  n'a 
pas  la  méoïc  acception  que  dans  la  géométrie,  lorsqu'on  dit 
par  exemple  que  la  circonrérencc  est  la  limite  des  polygones 
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inscrits  et  circonscrits;  celle  différence  d'acception  est  d'oue 
l(%iqnc  vicieuse-  M.  &ouré  s'est  aussi  privé  d'an  gnnd 
avantage,  en  ne  prenant  pas  pour  point  de  départ,  le  tbéortee 
deTaylor,  base  rondamentale  de  toale  l'analyse  et  de  sa 
applications  à  la  gtomélrie  et  A  )a  mécamqne  j  et  ce  théorème 
pour  les  polynAmes  algébriqoes  entiers  est  on  corollaire 
immédiat  des  règles  de  la  mnltiplîcati<H) ,  ce  qai  assigne  sa 
plaredans  les  élimenta;  il  doit  être  donné  immédiatonest 
après  ces  règles  ;  le  même  Ihéoréme  élendn  aux  fonctionB 
explicites ,  devra  être  expliqué  après  la  théorie  des  éqoations, 
où  d'aiUcars  ce  théorème  apparaît  sans  qu'on  le  dise,  dans 
la  méthode  d'approximation  de  Newton.  En  effet,  le  bEodnie 
de  Newton  pour  l'exposant  entier  positif  n'est  qo'one  mul- 
tiplication ahrëgée ,  et  ce  binôme  doit  s'écrire  ainsi 

Car ,  il  est  important  d'expliquer  anx  élèvea  le  plus  tAI  pos- 
sible, les  drrivations  et  leurs  algorithmes  j  t^iératîoDB  plu 
faciles  qnc  les  extractions  de radoes.  En  s'j'preaantaiiirifle 
théorème  de Taylur  deviendrait  asssi  iâmilier  aaxéléresqiMle 
binôme  qai  n'en  est  qn'ua  particulier,  et  on  propagerait,  oa 
popalariserait,  pour  ainai  dire,  me  pn^xwition  qui  reorenne 
tonte  la  philosophie  mathématique. 

L'ouvrage  de  M.  Goaré  est  diviséeo  six  chapitres  précédés 
d'une  inH^nction. 

On  y  suit  l'ordre  tel  qu'il  a  été  à  peu  près  traoè  par  Enler, 
Cramer;  tangentes,  asymptotes,  diamMrea,  centres,  points 
singidiers  et  enfin  discussion  des  coarbcs.  Ces  divers  obfels 
sont  développés  avec  méthode ,  en  passant  dn  8im[rie  au  com- 
posé ,  du  facile  au  difficile  ;  l'auteur  ne  faisant  pas  usage  dn 
coefficient  différentiel  supérieur  au  premier ,  ne  peut  donacr 
la  théorie  des  contacts,  susceptible,  comme  l'a  très-bies 
fait  voir  M.  &>llard  (p.  3S8J ,  d'être  exposée  d'aae  manière 
élémeolsûre.  On  a  omis  aussi  la  théorie  des  aegmeiUa,  coa- 
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séquence  imraédiale  d'uD  changement  des  coordonnée!.  1,'ou- 
Tra^  esl  termioé  par  la  discossioa  délaiUée  de  sept  courbes, 
da  troisième  et  da  quatriàme  degré  i  mais  (oujonn  à  éqoa- 
(iou  résoluble. 

Je  crois  qu'on  rendrait  on  grand  serrice  à  l'eoHngiieineDt 
de  l'analyse  appliquée,  en  traduisant  de  oouTcaa  Vlntrodue- 
lio  m  anoij/tin  tn/imtorwn;  mais  en  changeant  les  notaticms, 
dans  les  deux  volumes ,  et  les  remplaçant  par  les  noUtions 
él^anlesde  l'école  de  Lagrange^  chaugements  trôs-penuis 
qui  ajouteraient  à  l'atililé,  sans  dénaturer  l'e^irit  de  ce  chef- 
d'œuvre.  En  j  ajoutant  les  contacts,  rayons  de  coarbnre, 
poinls  «ingnliers ,  et  donnant  plus  de  développement  à  l'ap- 
pendice du' second  Tolome,  on  aurait  la  meilleure  application 
d'analyse  géométrique ,  à  â  et  3  dimensions,  qu'on  paisse 
mettre  entre  les  mains  des  jeunes  gens.  Tm. 

Nouvelle  cosmologie  raisonnée;  par  M.  J.  Lavezzari,  in-8 
de  160  pages,  4  pi- 
L'auteur  réfnte  le  sysièmc  attractionnairc  de  Newlon,  et 
ressuscite  en  les  modifiant,  les  tourbillons  de  Uescarles;  il 
oie  l'existence  de  la  force  ceuirifuge  dans  le  mouvement 
curviligne,  rejette  le  principe  qu'un  corps  se  dirigcnatarelle- 
ment  eu  ligne  droite  et  admet  aa  contraire  qu'un  corps  pent 
naturellement  décrire  une  courbe;  témoin  la  toupie,  dont 
les  orbes  diminuent  sans  cesse  jusqu'à  se  réduire  eu  on  point; 
par  conséquent,  elle  a  nue  tendance,  non  vers  le  mouvement 
recti%ne,  mais  bien  vers  le  mouvement  de  plus  en  plus 
curviligne  j  car  on  sait  que  Jcs  petits  cercles  ont  pins  de 
courbure  qne  les  grands  cercles.  La  force  centrifuge  Atée,  le 
système  newtonien  est  sapé  parla  base,  et  cependant,  s'écrie 
M.  Lavezzari;  •■  Les  contemporains  de  Newton,  éblouis  par 
l'éclat  apparent  des  résultats  annoncés  piir  ce  géomètre  su- 
perficiel, s'hatrituèrent  bientât  à  considérer  ses  creuses  hypo- 
polhéses  comme  d'admirables  découvertes  dues  à  la  toutc- 
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paissance  des  malhématiques  [p.  15].  •  Eonemi  do  tontesles 
hypothèses,  l'aulcnr  sappose  que  le  §oleil,  par  son  moure- 
ment  de  rotalion,  a  comiDUOiqaé  le  même  moaTement  à  l'c- 
Iber  qui  l'entoure  el  l'a  converti  en  tourbitlun  -,  ceci  explique 
nellemeat  pourquoi  les  planètes  se  meuvent  toutes  dans  le 
même  sens  que  le  mouvement  de  rotation  solaire.  «  Un  fait 
trèsordinaîre  fit  germer  dans  mon  esf«it  la  première  idée, 
qui  devint  enqudque  sortel'embrjon  de  mon  système.  Jouant 
nn  jour  à  U  toupie  avec  mon  (Ua,  je  m'avisai  machinaloneal 
de  suspendre  la  ficelle  au-dessus  du  jouel,  en  la  laissant 
tomber  le  long  de  ses  flancs ,  mais  sans  qu'elle  looctiat  oi  i 
la  toapie,  ni  à  terre.  Tout  k  coup  je  ris  la  corde  loaraer 
d'elle-mâme  aulour  du  jouet,  dans  le  sens  de  sa  rotation  sur 
son  axe,  sans  que  j'eusse  rien  raîlpoar  loi  communiquer  ce 
mouvement  circulaire  (p.  23).  ■  Entre  la  toupie  et  le  soleil , 
l'analogie  est  évidente.  II  reste  k  expliquer  pourquoi  les  pla- 
nètes UnlAt  se  rapprochent,  lanlAl  s'éloignent  du  soleil;  au 
lieu  de  recourir  au  calcul,  qui  le  plus  souvcdI  ne  mène  qu'à 
l'absurde ,  prenons  plutôt  une  tasse  de  thé,  c'est  plus  sûr  ri 
moins  pénible.  •>  Déjeunant  un  matin  d'une  tasse  de  thé,  je  via 
surnager  k  la  surface  du  liquide  nn  petit  morceau  debeorre 
fondu  qui  lonrnait  sur  lui-même,  en  se  dilatant  et  se  con- 
tractant tour  à  tour ,  de  manière  k  augmenter  et  b  diminaer 
successivement  le  diamètre  de  son  disque,  dans  une  propor- 
tion considérable.  Par  l'effet  d'un  heureux  hasard ,  une  par- 
ticule de  son  ou  de  cendre  détachée  de  ma  Mte  était  tombée 
sur  le  bord  de  cet  œil  de  graisse.  Elle  était  donc  eotraloée 
autour  du  centre  de  l'œil  par  son  mouvement  dcrotalion, etc. 
(p.  29).  »  L'analogie  «lire  ce  morceau  de  beurre  foudn  elles 
corps  célestes,  est  évidente.  En  finissant,  nous  engageons 
M.  Lavezzari  k  conlinucr  de  prendre  son  thé,  de  manger  sa 
flàte  et  de  jouer  à  la  toupie  avec  son  fils  ;  mais  à  défendre 
sévèrement  k  ce  fils  la  lecture  de  la  nouvelle  cosmologie 
raisonnéc.  Tm. 
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<^ ,  d'tprès  l'inspeclioii  des  deux  polyoèraes  X, ,  X, ,  on  voit 

immédiatement  comment  on  ponrra  Tormer  les  polyndiDesX,, 
Xj, X.,chacan  decelui  qui  le  précède  et  même  indé- 
pendamment de  celni-cî. 

Car,  par  exemple,  si  on  cherche  le  dëveloppcmeat  de  X„ 
qui  est  la  partie  entière  du  quotient  de  la  dÏTision  de  X  par 
(JT — <a)l,  on  trouve  que 
X,=j:— *+*o  I  x-^^+tOa'  I  ^-"-l-aOfl^ 
+P  +4Pa  +10Pa" 

+  Q    I        +4Q« 

+  R 

etQnToitqoe  le  coefficient  de  à'  dans  le  quatrième  terme  de 
ce  polf  nOme  est  égal  à  30 ,  c'est-à-dire  le  |»wlait  du  coeffi- 
cient 10  de  a'  dans  le  troisième  terme ,  multiplié  par  S  (6 
étant  la  quantité  que  l'oa  retranche  de  m  poor  avoir  l'expo- 
sant de  X  dans  ce  Iroisitee  tome) ,  et  dirisé  par  le  Mmbre 
des  termes  qui  précèdent  le  quatrième,  c'est-à-dire  par  3. 

D'après  toutes  les  remarques  que  l'on  peut  faire  sur  la 
rormation  des  polyndmesX, ,  Ti,,  X,,.  --Gn  considérant  sea- 
lement  les  polynômes  X,,  X,,  on  conclut  qu'on  a 

X»  SSj"' 


+  p 
+ 

-f-- 

+ 
+ 

+  0 

. .  ,  »l»+IX«+2)., 

'           2.3 

+nQa 
+  I> 

2.3.4 (m- 

l»+l)(»+2)  (n+3) 

-1)             ■'             j 

2.3.4 {m  — 

—i)         ' 
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J«  dis  qu'on  aara 

r         [n  +  l]j'»4.i  =  le  dérivé  de  x», 
et      2*         C«+>)^»+i  =  j;'«- 

l'Noos  aTons obteoQ  le  déTdoppemeiitdeX»etdeX«4.i, 
et  par  oonséqnent  on  en  pourra  déduire  .r«  et  -ra^i. 
S)  Ton  fonne  le  dérivé  de  x.  qai  est  de  la  forme 

(m— «jAo^'-^+Cm— «— l]ftc-*-'+ 

et  Xa-f  1  étant  de  la  forflae 

A'j,— —  .I^B-j.-*-^ 

ooanne  fl  s'agit  de  dânootrer  que  (R-|-l).ri^i=  dérivé 
de  j:«  f  si  l'oD  parvient  i  démontrer  que  [n-\-i)A.'^m — n)A.r 
on  anra  aussi  démontré ,  par  cela  mtoie,qae  (n-f-t)  V  = 

(m — n — 1)B, ce  qui  est  facile  k  voira  la  rimplein- 

qiectioodespoljadmesX«et  XtH-i.etqiMipar  conaéquent, 
on  a 

(n-|- 1]  xt^.|  =  dérivé  de  xn . 

Il  ne  s'agit  donc  qne  de  démontrer  qu'on  a  la  relation  sui- 
vante : 

{n+l)A'=(/»— B)A, 
OU  bien 

(,+,){..H.+i)+'"+'f+'"+"'+'"°ff±a+... 

(i.+<)(»+a)(n+3 (1.-1)1  _ 

=  ("—»)((!+« 

I  "l"+l)(«+!!l("+3)  (»+l)("+2)(»+»i...(..-l)) 

2.3.»  "'■••■"'"  2.3.4...  fm-n—IUm—.i) 
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,  (/.+i)(»-Hil  ,  (»+i)(»+a)(n+s) , 
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Doue 

(n+l)A'  =  (m~n)A, 

donc,  enfla, 

(n-l-  l)jr»t,  =  dérivé  de  x».       (C.Q.P.D.) 
Sf  11  s'agît  maintoiuit  de  démoDlrer  qu'on  a 

(n-j-l)j:»4.i  =x'n. 

Or,  d'après  ce  que  l'on  vient  de  démontrer,  on  a,  en 
TODarqaant  qae  x*,  est  le  dérivé  de  X'  oa  de  x, , 
y,=SLr,,    car    2^.=  dérivé  de  t,  , 
&z'.=  dérivé  de  x',=  dérivé  de  2x.=6j:„  car  3^,  est  le 
4érivé  de  4-,,  oa 

de  même 


et,  sn*gènéral, 

x'»^Cn  +  1)x«+,.  (C.Q.P.D.) 

nemarque.  De  ce  théorème ,  il  résalle  qpe  les  dérivés  anc- 
cessifs  de  polynôme  X  sont  : 

X,,    2x,,    2.3.x,,     2.3.4.x,,     S.8.4.5.Xj, 

2.3...(ffi  — t).x„_,,     2.3...m.jr.. 

Ils  sont  ordioairemenl  désigfnés  par 

(1)       X',      X",       X'",      X",      X', Xt"-'),      X(-). 

Je  propose  d'appeler  les  polyBAmes  de  la  suite  (1),  lesdAv 
mil  nmltiples  da  poljnAme  X,  et  les  polyadmes 

X,,  X,,  X,,  XI,  Xp. Xm_|,  Xm, 

les  dérwé»  rimpUa  {'). 

n  Ce  Mml  Ici  D  d'Aibo|«M  (C«l«al  d«(  MriTsUMi,  p.  M).  Tm. 
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X' 
X',      la  partie  entik«  du  quotient  de 


X — a 
X' 

ix-ar 


— '  ix—a)*-'' 

j^,  le  résultat  de  la  subetitotioD  de  x  au  liea  de  a  dans  X*, , 

^,  X'., 


^r-^ X'»_i 

AI<MVX,,X, Xa,  aermit  des  qnotîeatt  ooBpletl.  SiAi 

X  Où  fait x  =  a,aaai  un  rémltat  =  k  léro  ;  donc  ri  d 
X'  OD  fait  ^=  a,  on  a  aosei  un  résultat  nql  (puisque  la  « 
atitation  de  a  à  la  place  de  x  dans  X,  et  X'  donne  deux  râ 
tats- identiques),  par  conséquent  X'  est  divisible  par  x — a , 
bien  a  est  racine  de  X'=0. 
Ganoie  ix.^x',, 

kx^=:  x\ , 


il  résulte  que  si  on  snbstitne  a  an  lien  de  x  dans 

2X,,       3X„      tX,,  ,  («— 1)X^,, 

on  aura  des  résultats  identiques  è  c«ix  qu'on  obtiendrait  (f 

on  faisait  la  même  subetitallon  dansX', ,  X'„  X,' X'»-*; 

doncIespolynâmesX'.rX',, ,  X'«—i,  sont  divisiUe)  par 

JE — a ,  donc  ils  sont  ansii  des  quotients  comfdets. 

Ainsi  X'B_a  est  dirlsible  par  x—a ,  ou ,  ce  qui  revient  ni 
mène ,  X'  est  divisible  par  [x—aT". 
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lance  à  un  poinl quelconque  de  la  courbe,  efiroactiOD  ration- 
ndle  et  linéaire  des  coordonnées  de  ce  point.  On  pent  se  pro- 
poser de  rechercher,  s'il  existe  de  lemUable»  poiato  dut 
l'espace,  et  d'en  trouver  le  lieu  géoœétriqae. 

I.  Ellipte  et  hyperbole. 
Soit  nne  ellipse  sitoée  dans  le  plan  des  xy ,  rappelée  k  set 
axes  et  k  son  centre  0,  son  équation  est 
ay  +  b*x' = a'h*, 
a  étant  le  demi-grand  axe. 
Soit  F  DD  point  dans  l'espace  ayant  pour  coordonnées 


puis  soîl  M  un  point  de  l'ellipse ,  et  posons  FM  =  J.  x.yfi 
étant  les  coordonnées  de  M ,  on  aara 

J'  =  (:ï>-«)'+(^_f)'+/=x'-b--2(<ur4-flr}+=''-H'-h'i 
M  étant  sur  l'ellipse,  on  a 


Mais  i,  et  à  fortiivi  J*,  derant  être  fonction  rationnelle  de  x 
et^,  leradiealderra  disparaître,  ce  qui  aura  lien  poarp=s:fr. 

ainsi  F  est  dans  le  plan  des  jrz  :  on  a  alors 

b' 
f  =  x'H ^(fl'_:c')— 2<u>+-«*-hr'= 

Pour  rendre  d.ralionnelco:):,  il  fautécrirequecellevalenr 
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de  f,  (rinAme  dn  deuxiéiBe  degré  CD  «,«itiiOGafrépBriiil, 
raqai  donne 

''■  =  ^C«'-|-7'-|-A"), 


et  en  r 

ou  c'y' — iV  =  — b'c* 

Le  lien  despoiots  F  est  one  hyperbole  située  dans  leplan de» 
xz.Poar7=:0,a=d:epo9ilioa  des  foyen  dans  le  plan  de 

l'ellipse  (•). 

Dans  la  valeur  de  ^  on  eftt  pa  éliminer  x ,  an  lien  d'éli- 
miner^, onaaraîlobteQQUD  lien  dont  l'équatioa  serait ,  en 
remplaçant  a  par  3,  b  par  a,  et  réciproquement , 

(tf-i")  7'+o'p"= -  (^~b')a% 
coorbe  imaginaire ,  si  l'on  .a  a'^b',  c'est>à-dïre  dans  le  ca» 
-  i|ae  l'on  a  traité  ("}. 

Si  maintenant  on  cherche  le  lien  des.  Tojen  de  l'hyperbcde 
[a'-b')C—b'x'=—[a'—b')b; 
oarelroDTela  preBuAreellipae.  En  «Béton  a 
FM*  =  (jf_„)'+Cï— 7)"+^'=  J:'+*'-3(aj:-j-;ï)+«»+p*+7», 
en  appelant  3:,o,%  les  coordonnées  d'un  point  M  de  l'byper- 
I>(^«i  "iSi?  cdie%  d'un  point  F  qu'on  cbercbe  k  déterminer. 

Or»^±6\/ r — ?^,  donc  FM  on^  sera  dcuné  par 

V        a'—b»  *^ 


I')  La  Mmnw  dei  dliUDoaa  d'un  point  am  deai  tayen  eu  — ,  qoinUié 
■ODtuntB  poQT  une  mCiiM  Tihor  de-ii.  Tn. 

(")  Hll.  PoDwlEi  II  diialf ■  ODI  tiré  pirli  dr  cm  r»i>n  iniflMim         Tm. 
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Gomme  pràcéâanmeot ,  on  fera^acO,  donc 


a-=x'+b': 


ttXI^iiuuit  eonîte  que  ^  est  on  cirré  parEait  en  x , 
ouFéduisaDt 

Si  («  avait  éliminé  x,  on  eûtoblfloa  imli«i  inugliiaire. 
Ainsi  doDC  l'ellipe      ay +é'x*  =  0*6', 

l'hyperbole      (a"— 6')»'— fr'x'=— (a*— *')*■ 
soDt  le.liea  des  tojtsn  l'mie  de  l'aotre. 
II.  Paraboîe. 

SoMx'  =  ^^t  une  parabole  dans  le  plan  des  xy ,  rapporice 

it  et  à  son  axe , 


Funforo'cfaercbé,         p  coordonnées  de  ce  foyer, 

CD  aura ,  onnme  précédemment , 

D'aHleors^  =  ±  V^apj:,  donc  il  badra  foire  p=0, 

3*  =a:'+2p;r— 2»r+  a'+  7', 
exprimant  que  ^  est  carré  parfait ,  on  «ara 

0'-«)*=-'+7% 
on  bien  7*  =^*  —  apa , 

éqnatioD  d'une  parabole  située  dans  le  plan  des  jts  ,  dirigée 
dans  te  sens  des  x  négalirs ,  coupant  l'axe  des  z  à  des  diitan- 
cesde  l'origine  7=  ±p,  et  l'axe  des  j:à  la  distance  a=j. 

En  cherchant  le  lieu  des  foyers  de  la  dernière  parabole  >  on 
rclrouverait  la  première. 
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Note  ftwton^we  lur  ki  foyen  et  la  focales. 

i .  Foyers.  Avant  ApoUonios ,  les  aections  coniqaes  s'este- 
naieot  en  coapanl  le  c6ae  droit  par  on  plan  perpendiculaire 
k  une  aréle  ;  pour  obtenir  les  trois ,  il  fallait  par  conséquent 
trois  oôoes  diSërents  ;  aussi  ces  courbes  portucnt  le  nom  de 
sections  du  cône  acutangle,  dn  cdne  rectangle  et  dn  cône  ob- 
totangle.  Apollooios  a,  le  premier  (247  av.  J.-C),  considéré 
le  cAne  oblique,  et  des  sections  perpendiculaires  an  plan 
djamétral  principal  ;  et  il  a  appelé  ces  sections ,  d'aju-ès  les 
pn^iriélés  de  leurs  paramètres,  ellipse,  parabole,  bjpa-bole, 
DOmsO  qn'ellesontGtmservés.lIconnaltlesrofersde l'ellipse 
et  de  l'hjpo'bole,  et  les  oomioepuneta  ex  comparatione  facta, 
à  raison  de  lenr  mode  de  construction  ;  il  dé(emunecesf<^ers 
en  disant:  chacun  partage  le  grand  azede  l'ellipse  oo  l'axe 
Iransyerae  de  lliyperbole  en  deux  segments,  dont  le  prodait 
est  égal  au  carré  du  demi-axe  conjugué  -,  il  ne  parle  pas  du 
fcyer  de  la  parabole  (**].  Depuis,  on  a  étudié  et  déconvwt 
les  propriétés  de  ces  points ,  atuqaels  les  lois  de  Kepler  ont 
assigné  nne  place  importante  dans  le  système  du  monde. 
Eoler  est  le  premier  qui  ait  établi  celle  définition  analytique 
dn  foyer:  Le  Uj/jecmt  on  point  silné  dans  Je  plan  delà 
courbe,  et  tel  que  sa  distance  à  chaque  p(rint  de  la  courbe  est 
nne  Tonction  rationnelle  de  l'abscisse  du  point  de  la  court». 
M.  Bret  a  complété  cette  belle  définition  en  l'étendant  aux 
deux  coordonnées  de  ce  point;  et  ainsi  complétée,  elle  sert 
maintenant  de  base  à  la  rechercfae  des  foyers  (T.  p.  I3t}. 
M.  Tachette  généralise  encore  davantage ,  et  suppose  lea 
tojen  situés  hws  du  plan  de  l'^ipse,  et  démontre  que 
le  lien  des  tojtn  est  une  hyperbole,  et  rice  vend;  &  quoi 
l'on  peut  ajouter  :  1*  Que  la  somme  des  distances  d'un  point 

(']  Le  secoDd  dtjl  emploift  par  ArehlmMe  (HT  >t.  J.'CL). 
Ô  Kaaitde,  di»  u  CipuvtrhfBS,  u  tri  dn  msL  tojarpoar  In  miroir* 
ipbtriquei.il  ■'(Il  pil  (picilfon  dei  coniqnci  dini  celauirtrgc. 
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de  l'ellipK  à  deas  (ùjen,  situés  sur  deox  bnoAet  difiërentes 
de  l'hyperbole ,  fst  consUote  ;  2*  qtie ,  d'après  le  beau  tMo  - 
rètne  qa'on  doit  h  M.  DemonfeiTaDd ,  les  cAoes  qui  ont 
ponr  base  l'ellipse,  et  poor  sommet  les  foyers,  soot  Ions 
des  cdnes  de  réTolatiffli. 

3.  Focala.  Ces  coorbes  dn  3*  degré ,  doat  M.  Perr^  a 
traité  dans  le  numéro  précédent(  p.  3S1  ),  oat  été  étudiées 
ponr  la  première  fois ,  et  dans  le  cdoe  droit ,  par  M.  Qoetc- 
Ict  dans  une  disserlation  De  quibutdam  locis  geomelrieis  tue- 
non  de  eurvafocali,  Gand,  1819.  De  nouvdles  propriétés 
de  ces  lignes  sont  consignées  dans  un  mémoire  de  W.  Daode- 
lln(Acad.  deBroxelles,  t.  II,  p.  169).  Enfin  H.  Rees,  pro- 
fttsenr  h  Liège ,  a  généralisé  les  résultats  et  les  a  tnnqiorlés 
dans  le  céneobliqne  (Correspondance  malbétn.,  t.  Y,  p.  361); 
M.  Le  François  en  a  fait  l'objet  de  sa  tbèse,  Diisertatioinau- 
gwalit  mathematica  de  quibusdam  evrvù  geomeiricù ,  iQ-4>, 
Gand,  1830  ;  mais  M.  Cbasies  est  le  géomètre  qui  a  donné  la 
{dos  grande  extension  ji  ta  doctrine  des  focales  ;  il  en  indi- 
gne cette  Ingénieuse  construction  sSid'un  point  fixe,  on  mène 
des  tangentes  k  deux  cercles  située  dans  un  même  plan,  et  as- 
SDjetlis  k  avoir  un  axe  radical  fixe  et  leurs  centres  sur  une 
droite  fixe,  le  tien  géométrique  des  points  de  contact  est  une 
focale.  (Corresp,  malh.,  f.  VI,  p.  207.)  Tm. 

SOLUTION  DU  PROBLÈME  VIII  (p.  123). 
FAK  M.  XOUU  AOOX, 


Construire  une  hyperbole  équilalére  dont  on  a  quatre 
tangentes. 

Les  ibéorèmes  de  géométrie  qui  donnent  la  solution  de 
ce  probl^ne  partienlin*,  conduiaaat  facilement  à  ta  w^olioD 
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soluliOD  du  pr(d)lèine  général  ■  Gomlroire  me  seclion  coni- 
que quelconque  dont  on  coonatt  m  tai^eotes  el  n  potnis  dt 
coolact.  Pour  le  cas  général  m-\-a=S;  pour  l'^pertiole 
éqailatère  et  la  parabole  ,  m  +  n=  i. 

t"  cas.  Cinq  tangentes  poor  la  section  coniqae  en  général. 
D'après  le  théorème  de  Nevlm,  ■  Lorsqu'au  quadrilatère 
est  cireonscrit  à  une  section  conique ,  le  centre  de  la  courbe 
est  SOT  I«  ligne  qui  joint  les  milieux  des  trois  diagwalet  dn 
qittdrilatà«.  ■  Or  nous  avons,  dans  ce  cas,  deux  quadrila- 
tères drcoQscrits  à  la  section  conique  cherchée.  [L'inter- 
section  des  deux  Ueux  qui  dcùvent  contenir  le  centre, 
détermine  ce  caitrej  il  ne  reste  qn'à  :  Construire  une 
sectioo  conique,  connaissant  le  centre  et  cinq  tangentes  H. 
quatre  tangentes  pour  l'bypertiole  éqnilatère. 

Le  théorème  de  Nevton  donne  une  droite  sur  laquelle  est 
situé  le  centre  de  la  conrt>e.  Il  sera  complétanent  déterminé 
an  mojren  de  cet  autre  théorème  dû  à  H.  Poncelet  { Mémoin 
gurrhyperboleéquitatire,  Ann.  deGergonue,  t.  II]. 

<  Si  l'on  mène  quatre  tai^enlea  à  l'bjperbole  éqnilat^c, 
le  cenb%  de  la  courbe  sera  situé  sur  la  circonférence  qui 
passe  par  les  trois  pointa  d'intersection  des  diagonales  dn 
quadrilatère  complet,  formé  par  ces  tangentes.  ■  Voici ,  de 
ce  théorème,  une  démonstration  qui  me  paraît  assez  mnple. 
1*  Si  deux  points  sont  les  milieux  de  deux  cordes  d'une 
hyperbole  éqnilatère,  si  par  chacun  d'eux ,  on  mène  une 
parallèle  à  l'antre  corde ,  les  deux  points,  le  pànl  de  ren- 
contre des  deux  parallèles,  et  le  centre  de  la  courbe  sont 
sur  une  même  circonférence. 

Soient  K,  I  (y!;.  84) ,  les  milieux  respedilii  des  cordes 
AB ,  CD  i  U  le  point  de  rencontre  des  parallèles.  Pour  que 
le  théorème  énoncé  ail  lieu,  il  faut,  el  il  sufBt  que 
HK0+HlO=2  droits,  O  est  le  centre  on  flPX4-K0P+ 
HQ0+10X=2  droits,  ou  HXP+IOX  =  KOP+HQO: 
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œ  qoi  est  éTident  d'aprte  cette  prc^iéU  de  l'bjpnbole 
^qniUiUre,  que  la  somme  des  angles  que  font  avec  l'axedei 
j:,  les  deux  diamètres  conjngDés  d'an  même  systàme  cet 
^aleà  un  droit  (']. 

3°  Si  deux  points  sont  par  ra^wrl  à  nne  hyperbole  éqai- 
latére,  les  p61es  respeclirs  de  deux  droites  qaelconqaes ,  el 
que,  pardiacon  d'eax,  oamteenDeparaltâleàlapdaireqni 
eorrcspimd  k  l'antre ,  les  deax  points ,  l'intersecUon  des  pa- 
nlièles  et  le  centre  de  la  courbe  se  Ironveront  snr  nne  même 
drctmféreiiGe. 

Car  si,  par  le  pMe,  on  màne  une  «h^  paralltie  â  la  po* 
laire ,  elle  est  divisée  par  le  p61e  en  deax  parties  égaks.  Ce 
(béorteie  est  donc  onc  conséquence  dn  précédent.  Gomme 
ctraséquence  de  celat-cî ,  on  a  > 

3°  Lwaque  trois  points  situés  aar  le  plan  d'nne  hyperbcde 
éqnilAtàre ,  sont  tête  qne  chacun  d'eux  est  le  pAte  de  la  droile 
qui  contient  les  deux  antres ,  ces  trois  points  et  le  centre  de 
la  ooarbe  sont  wr  nne  même  circonférence. 

i*  Enfin ,  on  démontre  très-facilement  que,  dans  tout  qua- 
drilatère drconscrit  à  une  sectîoa  conique ,  les  trcna  points 
de  rencontre  des  diagonales  fonnent  nn  triangle  dans  lequel 
chaque  sommet  est  pôle  dn  côté  opposé.  Le  tbécwème  de 
M.  Poncelet  s'en  déduit  immédiatement. 

La  construction  de  l'hypabole  éqnilatère  se  troaTe  donc 
ramenée ,  ainsi  que  le  problème  précédent,  à  conslmire  la 
section  OMiique,  dont  on  connaît  le  centre  et  qoalre  lan- 
guîtes. Or  on  sait  que: 

5*  Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à  nne  section  oooi- 
qne,  les  droites  qui  joignent  les  points  de  oonlaçt  des  cétés 
opposés  se  coupent  au  point  de  concours  des  diagonales- 

ODui  1«  aarde  H  lliTiMrbole  tqaU 
Itracut  IMloor*  du  qnwIriliUre  Mon 
Im  tqwUoBi  di  ce*  llsnei  mmitnnt  ia 
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t*  La  droite  qui  va  du  centre-aa  point  de  ooncours  de 
deax  (angentes,  partage,  en  deux  parties  égalps,  la  corde  de 
contact  de  ces  deux  tangentes.  Ainsi ,  menons  les  dlsgonalcs 
du  quadrilatère  simple ,  que  nous  savons  6tn  circonscril 
i  la  courbe  cbercbée.  Joigntms  le  centre  avec  les  points  de 
concours  des  côtés  opposés  ;  ces  lignes  partageront ,  en  deux 
parties  égales ,  les  cordes  de  contact  descdlés  opposés  do 
quadrilatère.  Gomme  elles  doirent  encore  passer  parle  point 
de  concours  des  diag<Hiales ,  rien  de  plus  [acile  que  de  les 
détermioer  géométriquement. 

Connaissant  le  centre ,  deux  tangentes  el  leurs  points  de 
contact ,  on  a  tout  de  suite  les  directions  des  diamètres  con- 
jugués d'un  même  système,  dont  les  valeors  des  sous-tan- 
genles  donneront  les  longuears.  La  rection  conique  sera  dés 
Ion  complètement  déterminée. 

Utmm'qw.  Je  viens  de  construire  une  section  coniqoe , 
connaissant  le  centre  et  quatre  langenles ,  el  cela  suffisait  an 
problème  {Mvposé  i  mais  la  courbe  étant  assez  déterminée  par 
le  centre  et  (rois  tangentes ,  mi  pourrait  demander  de  la 
construire  avec  ces  seules  données. 

Or  1 ,  K,  H  (fig.  86)  étant  les  points  de  contact  de  lasec- 
lioD  conique  qui  a  son  centre  en  0  avec  les  tangentes  AB,BG, 
AC,chacane  desdroi  tes  IK,KH,IH  devra  être  respeclivement 
partagée  en  deux  parties  égales  par  les  droites  BU,  GO,  AO  ; 
desorteqne  counaissant,  parl'énoncéda  problème,  le  centre 
O,  les  tangentes  AB,  AG,  BG,  et  par  suite  les  droites  AO, 
BO ,  CO ,  il  ne  reste  plus  qu'h  construire  un  triangle  qui , 
ayant  ses  trois  sranmets  snr  les  trois  tangentes,  ait  chacun 
de  ses  cAlés  partagé  respeclivemoil  en  deux  parties  égales 
parl'nnedes  droites  AO,  BO,GOi  elcomme  on  peut  déter- 
miner d'avance  les  directions  dcchacun  de  ces  côtés,  on  n'a 
plusqu'à  résoudre  ce  probité,  dont  la  solutiou  géométri- 
qoe  est  connue  ;  Inscrire  à  un  triangle  donné,  an  triangle 
dont  les  côtés  soient  parallèles  k  trois  droites  données, 

Ani.  Di  HATlla.  I.  2S 
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2*  cas  ^  QoBlre  tançâtes  pour  li  parabole.  Le  fojer  étaot 
donné  par  l'iotenection  des  circonférences  droonscritea  an 
triangle  dont  les  trois  cAtés  sont  tangents  h  la  courbe,  le 
problème  n'i^e  aucune  difficullé. 

3*  cas  :  Quatre  tangentes  et  an  point  de  contact,  poor  la 
section  conique  en  général. 

Le  théorème  5*  donne  toat  de  snite,  le  point  de  contact  du 
cdlé  opposé  Dàslors,  an  ntaycu  du  théorème  6*.  et  da 
thé(n>ème  de  Newton,  on  aura  tout  de  suite  le  centre.  On 
pourra  ntéme  déterminer  directement  tons  les  points  de  con- 
tact ,  au  moyen  d'un  théorème  donné  par  Brianchon  (dans 
son  mémoire  sar  les  lignes  du  deuxième  ordre). 

ABCD,  étant  nn  quadrilatère  circonscrit  à  nne  section  co- 
nique ,  et  z  le  point  de  contact  du  cAlé  AB ,  joignons  s  aux 
points  de  rencontre  des  diagonales  1,0,  H ,  ces  lignes  en 
coopant  tes  autres  cAtés  dn  quadrilatère ,  donneront  les  au- 
tres points  de  contact  z',  z",  t.'". 

A*  cas  :  Trois  tangentes  et  un  point  de  cootacl  pour  Thy- 
perbole  équilalère. 

Le  centre  de  cette  hyperbole  est  sur  one  circonréreoce 
passant  par  In  point  du  contact,  par  le  milieu  du  côté  sur 
lequel  est  ce  point,  et  par  le  sommet  opposé  à  ce  cdié  (*). 

Du  théorème  de  Newton,  M.  Gergonne  {Annota,  l-  XI, 
p.  384j,  a  déduit  celui-ci  -. 

Lclieu  des  (-entres  des  sections  coniques  qui,  ^nt  inscrites 
â  un  triangle,  touchent  constamment  l'un  de  ses  côtés  en  on 
même  point,  est  la  droite  qui  passe  par  le  milieu  de  ce  côté,  et 
parle  milieu  de  la  droite  qui  joint  le  sommpt  opposé  à  ce  point 
de  c  >ntact.  On  aura  donc  le  centre  de  l'hyperbole,  ce  qui  suffit. 


_iv,Goog[c 


—  427  — 
5*  cas  :  Trois  tangeotes  et  un  point  du  contnct  pour  la  pa- 
rabole. 

Ce  dernier  théorème  donne  la  direction  des  diamètres,  les 
points  de  contact  se  troarenl  immédiatement ,  le  problème 
ne  présente  pas  de  difficultés. 

6*  cas  :  Trois  tangentes  et  deux  points  de  contact  pour  ane 
section  Gooiqne  quelconque  :  ce  dernier  théorème  donne 
encore  Id  le  centre  de  la  coortw. 

7*cas:Deiix  tangentes  et  deux  pointsde  contact  poorVbj- 
pottole  équilalère  :  comme  coaséqoencedu  théorème  r,  nous 
avons  : 

7«  Une  bypn-bole  équilatère  devant  passer  par  le  point  O, 
et  être  tangente  aax  droites  AY ,  AX,  muions  la  droite  CD 
partagée  par  le  point  0  en  denx  parties  égales  i  I ,  K  étant 
les  milieux  respectifs  de  AD  et  de  AC ,  le  centre  de  l'hjper- 
bole  telronvera  surloccrdequi  passe  par  les  pointai,  K,  0. 
8°  On  sait  encore  que  dans  tuot  triangle  rectangle  inscrit 
à  ane  hyperbole  équilatère,  la  perpendiculaire  abaissée  du 
sommet  de  l'angle  droit  sur  l'h^Mténuse  est  tangente  à  la 
oonrbe. 

Soient  GAÏ,  GBX,  les  deux  tangentes  à  l'hyperbole  équi- 
latère aax  points  A ,  B ,  ce  théorème  nous  donne  le  point  D , 
appartenant  encore  à  la  courbe.  Le  centre  de  la  courbe  élant 
dès  \on  déterminé  par  le  théorème  5  et  le  théorème  7,  te 
problème  est  résolu. 

8*  cas  ■  Deux  tangentes  et  deux  points  de  contact  pour  la  pa- 
rabtde  ;  ce  qui  n'offre  aucune  dilficnllè.  { Voir  lu  mémoire  de 
MAI.  Brianchon  et  Poncelet  sur  l'byperbole  éqniblèrc, 
j4tmaia  de  Gergonne,  tome  XI y  p.  205,1821)0. 


bl^opour  11  pinboleiGtrgoDDB, 
de  H.  Brianchon  ,  Motiinneol  loutti  Ici  Mlutioni  dMriblci  di 
~'.  lUIli  p.  tl.) 
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DEMONSTRATION  DU  THEOREME  I   (p.  ISS). 
rAK  M.  Koun  Rora, 

ÉI4TB  do  ColMcB  i»  lUrMilla. 


Si  deux  triangles  sont  tels  qae  lea  diBlancea  do  entre  du 
cercle  inscrit  ans  sommets  bomologoes  sont  proportlOBnelIc*, 
ces  deax  triangles  sont  semblables. 

A ,  B ,  C  étant  les  trois  angles  d'an  trianglfl ,  oa  obtient, 
cotre  lea  sîdiu  de  ces  trois  angles,  la  TiHinale 

4c 

Soirat  a,b,e,h»  distances  respectives 4n  centre da cerde 
Inscrit  dans  ce  triangle,  aux  sommets  A,  D,  G.  r étant  le 
rayon  de  ce  cercle ,  on  i  : 

r-=âBÏn<-A,     rosftsin-B,     r=csinl-C. 


in^C 


Snbstitnant  dans  la  fonuale,  les  valeurs  deceasinns,  on  a 
ponr  déterminer  le  rayon  ea  fonction  des  distances  doonées  : 
(1)  aaftcr"— (a'é'+a'c'  +  ft'iOr*— <j"ftV=ïO 
a',  6',  c'  étant  les  trtHS  distances  bomolt^es  d'on  antre 
triangle  dont  i^  est  le  rayon  du  cercle  inscrit,  oa  anra  pa- 
rriUement. 

(S)      ao'iWï— (a"i^'  +  a'V+6"O'^~«"*'''^=0- 
Si  ces  distances  sont  propOTlionnelles,  on  anra  par  exem[de: 
4^^am,b'=cbm,&=em.  Sabstitoant,  l'éqaalion  (9) de- 
vient îiiAcm'f^— (a'i'4-fr'c'-l-a*c')m*r"— a'AVm«  =  0,  oa 

(3)        Sabc  ~  —  (a'6'  +  oV  -f-ft V)  —  —  a'b'e*  =  0. 

Comparant  (1  )  et  (3),  évidemment  l'^mr.  On  décomposera 
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doac  In  deux  Irianglet  en  iriangles  reclan^les ,  têndilables 
deux  à  deax,  et  l'oo  ea  cODclara  la  limilitade  de  ces 
triangles. 

PROPRIÉTÉ  DE  L'HYPERBOtE  ËQVILATÉRE. 

PAH  M.  A.  J.  OHBTILUUUt, 

iBcleD  titra  d*  l'ÏMle  politeotanlqoc,  réptUlanr  da  miitatiiutiiiuM 
■■Gtlltge  ro]«l  d*  Bourbon. 


patu  rhjiperbole  iquilalire,  le  rayon  eentrat  de  chaque 
point  de  la  courbe  eêt  moyen  proporlùmnel  entre  la  deux 
royofu  vectatn  de  ce  point- 

Soient f,  i^,  ries  rayons  vectenrs  et  cenlrsl  d'un  point 
d'une  hyperbole  éqnilatére ,  a  le  d^ni-grand  axe ,  c  la  demi- 
distance  des  foyers,  r  étant  une  médiane  du  triangle  dont  les 
trois  cMés  sont  f,  »/,  9c,  on  a  f-l-  t'"='2r^-{-ic',  puis  h 
cause  de  l'hyperbole/— •'  =  2a,  d'où  »^+c"=4a'+2c*/, 
diKic  r*+c'=:2a'-f-vi/,  relation  vraie  pour  toute  hyperbole. 
Mais  la  nAbic  étant  éqailatère,  on  a  c*  =  3<i*,  donc  r*  =  fi^. 
C.Q.F.D. 

DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  III  (p.  57  et  143}, 
INDEPENDANTE  DB  LA  TUSORIB  DBS  POLAIRES. 


AUk  4«  in*tta«iuUqaM  iptdtlei ,  A  Hoiitiwllisr. 

SoitA  (/ïjr.95]lcpoinlpar  ieqoel  onmënelesperpendicn- 
laires  ;  je  désigne  les  cowdonnées  de  ce  point  par  3/,yy  l'é- 
quation de  la  langenle  en  ce  point  sera  a^y-j-^Vx  =  a'ù'. 
Il  taot  prouver  que  la  diagonale  AB  est  normale,  cela  sera 


prouvé,  »  JH  fais  Toir  qoe  le  coeiBcienl  de  x  dans  1' 
de  celte  droite  est 

Je  prolonge  la  perpendiculaire  AP  d'une  longuenrégale, je 
joios  P'Q.  Celte  ligne  sera  parallèle  à  AB.  bI  celle-là  est 
perpendicalaireè  la  tangente  ^  il  s'ensuit  que  AB  le  sera  àla 
normale.  Nous  sarons  que  les  ëquatioiu  des  deox  diamètres 
conjugua  égaux  sont 

*  * 

•'a    *  a 

Par  conséquent  celles  des  deux  perpendiculaires  AP  et  AQ , 
seront 

j— y=-f(-r-^)-  y'-y=l{x-x/). 

Cherchons  les  coOTdonnées  des  points  d'iulersecliun  de  ces 
lieux  droites  avec  les  diamètres  égaux  ;  on  trouvexa  fadle- 
ment  les  résultats  suivants. 

Pour  le  point  P  l,(î/+^^) 

i    _  _a^a^-by) 

PcHirlepolrtQ  _iJPr'--a:^ 

Désignons  par  (a,  p)  les  cowdonnécs  du  point  P*,  en  s'ap- 
puf  BOt  sur  ce  que  le  point  A  est  le  milieu  de  PF,  on  trouve 
I      _a'x'4-2AV  — ai/ 
\  "  a'+b'  ' 

i^„ri.poi.tF  a.-/+i.y-.t.' 

1^= a-+i'  ■ 

Le  coefficient  de  x  dans  l'équation  de  la  droile  P'Q  étant  ^1 
i  la  différence  des  ordonnées  de  ces  deux  points  divisés  par 
la  diBërence  de  leurs  abscisses ,  sera 

26V       b'x'  ■ 
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Noos  voyom  donc  d'après  cela  que  la  droite  VQ  esl  perpen- 
dlcalaire  à  U  tangente,  et  par  suile  AB  esl  normale. 
C.QF.D. 
Le  raiaoDneinent  que  nous  venons  de  faire,  étant  totale- 
ment indépendant  de  ce  que  le  point  A  est  sur  l'ellipse,  il 
fl'ensaitque  la  proposition  a  encore  ,ifea,  pourvu  que  ce 
point  se  trouve  sur  le  plan  de  la  conrbe. 

Obtervation.  Nous  recevons  d'nn  élève  du  même  co)lé};e, 
une  soluliMi  du  pn4)léme  3  (p.  123',  elle  est  bien  raisonnée; 
mn'n  répond  k  une  qnestiou  qui  n'est  pas  celle  qu'on  a  pro- 
posée. 


ANALYSES  D'OUVRAGES. 

Éléments  de  Géométrie,  par  EnctnE  Lionner ,  egrégé  de  l'Uni- 
versité ,  professeur  de  malbématiques  au  coli^i'  royal  de 
Lonia-le-Grand  ('}. 
Nous  parlerons  d'abord  du  plan  de  l'ouvrage,  claircmcDl 

indiqué  par  ce  tableau  placé  tout  au  commencement  : 

DIVISION  1>E  L'OUVRAGE. 
Viamitra  poftw.  Bemxîème  partia. 

GloaATUi  M.l»«.  GtOatTBTI  SI  l'mtam. 

Principe).  PrÎDcipei. 

Unt  1.  La  lign*  droite.  U»re  I.  L>  fim. 

LlTrell.Ial^iwirin'vdtMfiDlypiHMi.  Liirvil-  Ut  anfUi  nHiti  <t  tn 

lÀTtt  111.  lo  àTtonfére¥K*  «1 J*  ttreU.  poi»*dr«. 

LiTrtlV.  Li,  «eJvooHf  .™WaMM  UTrelH.  Uttroi» tarf* nm^. 

H  ti  m.««T d«««Bie.  Livre IV.  t..  poWdr*. .«AbMtt *( !•. 

Elis  «••«>»«  ■nui».  mjiKirt  lit  imabi. 

Litre  V.  La  Memr»  det  poi^gotti. 

Liirs  Vi.  LttfvlttouttrifMlitn 

tt  la  iiwnm  du  arrU. 

L'analogie  observée  ici ,  autant  qu'il  est  possible,  entrela 
le  det  Hitan»^rlmnne,  H*  i.Pirii' 
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géométrie  pbm  et  celle  de  l'capace ,  par  la  oorrespoodaiioe 
àea  livres  et  des  matines  traitées  ;  U  subdiTisiim ,  h  la  foi» 
ualarelleet  mélbodique,  de  chacune  des  doni  parties,  lé- 
moig^oent  do  soin  que  l'auleor  a  mis  k  faciliter  l'étnde  de  la 
géométrie ,  par  l'ordre  et  le  rapprochement  des  idées- 

Le  premier  tivre  est  précédé  d'une  exposition  complète  dea 
priDcipes  :  définition,  axiomei,  demandei:  quidoivenl  g^rir 
de  base  aox  démonstrations.  —  Distin^ner  nettement  ce  que 
Von  admet,  de  ce  qu'on  vealétablir,  est  sans  doute  la  praniére 
régie  k  suivre  pour  la  précision  et  la  clarté  da  raisonnement. 
Si  cette  régie ,  drconscrite  dans  de  justes  limites,  est  încoD- 
lestable  pour  tous  ceai  qui  ont  une  idée  exacte  de  l'objet 
d'une  démonstration ,  il  faut  approuver  l'auteur  de  l'avoir 
strictem«it  observée. 

M.  Lionnet  est  partisan  des  démonstrations  rigoureoae*. 
C'est  un  point  sur  lequel  nous  scmmet  entièrement  d'accord 
avec  lui. 

On  a  dit  qu'une  extrême  rigueur  a  de  gravas  inconvé- 
nients (  qu'elle  rend  les  démonslralions  difficiles ,  retarde  les 
progrès  an  élèves,  s'oppose  A  l'avancement  des  sciences: 
nous  croyons  précisément  le  contraire ,  car  11  noos  semble 
qae  le  moyen  le  plus  certain  d'arriver  k  l'évidence  est  d'être 
complètement  rigoureux.  £n  maihématiqnes ,  cofnme  dans 
tout  le  reste ,  les  raisonnemenls  les  plos  diJfidles  k  suivre , 
sont  les  mauvais  raisonnements 

Mais  il  faut  voir  la  rigueur  on  die  est  réellement;  il  faut 
ne  pas  ci»ifundre  avec  les  préceptes  d'une  logique  sév^ 
des  régies  qui  n'ont  aucun  caractère  sérieux.  En  admettant 
donc  tous  les  avantages  de  la  rigueur  géométrique ,  il  res- 
terait à  examiner  >j  elle  aurait  k  perdre  dans  U  suppres- 
sion  de  quelques  Axiomes  (*),    Demandes,  Démonslra- 
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tinfw  do  livre  que  noni  aoalyBOns  -,  mais  l'autenr  doit ,  daiw 
nue  introdactioo  à  ion  oavrage ,  développer  aei  idées  à  cet 
égsrd ,  el  c'est  poar  nous  un  molir  snfflsant  de  remettre  h 
on  antre  srlicle  l'examen  dont  il  s'agit. 

Les  définitioDS,  placées  an  commraiceinent  de  chaqne  livre, 
•ont  eiprimées  ca  termes  clairs  et  parfaitement  connas.  La 
ligne  droite  n'a  pas  été  définie,  et  c'est  ce  qne  nous  {H^férons 
encore  lia  déânilîon  qu'on  en  donne  ordinairement  ("). La 
propriété  caraclériiliqne,  essentielle  de  la  ligne  droite,  est 
celle  qoe  l'autenr  énonce  dans  sa  iToiaième  Demande  ;  pro- 
priété tellement  essentielle ,  qoe  si  l'on  diffère  A  la  mention- 
ner, on  coart  le  danger  d'élre  inintdligiUe  et  d'entrer  en 
matières  par  nnecrcle  vicieux. 

Le  premier  livre  contient  les  propositions  relatives  k  la 
situation  des  droites.  La  théorie  des  parallèles ,  présentée 
avec  beaucoup  d'ra-dre,  s'appnie  snr  une  Demande  qui  revient 
k  celle-ci:  par  un  point,  on  aepeut  mener  qu'une  ieuiepa- 
raiUle  à  utw  drmie.  Tontefois ,  les  propositions  qui  peuvent 
être  établies  sans  le  secours  d'une  demande,  ont  d'abord  été 
exposées,  et  la  demande  est  seulemenl  énoncée  lorsqu'elle 
devient  nécessaire  à  I«  théorie. 

L'auteur  a  fait ,  arec  raison  ,  di^iarallre  des  premiers  èlé  - 
ments  d'une  science  où  l'on  d(Al  recherdicr  à  la  Tois  l'exac- 


ia)MrMi;et  wrlM,iMBi  Mmmei  ]>ln  d*  croire  que 
Mknl  IrouTtci  ilhlbllH,  Ce  >ln|;Dller  Àiiome  énone*  d'ahard  fir  EueUdt,  t  «lé 
rapr*(JoiL  p«t  Tkemui  Simpiott  qail'i  «ocamptgnt  de  eelui-d  :  1*  (oui  eti/gal 
élm  tmmt  d*jM  parUtt;  looi  deui,  «dopM  par  I^fradra ,  ont  bcilement 
fuMi  diBi  I*  plopirl  dtitralU»  de  géoDiAtrte  t|ui,  depul*,  anl  été  poUiti. 
H.  UoMHln'apulugt  nMededlre:  il  e«l  «ridenlqae  Uptiu  grmà  Ml  fiht* 
§n»i  gM  ii  pii»»  pmtit. 

{")  Le>  >ncleDigéou<(iei  n'osL  JuBâIi  dASnl  la  IIrm  dr«IM  ;  U  ptw  wmtI 
thtmitttt»  peint  it«B«Hin.  E*diit  la  dABnil  (Dlrement:  ÂnMwM»  a'M 
dnnaiDCDDa  daSnllien.  Dam  ion  \im  delà  Splitre  aida  C][lliidre,  il  dll:)e 
prendip«arpr«tn^lapTopaalUcuial»nle;lill|nedrelueilla  plaicoarted* 
MuMicellei  qai  oat  Im  intiBat  exlréalUf. 
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(ilude  et  la  clarté ,  cetle  prétotdae  démoastration  fondée  mr 
la  GomparusoQ  d'éleodues  indéfiDÎes,  Cormées  d'angles  el  de 
zone§.  En  confondaDt  ainsi  les  notions  d'aire  et  de  sarfacei 
iKm  fermées,  on  établit  une  fausse  8ynoDfinie,propreàégtrer 
l'esprit  des  commençants.  Fions  n'aorions  pas  ra  à  distïi^aer 
ici  celle  démonstration  de  plusieurs  autres  relative*  aa  mtee 
objet  et  qui  ne  valent  pas  mieux ,  sans  la  persévérante  assis- 
tance que  lui  dunne ,  encore  aojoord'bui ,  renseignement  de 
quelques  collèges. 

Le  second  livre  a  pour  objet  principal  l'égalité  des  poly- 
gones et  la  détermination  de  la  somme  de  leurs  angles.  Oo  j 
trouve  aussi  quelques  propositions  sur  l'inégalité  des  côtés 
des  triangles,  conduisant  aux  premières  notions  des  lieu 
géométriques.  Ci'S  diffi^rents  théorèmes  sont  bien  éncMcêa  el 
démontrés  d'une  manière  très-simple-  Nous  approuverions 
tout  ce  qui  resterait  dass  ce  livre ,  si  l'on  supprimait  la  Pro- 
position 28,  et  les  trois  premières  relatives  à  la  convexité 
des  polygones. 

Dans  le  troisième  livre ,  consacré  à  la  circonférence  et  an 
cercle ,  on  trouve  les  premières  propoâilioas  sur  la  siloation 
relative  d'une  circonférenneetd'une  droite,  et  de  deux  dr- 
conféreocesj  les  relations  de  grandeur  desangks  inscrits,  ou 
formés  par  ane  taogenic  et  une  corde ,  et  de l'angleau centre 
correspondant  au  même  arc  ;  des  théorèmes  sur  l'égalité  et 
l'inégalité  des  cordes;  et  enfin,  28  problèmes  qoi  se  rappor- 
tent aux  trois  premiers  livres  du  (raitè. 

La  plupart  des  théorèmes  démontrés  dans  ce  livre  sont 
d'une  utilité  incontestable  (  quelques-uns,  cependant,  pour- 
raient être  supprimés ,  et,  parmi  ces  derniers,  nous  com- 
prendrons le  théorème  3  :  -  Deux  circonfirmees  c<metntri- 
ques,  qui  ont  le  mime  rayon,  coïncident  dans  touU  leur  éten- 
due et  ne  forment  qu'une  seule  et  mime  cireonfirence.  ■  On  ne 
voit  pas  pourquoi  un  semblable  théorème  serait  préféré  i 
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une  foule  d'antres  da  mteiegenreeldoot  l'exactilade  n'est  pas 
plus  évidente. 

Le  livre  IV  traite  de  la  similitnde  des  polygones  et  de  la 
mesure  des  angles.  L'auteur  a  conservé  la  déOnjiîon  des  po- 
lygones semblables ,  donnée  par  Euelide ,  et  adoptée  par  7*^0- 
mai  i'tinp«metZejr«ndre,- il  démontre,  Proposititm XV ,  que 
l'on  peut  cooBtmlredes  polygones  semblables  à  un  polygone 
donné.  On  a  reproché  è  cette  déânition  de  la  similitnde,  de 
coai[Hendre  an  trop  grand  nombre  de  conditions  ;  l'objection 
œ  nous  semble  pas  prise  dans  nne  notion  exacte  du  véritable 
(Ajet  des  définitifflis  ('  ]  ;  elle  ne  pent  être  fondée  pour  cens 
qni  ne  reconnaissent  dans  les  définitions  données  en  géomé- 
trie, qn'one  simple  imposition  de  nom  à  des  choses  claire- 
ment désignées  (**). 

An  reste,  les  partisans  absolus  du  nombre  précis  des  con- 
ditions suffisantes  ne  peuvent  être  admis  à  cliaager  uue 
définition  seulement  :  il  faut  encore  qu'ils  arrangent  selon 
leur  système ,  qu'ils  altèrent  d'autres  définitions  consacrées 
par  l'usage.  Pour  être  conséquents,  ils  ne  peuvent  plus  dire: 
le  carré  est  un  qu€ulriiatire  qui  a  lei  angtei  droifs  et  us  c&tés 
ig«jiax;\e  même  motif  doit  les  condaire  à  épurer  les  défini- 
tions des  pcriygones  éqniangles,  des  polygones  réguliers,  car 
elles  renferment  aussi  un  trop  grand  nombre  de  conditions. 


O  •  Leigconttrei  eltoucaoi  qui  igixent  mMbodiqncmeni,  n'impawnldiw 
»  non»  loicboH»  que  pour  abréger  lo  dlieoun,  et  nan  pour  diminner  on 

•  chiDger  l'idée  dei  cbele»  dont   iJi  diieeurenl  \  a  ils  prèlendenl  qas  l'eiprit 

>  tui^ée  Uojoan  U  déflnltlon  aotiérdaiUrmei  eoarU  qa'ili  n'emploient  que 

•  pnrériter  la  coBfuaionqaela  motliludedei  piroJea  «pporte.  •  (Pueal.Li' 
ira  deaPeniéea,) 

("}•  Lm  déflniliena  dei  malbémalieieiii.TeiiaTdtei  cainmedéflQllioDi  da  nom, 
»  aoni  abMlamanl  arbiliilrai,  c'eil-l-dlre  qu'on  peut  donner  aui  objau  de* 
w  matbémaliquM ,  tel  nom,  el  aai  niatilel  lent  qn'on  veul.  Cependant  11  faut, 

>  auunl  qa'il  ulpouibla,  >e  conrormer  à  rnuge  delà  langue  etdei  MTanU.'  il 

-  tarait  ridicule,  pareiemple,  dedéHnir  le  triangle  une  Hgure  ronde,  quelqu'on 

•  pltlblra.ilarigueiT,  daa  élémenti  de  géomélrie  eucli  [  niala  ridiculei),an 

-  appelant  triangle  ce  qu'on  appelle  ordinalreincnl  cercle.  -  (D'JIntterf.  Enci- 
■     le.) 
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Lu  tbéMÎe  des  lignes  proptX'lioiuelles  précède ,  dans  l'ou- 
vrage, la  mesure  des  sorlaces;  cette  diipoailion  (vésente  m 
avantage  réel.— Les  démonstrations  relatives  à  l'égalité  des 
rapports  incommensarables ,  sont  exposées  avec  tous  les 
détails  nécessaires  à  la  clarté  ;  des  notions  plus  étendues  sor 
ce  sujet  n'auraient  pas  été  à  leur  place  dans  un  traité  de 
Géométrie. —  La  mesure  des  ailles  par  des  arcs  de  cercle, 
est  établie  avec  pr^isîon. — Le  livre  IV  est  taminé  par  des 
prtAléînes  bien  cboisis. 

Les  propositicMU  principales  des  deux  derniers  livres,  ooo- 
co-nent  la  mesure  des  polygones  el  du  cercle,  et  tes  rap- 
pcn-ts  des  conloars  de«  figures  semblables. 

L'auteur  a  placé  au  nombre  des  notions  primitives ,  indé- 
finissables, l'égalité  d'étendue  des  figures  de  f<»me8  qo^ 
oonquesi  et,  cela  admis ,  il  définit  la  longueur  d'une  ligne, 
le  rapport  de  «on  étendue  û  celle  de  l'unité  linéaire;  et  pareil- 
lonentratre  d'une  surface,  le  report  de  ion  étendue  d  celte 
de  Ftmité  tuperficielle. 

On  trouve  à  la  fin  de  chacun  de  ces  livres ,  des  proUèmes 
qui  servent  de  compléiuent  à  la  théorie.  Le  dernier  prcMéme 
du  sixième  livre,  a  pour  objet  de  déterminer  une  valeur 
approchée  du  rapport  de  la  circonférence  an  diamètre.  La 
solution  adoptée  par  l'anteur  est  indépeudaDte  de  la  mesure 
des  surfaces  j  elle  dérite  simplement  des  rations  de  gran- 
deur précédemment  établies  rntre  les  périmètres  des  ptdy- 
gones  inscrits,  et  drconscrits  au  cercle. 

Noos  ac  donnerons  pas  une  analyse  détaillée  des  six  livres 
de  la  stfconde  partie;  il  serait  difficile  de  le  fUre,  sans  re- 
produire la  plupart  des  observations  déjà  consignées  dans 
cet  article.  Car,  ce  qui  distingue  surtout  le  plan  de  l'ouvrage, 
c'est  raualogie  constamment  observée,  entre  la  géométrie 
l^ane  el  celle  de  l'espace  ;  elle  se  trouve  d'abwd  indiquée 
par  les  titres  des  livres ,  et  par  la  disposition  des  tl 
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qu'ils  renferment  ;  et ,  autant  que  poa^le ,  elle  a  é(^  soivie 
dans  les  définitions ,  et  dans  tes  démODatrations  des^tbtorè- 
mes.  L'snalf^e  a  coodoit  l'autear  ans  déSnitions  qa'il 
donne  de  l'angle  dièdre ,  de  l'angle  solide ,  et  des  polyèdres 
semblables.  Tontes  les  objections  qu'on  opposerait  h  ces 
définitions,  tontes  les  sobtilités  que  Von  imaginerait  à  leur 
é^rd,  ne  peuvent  rien  contre  le  principe  qd  les  a  dictées. 
Seulement ,  après  avoir  défiai  les  polyèdres  semblables ,  de* 
polyidra  qui  ont  la  mglei  diidret  égaux  chacun  d  chacun , 
ef  iiMi  dmu  le  menu  ordre ,  et  la  faces  homologues  wm- 
MaUei;  il  eût,  peut-être,  été  convenable  d'ajouter  que  les 
polyédresdont  les  faces  sont  semblables,  ont -nécessairement 
leurs  aqglea  solides  ^nv  on  symétriques  (*}. 

L'ordre  suivi  dans  celte  seconde  partie  de  l'ouvrée ,  a 
plus  d'une  fois  servi  è  simplifier  les  raisumements ,  et  encore 
i  éviter  la  complication  des  figures.  Nous  citerons,  comme 
exemple ,  la  disposition  des  Ihèorànes  qni  ae  rapportent  à  la 
mesure  des  prismes. — Ancone  cdiservalion  ntjle  n'a  été  né- 
gl^ée  ;  pour  s'en  convaincre  il  suffit  de  lire  la  renutrque  3 
sur  la  définition  38  du  livre  intitulé  :  Les  angles  solides  et  lu 
fo^idres.  L'objet  de  cette  remarque  est  de  prouver  que  si 
an  angle  solide  est  convexe ,  il  est  tonjonrs  possible  de  con- 
duire un  plan  qui  rencontre  à  la  fois  toutes  les  arêtes,  sans 
passer  par  le  sommet. 

La  Ibècnie  des  figures  ^métriques  a  été  présentée  d'une 
manière  complète.  L'auteur  a  successivement  considéré  la 
symétrie  par  rapport  k  un  point,  à  une  ligne,  etè  un  plan. 
Cette  tbéorie  est  une  des  plus  importantes  de  la  géométrie 
élémentaire  ;  les  propositions  qui  la  coooernent  méritent 
d'être  remarquées. 
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Ënfiii,les  démoiutralH»isin(tirecles,  dont  le  caractère  esl 
de  coDTBipcre  laiu  éclairer,  oot  été  évitée*  lorsqu'il  a  été 
poBsible  de  déduira  de  la  notion  même  de  l'obj^  considéré 
les  (Ropriélés  qu'il  s'agissait  d'établir. 

En  écartant  de  notre  rapport  les  questions  de  mélapfajsi- 
siqoe ,  dont  la  solation  n'est  pas  encore  assez  éclaircie  pour 
qu'il  ne  soit  plus  permis  d'avcûr  i  leur  égard  des  opiniou 
différentes,  nous  dirons  que  les  éléments  de  géométrie  de 
M.  Lionnet  dous  ont  semblé  remplir  les  condilioDS  les  |riu 
utiles  des  ouvrages  de  ce  genre ,  en  réanissant  l'ordre  à  la 
rigueur  et  à  la  clarté  Si  quelques  am^ioratioas  sont  encore 
k  désirer,  on  peut  les  attendre  de  Fanleur.  G 


Étude*  fw  les  pr&priitéê  de  queliptee  fimcHona  el  sur  la  repré- 
•entalton  da  racines  des  équations ,  par  des  intersections  de 
courbes  ;  par  M.  Psochri  (E)  ,  licencié  es  sciences  mathé- 
matiques i  24  pages,  Iith<^. ,  juillet  1842. 
Moivre (  Abraham)  {'] ,  géMOètre  français,  forcé  en  168ô 
par   la   révocation  de  l'édit  de  Nantes,  de  chercher   no 
rernge  en  Angleterre ,  est  le  premier  qai  nous  ait  appris 
qu'une  équation  trindmede  U  forme  Ajr'"  +  Bx"-t-C  =  0, 
est  dècomposable  en  m  Tacieurs  réels  Irigonométriqnes  du 
second  degré.  C'est  une  conséquence  du  théorème  qui  porle 
son  nom,  el  qui  est  une  généralisation  de  celui  de  Côtes  ["), 


(i)Holtre(*brihiiin<]e|,  né  1  Vitrï-tur-Marne  en  IMTimorl  en  m*.  S«m 
UtttrtBU  ni  éDDncé  Bini  démoDItriUon  d*ni  ion  agynt»:  M itiirUa%ia  êmilf' 
iitade  tm«iui  ir  f  ludranirii.  Lond.  its<  .  in-4. 

(3]CAleilHDfier],niCn  AngleUrreen  issiimort  CD  iriS.  Son  lht«rtiBC  Ml 
eDoncè  uni  dtmonMrdion  dans  l'ouvrigc  poslbnme  :Uarmmtiit  ■wiwHrantB 
tint  Analyiii  tl  Sj/nlheiii  per  ralioUHiii  tl  atigalarum  nutHurof  promelm. 
Cimbrlge.  1713,  Id-4  (édi(6  parRabcrl  Smilh).  Cel  ourrific  ■  élé  (unpkraH  en 
rranfaii,  par  WslmilcïCCbart«>), bénédictin  anglai),  mui  le  iIitb^  l'AniJju 
dn  mesurea,  dst  ripporu  el  deiinglei.  on  réduction  des  iDMgntian*  m 
iogirilboiti  el  lui  ir»  de  cercle.  Pirii,  in-l.  itIt. 
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rdalif  anx  éqiulioiu  bindmes  x"'+a=i)  -,  n  propoeitlon  est- 
elle  vraie  poor  des  équations  de  degré  pair  d'ane  forme 
quelconque?  lies  géomètres  se  sont  longtemps  occupés  de 
cette  question ,  que  l'illustre  Ganss  est  parvenu  à  résoudre 
d'une  Dianijre  satisfaisante.  Mais  d'Alembert  le  premier 
B  proposé  une  lolntion  qui  contient  la  base  de  tout  ce  qu'on 
«fait  depuis  [voir  l'Hisloire  de  l'Académie  de  Berlin,  1746, 
p.  1 82 ,  et  aossi  le  traité  de  OUeut  intigral  de  Boagainville , 
1754,  tome  I,p.  47;  ouvrage  toujours  très-recommanda- 
blfl).  L'illustre  philosophe  sappose  que  le  dernier  terme  de 
l'équation  en  x  soit  une  variable  ^,  alors  l'équaticHi  de- 
vient ceUe  d'une  courbe  ;  il  remplace  x  par^j+yl/ — f ,  ce 
qui  donne  deux  équations  en^,  p,  q;  il  pn  déduit  par  l'éli- 
mination deux  antres ,  l'une  en ^ ,  /> ,  et  l'autre  eay,  g;  et 
il  cberdie  h  prouver  par  des  considérations  géométrico-infi- 
nilésimales,  que  qaelle  que  soit  la  valeur  de^,on  troavera 
jKmtp  et  q  des  valeurs  réelles. 

Trois  années  après,  Enler  aborda  le  même  sujet  (dans  les 
Mémoires  de  la  même  Académie,  1749,  p.  223 ,  imprimés  eu 
1751).  11  propose  deux  moyens  :  le  premier  consiste  k  prou- 
ver qœ  tout  polynOme  de  degré  2m ,  m  étant  nne  puissance 
de  S ,  et  dont  le  second  terme  est  nul ,  peut  se  décomposer 
en  deox  facteurs  réels  dn  d^ré  m  i  en  effet,  s€Al  le  polj* 
Dôme  j''"-f-A,j:'"~'-i--..A^=X,  prenant  les  deux  facteurs 

j:"+ax""'  +  orr'^-|-....  "», 

Ces  doix  facteurs  contiennent  2m—  1  coefficients;  la  com- 
paraison avec  le  polynOmc  foomit  autant  d'équations  ;  Eu- 
1er  avance  qae  tous  les  co^cienls  «,,  <7,,...  ^,,  ^,,elc. , 
peuvent  s'exprimer  rationnellemeul  en  fonction  de  a  [voy. 
p.  331).  Mais  a  étant  la  somme  dem  racines ,  l'éqnatiun  en 
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>  da degré  j-T» ,  nomlwe  ewentidIentMt 


impairemeat  pair. 

Car ,  m  élan!  une  paisunce  de  2 ,  le  dénominatear  ne  coo- 
Uent  qae  le  hctear  pair  S*^,  et  le  aamérateur ,  le  facteor 
pair  2jn  ;  de  ptus ,  celle  èquatîOD  n'a  pu  de  lames  de  degré 
impair;  car  si  ;>  eit  la  somme  de  m  racines,  — p  sera  b 
somme  des  m  aatre§  racines  :  donc  l'équalioa  en  2  étant  for- 
mée par  un  nombre  impair  de  facteors  de  la  forme  «* — />' 
le  dernier  terme  est  négatif  ;  a  a  donc  ao  moins  denx  valeurs 
rédles  dont  l'une  positive  -,  par  conséquent  les  coeffideota  «,, 
a,,...  ^,  P,,-..  sont  aussi  réels;  donc  la  décomporition  en 
deox  facteors  da  degré  m  existe  ;  or  m  étant  une  puissance 
de  3 ,  peut  eacore  se  décomposer  en  dcaz  facteurs  de  degré 
—  et  ainsi  de  soite  ;  si  le  degré  du  polynôme  n'est  pas  une 
puissance  paire  de  2,  ou  le  reudra  tel,  en  le  multifriiant  par 
un  polynôme  à  facteurs  premiers  rationnels  ;  soit  P  ce  poly- 
nôme et  X  le  p(dyDÔme  donné  ;  PX  est  décompoeable  en 
fadeurs  réds  da  second  degré ,  dooc  X  est  aussi  décompo- 
saUe  en  facteurs  réels  de  ce  degré. 

s.  Gomment  démontrer  en  général  la  réallléde/>?  Cest  une 
objection  gnvt  que  Foncenex  (*)  a  faite  cwlre  Is  dénaon»- 
tration  d'Euler.  Il  en  a  substitué  une  autre  dans  les 
Miicellawa  phys.  mathem..  Taurin,  tome  1.  1759;  dé- 
monstration modifiée  par  Laplace ,  et  que  M.  t^crois  a 
insérée  dans  son  excelleni 'c(HU|dément  d'Algèbre.  Lagrange 
a  complété  cette  théorie  d'Euler  daosles  Mémoires  de  Berlin 
de  177^,  et  dans  la  Résol.  des  E.  pum.,  note  IX,  14. 

3.  Enfin,  en  1799,  Cbarles  Frédéric  Gaoss  fit  son  appari- 


(0  pDiie«iei(PnnEeiiDiTi«tde),iièà'ni«ooa(SiT*<a)ea  in4jmonlC*ul 
«H  tTW.  ODcraitqnalopnMiptBitriTaai  ■■lUniiliqBMdB  eat  lolaor  tonl 
dqlBD  gnod*  pitllc  H'illoilre  LiKran||e,i*BMHiipilrista.T«irl4  M»giapl>i« 
UDlrcraHI*,  irl.  Fonccncl. 
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tion  par  celte  disserlalion  capitale  devcoue  extrimenieht  rare  - 
Demontiralio  nova  l^eoTHnaiis  omnem  Htnctionem  algebrai- 
isam  rotûmaiem  initgram  wmtu  ean'ofri/ù  tn  faelora  rtaUt 
fn-inu  vel  uamdi  gradu»  reiohi  poue.  HelmstadI ,  iD-4*  de 
40  pages ,  uoe  planche.  L'aatenr  fait  uoe  revue  critique  ex- 
trêmement lamincuse  de  tonlcs  les  démODslralions  qui  onl 
précédé  la  sienne  et  en  Tait  ressortir  les  défauts  ;  ainsi  d'A- 
lembert  suppose  la  possibilité  d'un  déTeloppement  en  séries, 
ensuite  la  convergence  de  ces  séries ,  deux  assertions  nulle- 
ment prouvées  i  cnsnile  la  transiliOD  de  l'infinimeuL  petit  au 
(lui ,  laisse  aussi  subsister  quelques  nuf^cs.  Euler  suppose 
que  le  second  terme  manquant ,  la  somme  des  2tn  racines  est 
nulle  ;  mais  quel  sens  attacha-  k  l'expression  somme  des  ra- 
citusy  quand  la  possibilité  de  l'existence  d'une  racine  est 
encore  un  sujet  de  doute  ;  et  qui  sait  s'il  y  a  précisément  Sm 
racines?  Lagrange  ne  Tait  pas  disparaître  cette  difficulté,  la 
méthode  est  de  plus  lujelle  à  des  embarras  d'élimination , 
'qui  jettent  des  doutes  sur  le  résultat  final. 

4.  M- Gaossétablitsa  propre  théorie  sur  ces  deux  lemmes. 

Lemme  i  ■  m  étant  un  nombre  entier  positif  quelconque , 
la  fonction  sin  f.  x' — sin/ny.r*"'x-|-sîn(m  —  1)  ly.r",  est 
toujours  dïTisibie  par  le  trinôme  x' — 2ciiSf.rx-\-r'. 

Démonst.  Il  suffit  d'effectuer  ladivision;lesdeax  premiers 
termes  du  quotient  mettent  en  évidence  la  loi  àes  tenoeg  du 
quotient ,  la  loi  des  restes  et  la  vérité  du  l«nmo.  Si  m=i ,  la 
foncti<Hi  devenant  nulle  est  divisible  par  un  facteur  qnrl- 
«onque. 

Lemroe  2.  Si  la  quantité  r  el  l'angle  f  satisfont  à  ces  deux 
équations: 
/••cOBffiH-A'""^C<«('"— •>p4-B'^"'<^('"--3)'H--  Kr"cos2^ 

-f-4rcos-î-|-M  =  0,       (U), 
*^~sinnir|-A'^'sin(m— l)(f+Br"-'sin(m— 2)-(.-^-...K•■^rn27-f- 
-^-4rsin9=0,  (Tj , 

Ank.  »  HiTBta.  I.  .iS 
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Aian  U  fMiclioii 

X=j:"+ALr"-+B*""'+ Kx'+U+K, 

sera  diritfble  psr  le  IrinOine  x'—Scos^.rx+i'i  poorvd 
que  rsin?  ne  soit  pai  nul, 
Dimotutration.  Ghacone  des  qaanlilés  SDivantes 

siD^rj"     —         sinmifr'j:  +8iQ(ffi  — 1)  t'""*'. 

AaiOfrj:'— — Asîn(m  — l)çr"-'jr  +  Asin(m  — 2)*pr", 
BsiOfT-J—'— Asin(»i— 2)ç/-"^x4-AsÎB(n»— ♦)f»'^% 
elc... 

KsiOfr^'—       KsinSfr^x         4-K8int'^, 
LBÎDfrJc —        Lsinfr:r  +0, 

Msinçr—  0  +Msin(— ?)/■, 

csl  divisible,  d'après  le  lenune  précédeol,  para:' — Scot.  ?. 
rx  +  r';  donc  la  somme  de  ces  qaastités  est  aussi  divisible 
par  ce  Irintaiei  or,  la  première  colonne  verticale  est 
rsiiif.X;lasecoBdeGdonae  est  xT,  et  la  troisième  colonne 
=  r(U9iDt— Tcos?);  donc,  etc. 

Si  7^=0;  alors  M=0,  et  X  est  dirisible  par  j;  <  siaiof  =0, 
alors  C0S7=:±1  ;COs2f=-}-1;cos3f=±:1,  et  généralement  ' 
cosnf  =  cos"7i  à  cause  de .l'éqnalion  [U),  X  devient  doM 
nul  eu  fesanl  x  =  cosf  ;  X  est  dcmc  divisible  par  j:  —  oos  f  ; 
donc  en  général  Xest  divisible  par  X— r  cosf  lorsqae  rsin7=0; 
il  est  évident  d'aillears,  en  remplaçant  les  sinos  des  arcs  mal- 
tiplespar  des  puissances,  que  Test  divisible  par  râuy. 

5.  L'auteur  considère  ensuite  les  U  et  T  comme  les  équa- 
tions pcdaîres  de  deux  courbes,  évidemment  algébriques,  et 
si  l'oD  ranplacersinf  par^elr,  ces  7  par  j:,  on  a  les  équa- 
tions en  ooordoDoées  rectangulaires ,  chacune  du  degré  n  ; 
mais  l'équation  T  se  décompose  ai  une  droite^  =  0  axe  de* 
X  et  uoe  ligne  du  degré  m — 1  ;  posant  sin  m^^O,  «1  obtient 
m  dnriles  passant  par  l'origine  et  rencontrant  la  ligne  T  i 
l'infini  j  donc  cette  ligne  est  Twmée  de  2  m  branches  infinies^ 


b,  Google 


—  443  — 

l'axe  polaire  est  aoe  de  cas  droites^  la  seconde  droite  fait  avec 

cet  axe  un  angle  de ;  la  troisiècne  an  angle  de  2  . , 

180* 
la  qoalrî^ne  de  —  et  ainsi  de  suite. 

Posant  cos  M  ?  =  0 ,  c'est  le  système  de  m  dnritea  passant 

par  l'tHigiae  et  faisant  successifemeot  avec  t'axe  des  angles 

de  —  ,  , ,  etc. ,  et  renoxitrsnt  la  courbe  U  à 

l'infini  i  die  est  donc  aussi  composée  de  2m  brandtes  infinies. 
Ainsi ,  un  cercle  de  rajoa  infini ,  ayant  aaa  centre  à  l'ori- 
gine, rencontre  les  deux  courbes,  chacune  en  2m  pmnlsse 
saccèdant  de  telle  sorte  que  diaque  point  d'intersection  d'une 
oooriw  se  Iroure  toujours  entre  deux  pcunls  d'intersection 
cottsécoliTs  d'une  antre  conrtie. 

De  cette  disposition  géométrique ,  V<m  coodut  arec  évi- 
dence que  les  deux  oonrbesU  et  T  se  rencontrent  en  m  points; 
et  par  conséquent  r  et  ?  sont  réels ,  et  la  fonction  X  est  dé- 
compoaableen  raclanrs  trinômes  de  la  forme  x* — axn»s<-^'^, 
ou  en  d'autres  termes  cette  fonction  a  toujours  des  racines 
binômes  de  la  forme  a+&^ — I. 

6.  L'illustre  géomètre  démontre  de  plus,  par  dos  con- 
sidérations très  ~  simples ,  très  -  ingénieuses ,  que  ces  points 
d'inl^wction  ne  surpassent  pas  le  nombre  m,  el  qu'on 
peut  assigner  le  nombre  de  points  d'intersection  qui  tom- 
bent dans  l'intérieur  dun  cercle  de  rayon  fini ,  ayant  le  pôle 
pour  centre.  M.  Cauchy  a  depuis  généralisé  ce  théorème 
en  remplaçant  le  cercle  par  une  courbe  qadconque  (')  ; 
l'auteur  après  avoir  énoncé  seulemaat  d'autres  propriétés 
de  ces  cooibes,  par  exemple,  qu'elles  se  coupent  mutuelle- 
ment à  angles  drofls,  et  que  si  plusieurs  tvaocbes  d'une  de 
ces  courbes  passent  par  le  même  point ,  il  y  aura  on  nombre 

('.'  Uaaiilla,  Jsumal ,  1. 3 ,  il». 
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égal  de  branches  de  l'aulre  courbe  qui  paswroot  par  ur» 
points,  et  dlea  se  «mpavot  sons  dps  angles  égaux ,  ajoute  : 
Denique  obiervo  ,  minime  impouibile  ase ,  ut  demonttratia 
praceiens,  qttàmhic  principiu  geomelricû  mperstruxi,  etiam. 
in  forma  mère  analyUcaexhibeattirip.iS);  c'est  cette  forme 
mare  OHat^tica  qui  e»t  l'objet  des  belles  études  de  M.  Proabet, 
que  nous  devons  Taire  conultre- 

7.  Soit/  (s)=Oi  et  faisant  z=x-i-yi/^;  on  obtioit 
P+QV/'^=Oi  P=0,  Q=Oi  et  P  et  Q  étant  des  fonctions 
de  :r  et  r  1  identiques  aux  fonctions  U  cl  T  expri-mées  en 
coordonnées  reclangulaires  ;  les  étud^  sont  divisées  en  sept 
chapitres  dont  le  premier  (I  à  2}  oc  contient  que  les  défini- 
nitions;  l'autenr  nomme  poiRto-ractnes  les  interseclioin  des 
ligines  P  et  Q  j  le  secmid  chapitre  (2 — 6)  contient  les  relattoos 
entre  les  dérivées  parlielU»  dedivers  ordres  de  P  et  de  Q  ;  elles 
sont  de  deux  genres;  celtes  qui  existent  entre  les  dérivées  de 
P  et  celles  de  Q ,  et  celles  qui  enstent  entre  les  dérivées  de 
la  méiBe  fonction.  On  a 

— =1    —  =  V'~t 


d'où 


dp      dQ    dP dQ 

dx       fij-'  dj'  ~      dx 
Dcces  deux  équations  Irndamentalos,  on  déduit  facilement 

_^P iTQ  JQ JP 

dx'dy"'-  di^dj"^  '  dx'dy"  ~       dx^'dy':^' 

jp jp        jQ ,tq 

dx-dj,"-  dx—dy ■•*•''  dx'dj-'~  'di'^dy=^' 
Ainsi  les  valears  absolues  des  dérirécs  de  mOme  ordre  pour 
la  même  fonction  sont  égales. 
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Le  pu-agrapbe  1)1  (6  —  8] ,  eal  consacré  aux  diSérences  et 
aax  différentidlea  loUles.  Supposons  que  dansas ,  on  rem- 
place z   par   z-^-^x-^~^yl/ — l ,  et  fH'cnona 

on  trotiTe  Tacilement  par  le  théorème  de  Taylor ,  en  égalant 
■éparémeat  les  parties  réelles  et  les  parliee  imaginaires, 

iP  =  2-ï-;r3 (^co!n9  +  -— — -sinnS  )+R,, 

■       r'         /<rp  (TP  \ 

^      ,  1.2.3... B  V"^  d^  dy  ) 

R,  et  R.  désignant  les  restes  de  la  série  -,  on  a  -^  =  col  4  ; 

passant  aux  inSoîment  petits,  et  désignant  par  u  la  limite 

de  s,  &P  et  AQ  deriennenl  les  difiëreolidles  totales  du  n""' 

tn-dre  divisée  par  le  produit  1.2.3...  n,  donc 

<rp  ,      ^P     . 

rf^P       d^^  '  djr^ây 

dy  "  sin""  ' 

<rp  .      _    <rp     . 

(TQ       (ir"  dx'~'dy 


dy*  sin"»i 

Au  uMiyen  de  ces  expressions  analytiques,  l'auteur  déduit 
facilement  dans  le  paragraphe  IV  (8— 13),  les  propriétés  des 
courbes  P  et  Q  (U  et  T  de  M.  Gans»).  11  démonlre  :  1°  que 
lorsque  l'équation  donnée/(s)=0,  a  n  racines  égales ,  il  ïa 
dans  cbacane  de  ces  courbes  un  poinl-racise  multiple  où 
passent  n  branches  ayant  chacune  une  tangente  distincte,  et 
deux  langeotes  consécutires  comprconenl  on  angle  ^al 

à  -,  et  entre  denx  tangentes  consécutives  à  la  courbe  P,  il 

y  a  toujours  une  tangente  à  la  courbe  Q  ;  et  lorsqu'un  point- 
racine  est  simple,  les  courbes  P  et  Q  se  coupent  à  angles 
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droits,  propriétés  éDMicécs  aussi  ci-dessns;  M.  Proubet  dé- 
montrede  plotqa'ancan  point-raciDcnepeatélreDiiiDpoiBl 
d'arrêt,  ni  an  point  isolé  ;  ce  qui  est  bien  mentionné ,  mais  ne 
semble  pas  solidenKal  établi  dans  la  dissertation  de  l'illastre 
professeur  de  Gollingue.  Le  paragrafAe  V  (13 — 16),  con- 
tient les  propriétés  des  conrbes  données  par  les  équation) 
P — Q=0,  P~|-Q  =  0(  ces  propriétés  sont  identiques  aux 
précédentes.  A  l'aide  de  ces  courbes,  M.  Pronhet  démontrele 
beau  IhéorémedeM.Canchy  menlionnéci-deasuB.LeiKMntnï 
des  points-racines  situés  dans  l'iotérieur  d'un  contour  Fermé , 
en  supposant  qu'il  ne  s'en  troQve  ancunsur  ee  contour  même, 
est  égal  h  la  demi-différence  entre  lo  nombre  des  nriations 

P 
descendantes  et  ascendantes  du  rapport  ^  poor  loote  l'è- 

lendne  dn  contour  supposé  parcouru  dans  ie  sens  direct  de 
rotation.  Ce  nombre  est  aussi  égal  à  la  demi-diffé9«oce , 
entre  les  variations  ascendantes  et  descendantes  du  rapport 


la  varlatioD  est  ascendante. 

Les  asymptotes  des  courbes  P  et  Q  sont  délcrmiDéea  dans 
le  paragraphe  Yil  (18 — 22)  ;  l'aulenr  parvient  aux  mêmes 
résultats  que  M.  GaussdontO  avertit,  dans  une  note  au  bas 
de  la  page  IS ,  n'avoir  point  connu  la  dissertation  ;  et  ayant 
recours,  comme  M.  Ganss  encore,  à  un  cercle  inûni,  l'auteur 
en  conclut  qu'une  équation  algébrique  du  degré  m ,  a  autant 
de  racines  de  la  forme  a+bl^~l. 

Le  pan^rapbe  VIII  (22—23),  traite  des  propriétés  des 
surliaces  données  par  les  équations  à  trois  variables  '  =  P , 
f  =  Q;  M.  Gauss  mentionne  ces  surfaces,  mais  transitoire- 
ment  (*].  Enfin  le  dernier  paragraphe  (23 — 24}  indique  cou* 
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nunt,  ao  moyen  des  fonnales  rapportées  ci-deutu,  on  peut 
qudqoefoiB  parvenir  k  séparer  les  quantités  réelles  el  les  ima- 
ginaires dans  nue  fonction  donnée,  telle  qae  log  {■r-Krk'-^O 
qui  est  égal  à  log  \/x'-\-j-'-{-  V'—x  arc  tangent  - . 

Paissions-nous  soovent  être  gratiûés  d'études  aussi  inlé- 
rcssanles ,  et  si  instmctlTes  (*j. 


EXTRAITS  DE  JOURNAUX. 

Comptes  rendu»  de  l' Académie  des  icietua  de  Paris. 
M*  i— 3  janvier  I8»3. 

M.  Vâteau.  —  Sur  an  certain  empIcH  que  Taisaient  les  Ro- 
mains, des  le  2' ou  3"  siècle  de  notre  ère,  des  ralears  de 
poeitionponr  l'expression  des  nombres  (p.  43). 

En  1693,  on  a  puUié  ^  à  l'imprimerte  rojale,  la  collection 
■oiTanle;  f''eterummtUhemaiieorwnAlhenœi,Bitomt,Apolîo- 
dori ,  Hetomt,  Philotùs  et  aUorum  opéra,  grâce  et  latine,  nurte 
pritimm  eMa,  1  in-fol.  Héron  traite  des  macbines  à  air  et  à 
eau,  nuis  les  aalres  ne  s'occupent  que  demachinesde  guerre 
etdepoltorcélîqne.  Parmi  les  aiiorum  se  trouve  Seste-Jules 
AfiriGaln ,  auteur  qui  a  vécu  en  Orient ,  sona  Hâiogabale ,  au 
3»  siècle  de  l'ère  vulgaire  ;  0  a  écrit  sur  la  théologie  el  a 
composé  aussi  un  ouvrage  intitulé  Cettet ,  qui  vent  dire  bro- 
deries OD  bigarrures ,  compoeilioa  qui  renferme  des  observa- 
tMHis  tantôt  raisonnables,  le  {riu8S0UTenteztraT8fantes,Bur 
la  physique ,  la  médecine  el  l'art  de  la  guerre.  La  bibliothèque 
royale  en  possède  deux  manuscrils.  Le  style  de  l'auteur  est 
tellement  obscur,  et  les  manuscrits  tdlement  défectueux, 
que  D.  Thevenot  (Melchisedec) ,  tradnctenr  en  latin  des  pre- 
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tniers  aoleors  ci-deum  désignés ,  l'eBt  coatcmté  de  donaer  le 
texte  grec,  accompagné  de  quelqneB  annotations  et  glosn. 
L'onrrage  est  divisé  en  77  chapitres  ;  raTant-dernio-  parts 
de  l'emploi  iesfatutux  comme  eigoanx  de  guerre.  Après  avoir 
dooDé  quelques  [vëceptes  sor  la  manière  de  faire  ces  signaux, 
l'auteur  exprime  son  admiration  de  l'usage  que  font  les  Ro- 
mains de  ces  signaux  pour  Taire  connaître  an  loin  la  force 
d'une  troupe.  A.  cet  effet ,  dit-il ,  ils  préparent  trois  espaces, 
à  droite ,  au  milieu ,  et  à  gauche  ;  dans  chacnn ,  ils  allument 
depuis  un  jusqu'à  aeat  feux  ;  mais  ceux  qui  sont  dans  l'es- 
pace à  gauche  désignent  des  unités  ;  dans  l'espace  du  millea, 
des  dizaines  ;  et  dans  l'espace  à  droite,  des  centaines  ;  par  ce 
moyen,  ils  pcaTent  annoncer  des  nombres  depuis  1  jus- 
qu'à 999  ;  et  en  continuant ,  ils  pouvaient  annoncer  les  mille 
et  dix  mille.  Cette  indication  intéressante  enfoaiedans  an  ou- 
vrage, rarement  consulté,  n'a  pas  échappé  à  M.  Vincent , 
d'une  perspicacité  si  èradile.  Dans  la  Biographie  umverseUe. 
on  lil  à  l'arlkle  de  Africain  (  Sexte-Jnles] ,  qne  Guicbard  a 
traduit  cet  auteur  dans  son  ouvrage  intitulé  Mémoirei  nuA- 
tairts  mr  la  Gréa  et  le$  Romaint  ;  c'est  une  erreur  provenant 
d'une  méprise  ;  Gulchard  n'a  traduit  cjne  l'analyse  de  la  cam- 
pagne de  Jutes  César  en  Afrique ,  par  Hirtins  (*). 

On  aurait  tort  de  conclure  de  l'observation  de  M.  Vincent, 
que  les  Romains,  dés  le  second  siècle,  faisaient  usage  dam 
leur  calcul  de  la  numération  déposition;  car,  souvoit  entre 
la  découverte  d'un  principe  et  sa  conséquence  la  plus  fadle, 
s'écoulent  des  milliers  d'aunes.  Diophaote  représente  par  des 
lettres  les  quantités  inconnues  i  il  fallut  au  moins  dix  wèclei 
avant  que  Viète  ne  s'avisât  de  représenter  aussi  par  des 
lettres  les  quantités  connues,  et  c'est  là  toute  l'algèbre. 


lildei  CtiUi,  dans  on  autre  aaitigt 
MMnolrc*  eriliqieï  el  hiitoiiquo  «ur  pluweuri  palnu  d'anliqnilé  mlliuin. 
Toui.  *,  p.  3T3.  It  dai>  <:e  rtnixigncinenl  a   rohli|(Mnrr   d«  M.   Ir  prorptsmr 
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toutes  les  sécantes ,  car  en  prolongeant  AG ,  BH  jnsqo'i  lenr 

rencontre  en  0,  od  a  OC:OD::AC:BD,  donc,  à  canK  de 
l'hypothèse,  OC:OD::CE:DF,  donc  CD,  £F  sont  parallèles. 
De  même  pour  les  autres  sécanlcs.  Si  AG ,  BH  étaient  pa- 
rallèles, alors  ABDC  serait  un  parallâ^^rammc ,  d'où 
AC  =  BD,  etscsuse  de  l'hypothèse, CE=DF,  d'où  CDFE 
parall^togramme ,  £F  parallèle  à  CD,  et  ainsi  de  snile. 

Supposons  maintenant  que  AB,  CD  {/ig,  90)  conoonrenti 
ce  qui  est  facile  à  réaliser  en  tirant  d'un  point  M  deax  sé- 
cantes à  travers  df  ux  droites  AG ,  BH ,  et  portant  à  partir 
des  points  C,  D  des  parties  proportionnelles,  comme  on  a  dit 
plus  haut.  AB  n'est  parallèle  ni  à  CD  ai  à  aucune  des  ligne* 
snivanles  ;  car  si  elle  l'élail  à  EF ,  eu  proloi^eaot  AG,  BB 
jusqu'à  leur  rencontre  O,  on  aurait  OA:OB::AE:BF,  ^  à 
cansedel'hypotbèse,  AE:BF  :  :  AC:BD,  doncOA:Ofi  :  :  AC:BD, 
d'où  AB,  CD  paralléleSi  ce  qui  n'est  pas.  On  verrait  de  ntéme 
qu'aucune  sécante  n'fst  parallèle  A  une  autre.  Même 
conclusion  si  AG,  BH  étaient  parallèles,  car  si  AB  était 
parallèle  à  EF,  on  aurait  ABFE  parallélograoïme,  d'où 
AE:=BF,  et,  par  suite  de  l'hypothèse,  AC=BDj  ce  qui  ne  se 
peut.  La  première  partie  de  la  proposition  est  donc  démon- 
trée. 

2.  Considérons  les  points  de  rencontre  des  sécantes.  Si  les 
deux  droites  données  concourent ,  ces  points  diOèrent  suc- 
cessivement.  En  eSét,  supposons,  s'il  est  possible  {fig.  91), 
que  les  (rois  sécantes  AB,  CD,£F  concourent  en  M,  point 
de  rencontre  des  deux  premières.  Par  B  menons  hdf  parai- 
lèleà  AG,  on  aura  (prop.  22,  liv.  III),  AC:Bd::CE:df, 
donc,  )icausederbypotbèse,BD:B<^::DF:<^,  et  rfD  serait 
parallèle  i  /F,  ce  qui  n'est  pas.  Ainsi  les  points  de  ren- 
contre se  détachent  successivement  M,  N,  P,  etc.  On  voit 
bien  que  quand  les  parties  proportionnelles  sont  Iré»- 
yetilcs ,  ces  points  tendent  par  leur  réunion  à  tracer  une 
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courbe.  J'en  donne  l'éqnalkm  plus  loîa  (4).  Si  )es  droi(4!j 
coupée»  AG ,  BH  sont  parallèles ,  les  points  de  cODCOors 
des  sécantes  socccssives  se  confondent  en  an  sent.  En  effet, 
soit  (Jig.  92),  M  la  reocootre  des  sécantes  AB,  CD,  ei 
le  point  OD  la  droite  MB  coopérait  BH,  on  aurait  (prop.  22) 
AC:BD::CE:D/',  donc,  ii  cause  de  l'hypothèse,  D/=DF, 
donc,  etc. 

3  Une  suite  de  rapports  ^az  a:b::c:d::e:f::g:k::Qti:., 
peut  être  placée  sur  deux  droites  concooranles  ou  parallèles 
par  une  suite  de  sécantes  concourantes  oo  parallèles.  Il 
suffira  de  la  connaissance  d'an  rapport  et  de  tous  les  antécè- 
dents  ou  de  tous  les  conséquents.  Ainsi  pour  placer  cette 
soite  {fig.  93) ,  h  partir  des  points  A  et  B  sur  les  deux  con- 
courantes AG.  BH,  on  mènera  hh  parallèle  i  AC,  on 
prendra  AC  =  a,  Bcf=A,  CE=c,  £G=e,  Gl=g,  etc.  On 
tirera  AB,  CD  qui  concourent  en  m,  puis  mE,  rnG,  ml,  etc., 
qui  donoenl  da=d,  ah^_f,...  avec  des  cercles  du  centre  B 
on  rabattra  i/enD,/'eaF,  AenH,  etc. 

PROBLËMI.      . 

4.  Quelle  at  la  courbe  que  tendent  à  décrire  les  interiec- 
tions  conséaUivee  d'une  infinité  de  âécanles  interceptant  tur 
deux  droiteifixei  données  det  parties  proportionneUes,  lorsque 
ces  parties  sont  ^is-pelitei  ?  (Qg.  94).  Je  prends  les  deux 
droites  fixes  pour  axes  coordonnés ,  et  je  désigne  par  A 
le  rapport  connu  qui  existe  constamment  entre  les  por- 
tions qu'interceptent  sur  les  axes  deux  sécantes  quel- 
conques.  Il  est  évident  qu'il  faut  encore  connaître  la  première 
sécante  AB  à  partir  de  laquelle  on  porte  les  parties  très- 
petites  AC ,  BD ,  . .  dont  le  rapport  est  A  ;  car  ai  l'on  ohaugo 
b  position  de  cette  sécante,  tout  le  système  des  points  con- 
sécutifs d'intersection  change  de  position.  Je  désignerai  cette 
sécante  primitive  par  l'équation  --{--=(.  Faisant  croHrca 
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d'une  quantité  (résilie  h ,  f,  sera  accru  d'nae  aotrc  qaan* 

k 
tité  trés-pelitfî  k  telle  qae  t-=A  ,  de  sorte  qu'on  aura  pour 


commodément  le  point  de  rencontre  M  de  ces  deux  sécanfes , 
OD  retranche  leurs  équations  après  en  avoir  fait  diqwraltie 
lesdénominatenrs,  et  l'on  arrive  à  Ahx-\-ky=Khx-k-k^hk*, 
on  en  simpliflant  A-r+^  =  A»-}-  e  -{-âA.  Entre  celte  équa- 
tion et  l'équation  de  la  première  sécante,  on  élimine^  et  l'on 

(roQTe  x=— --.  Mais  comme  k  dmt  étreanc  quantité 

infiniment  petite  pour  qu'il  y  ait  lieu  à  une  courbe,  on 
supposera  A  =  0 ,  d'où  pour  le  poinl  M , 

obtenu  en  substitoaiit  la  valeur  de  x  dans  l'éqaation  de  la 
pronière  sécante.  Telles  sont  les  coordonnées  da  poinl  de 
rencontre  de  la  première  sécante  AB,  avec  la  sécante  infini- 
ment voisine.  Si  l'on  veut  considérer  maintenant  l'inter- 
seclion  d'une  sécante  qnelconqae  de  la  suite  de  AB,  par 

exemple  GH...  "jTT  +  rirÂÂ ~ **  CA  étant  onaccrois- 
sement  fini  AG],  avec  sa  sécante  infiniment  voisine,  on 
conçoit  qu'on  y  parviendra  en  remplaçant  dans  les  calcnli 
la  première  sécante  AB  par  la  sécante  GR,  et  la  sécante 
infimment  voisine  de  AB,  par  la  sécante  infiniment  TofsiDe 
d.GH,s.TOit  -j^,  +  j3-^-L_,=,,  ïde,.n,nl.„e 

quantité  infiniment  petite.  Il  suffira  donc  pour  avoir  le  point 
dermcontre  de  GH  avec  la  sécante  voisine,  de  remplacer 
dans  les  valeur»  ci-deesns ,  «  par  a+A  et  C  par  6+ AA ,  d'où 

_  *["  +  ^')'        _  -(e+AA)' 
•'-    A«-e  '     ^~    A,— e    ■ 


b,  Google 


—  453  — 
MaialCDaDt ,  comme  on  a  l'inlersectioii  de  deux  sécsDles 
iaânimcnt  voisinos  qadconqaes  de  la  suite  de  AB,  il  est 
éridenl  qa'en  éliminant  la  quantité  finie  h  de  signe  quelcon- 
que entre  les  deux  éqoalioiis  précédentes,  il  s'agira  des 
intersections  ccmsécutÎTes  de  toutes  les  sécantes  infiniment 
voisines  i  droite  et  k  gauche  de  AB ,  c'est-à-dire  qu'on  aura 
l'équation  du  lien  ctaercfaâ.  Les  deux  équations  précédentes 
peuvent  s'écrire 

Aj:(A«— S)=A'(«-f4j',      ^(Aa  — S)  =— («+AA)'. 
En  les  ajoutant  ensemble ,  on  a 

(Ab— e)(Aj:+^)  =  A'«'— e'+2AA(Aa— 6); 
4iaot  IcEacteor  commun  Aa — G,  et  tirant  la  valeur  de  AA, 

S  ' 

enOn ,  remplaçant  cette  valeur  de  Aft  dans  l'équation  eu  y , 
on  trouve ,  après  réduction , 

pQor  l'équation  du  lieu  cherché,  lequel  est  comme  oa  voit 
one  parabcde  tangente  h  l'axe  des  j?  et  à  l'axe  des^,  car  les 
cowdonnéea  à  l'wigine  sont  fournies  par  les  équations 
(Ajt— Aa-f-e)'=0,  Cr+Aa— 6J>=0.  Ladroite^  =  — Aj: 
est  un  diamètre  qui  rencontre  la  parabole  en  ja\  point  dont 
les  coordonnées  sont  les  quarts  des  coordonnées  dn  contacta 

avec  tes  axes.  Si  l'on  suppose  A=~  ,  c'est-à-dire  toutes  les 

sécantes  parallèles  à  la  première ,  l'équation  de  la  parabole 
devient  {y-\-kx)'  =  Q,  diamètre  de  l'origine.  Cela  n'a  pas 
besoin  d'inter{«étation. 

5.  On  prévoit  que  toute  droite  obtenue  en  portant  à  par- 
tir de  AB  sur  les  axes ,  deux  longueurs  dans  le  rappwt  A , 
sera  aussi  bien  que  ^ea  axes  et  la  sécante  AB ,  tangente  & 
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1«  parabole.  Pour  le  vëriGer  par  le  calcul,  j'otMerre  que 
l'équation  de  la  parabole  trouvée  est  de  la  forme 
(2)        jr'+2A^+A'j'  +  2niy— 2Amx+ffi'=0; 
et  même  c'est  là  la  Turme  de  l'équalion  de  toute  parabole  rap- 
portée à  deax  tangentes  comme  axes  coordonnés ,  car  toale 
parabole  ainsi  rapportée  aura  pour  éqoaiion 

avec  les  relations  b'—ic^O,  d'—\f=Q,  e' — 4ç/'s=(), 
de  sorle  qu'en  éliminant  les  coefficients  c ,  d,e,  l'éqnatioD 

sera  j'"  +  *xj-+^j:'±^l//-=i=éxK/*+/=0.  Les  coeffi- 
cients d>  et  d'x  peuvent  élre  pris  avec  Tan  oa  l'antre  de 
leurs  signes,  parce  qu'en  effelrien  n'obligea  porter  les  x  et 
les^  positifs  d'un  cdté  plutôt  que  d'un  autre  de  l'origine  des 
axes-langenies  -,  mais  il  faat  les  prendre  ensemble  en  »gne 
contraire...  ±  £^v</=F ^■^VV—  attendu  qu'en  prenant 
ensemble  les  deux  4-  oa  les  deux  — ,  l'équatîoa  serait 

(j'  +  -x±{/J'\  =  0,  et  ne  représenterait  pins  une  para- 
bole. L'équalion  (2)  convient  donc  bien  k  toute  parabole 
rapportée  à  deux  axes-langentes ,  m  et  A  étant  des  nombres 
do  «gnes  quelconques.  Pour  trouver  les  conditions  aux- 
qaeUes  on  reconnaît  qu'une  droite  y=  ax+b  est  langeole 
'  à  une  parabole  ainsi  représentée,  on  remplacera  j' par  ax-\-b 
dans  l'éqoatioo  [3) ,  ce  qui  donnera 

j^(A  +  o}'  +  2x(A6+ai— Am+am)  +  (*+»»)'=0. 

Élablissant  que  les  racines  de  cette  équation  sont  ^lesi,  oa 
aurafl(*  +  m)+AC6— m)=±(fl+A)(fr-f-»B).  Le  signe + 
conduit  à  ane  absurdité  et  le  signe  —  à  la  relation 

ab+aBt+Ab=0, 
pour  la  condition  de  (angencc  cbercbée.  Or  la  sécante  AB  et 
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■4-  -=i— =1, 


IODteaalre(lesa8uite,é(aDt  représentée  par  ;n:^"t"eÏAÂ' 
satisfait  à  cette  relation,  car  alors  a=- — -r-^,  e=S-|-AA, 
de  sM-te  qoe  par  la  snbstitniioo  de  ces  valeurs,  la  relation 
de  laogence  acquiert  le  facteur  commun  e-|-Â7i,  se  simplifie 
et  devient  une  identité,  ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée 
des  sécantes  aux  axes.  On  voit  donc  qu'on  pent  ntener  des 
langeoles  à  la  parabole  trouvée  (4)  en  employant  le  procédé 
cité  0°  3.  CellBpropr\élé,qaelaséeanUiinlereept(mtsar  deux 
droitet  qw,  concourent  des  parties  proportionnelles ,  sont  toutes 
tangentes  i  une  mime  parabole,  explique  de  nouveau  pour- 
quoi chacune  des  sécantes  n'est  parallèle  à  aucune  anlre  (2) , 
car  on  sait  qu'à  la  parabole,  il  ne  peut  y  avCHr  deux  tangentes 
parallèles. 

6.  Lorsque  deux  droilea  qui  concoorent,  sont  fixées,  ainsi 
que  la  position  d'une  première  sécante,  ta  parabole ,  lieu 
des  concours  des  sécantes,  est  déterminée  (i).  Mais  si,  an 
contraire,  on  donne  d'abord  une  parabole  quelconque,  on 
pourra  toujours  la  rapporler  à  deux  tangentes,  puisqu'il  n'y 
a  pas  de  parallèles  entre  elles  ;  atora  son  équation  sera  de  la 
Forme  (^)  n°  5,  comme  je  l'ai  démontré.  En  identifiant  les 
équations  (1)  etC2),  on  a  seulement  m=A.a — S.  Une  des 
coordonnées  a,  S  reste  duoc  arbitraire  pour  que  la  première 

sécante  - -f-^  =  l  soit  langenle  lia  courbe,  ce  qui  montre 

qu'on  peut  cbt^ir,  pour  fixer  le  départ  des  parties  propor- 

iionnellea  sur  les  deax  axes ,  telle   tangente  qu'on  voudra. 

Ensuite ,  quel  que  soit  A ,  la  droite  —r-r.  +„  ,   ..  =1 ,  est 

a  -|—  n         n  -]—  An 

toujours  tangente  à  la  parabole;  cela  suit  des  équations iden- 
liques  (1)  et  (2).  J'ajouterai  sealemenl  que  le  rapport  A  des 
parties  proportionnelles,  varie  évidemment  avec  les  deux 
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ptemières  tangcBlea  qu'où  prend  pour  axes  cowdoiinés  i  cv 
co  rapport  est  égal  au  rapport  des  siaas  des  aagles  de  cts 
deux  tangentes,  arec  le  grand  axe  de  la  parabole.  Il  eat 
donc  démontré  qae  n  l'on  mène  deux  Umgentes  quelconq»e$ 
d  une  parabole,  toulea  la  tangmta  qu'on  /ui  mènera  entuHe , 
intercepteront  mr  ces  dewir  tangetUe»  à  partir  if  une  troinème 
fixée  à  fiolorM' des  parties  constamment  proportitmneltet. 

Observation.  Si  les  deux  droites  do  problème  (4)  soot 
sitoées  dans  l'espace,  idors  il  est  Facile  de  démoatrer  qœ  la 
sécante  décrit  on  parabuloïde  fajpertioliqae ,  engendré  par 
le  mouTemeot  d'une  droite  qni  s'appnie  toojours  sur  les 
deux  droites  données ,  et  sur  une  troisîèine  droite  facile  i 
déterminer. 

Il  suffit  de  prendre  pour  plan  des  xy ,  un  plan  parall^ 
aux  droites  et  pour  axe  des  s,  la  direction  de  la  plus  courte 
dislance.  Alors  les  équations  des  deux  droites  sont  de  la 
IcMine 

iz^m,  t  z^n  , 

y  =  ax.,  \  y  =  bx. 

Prenant  sur  la  première  droite  un  point  dont  les  cordon- 
n6»  sont  j:=i-{-At,  y  =  ax,  z-=ni,  et  sur  la  seconde  on 
autre  point  ayant  pour  coordoDipées  j:=^+^,  y=bx.,  x=«, 
(a,  p,  A,  /,  étant  des  constantes,  et  t  une  variable];  élimi- 
nant t  entre  les  équations  de  deux  projections  de  la  droite 
qui  passe  par  ces  deux  points ,  on  parvient  à  l'équation 
cherchée  : 

+  (fl-i)  (./-pA)  ]  +  (m-n)'  k  {y—ax)  =0. 
Faisant  2=0,  on  (ronve l'équation  d'une  troisième  direc- 
trice. 

La  surface  est  aussi  engendrée  par  le  mouvement  d'une 
dn^te  constamment  parallèle  au  plan  sy ,  et  a'appnjant  sur 
deux  dirrcirices.  Tn. 
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II.  Dans  tous  kt  ou^ra  cm,  la  (inaction  dottnée  n'ett  pas 
exactement  réductible  en  décimâtes,  et  elle  conduit  d  imc 
/raetioK  périodique. 

Soit,  s'il  est  possible -- =  -— -,    L»    première  fractioQ 
'  •^  30        1000  *^ 

élaot  irréductible;  \et  deux  termes  de  la  seconde  doiveot 

filrc  des  multiples  de  ceai  de  la  premiâv  i  doue  10(H)  serait 

dif  bible  par  30  ;  ce  qui  est  absurde ,  puisque  30  coutient  le 

facteur  3 ,  qui  n'entre  pis  dans  1000. 

23 
Si  donc,  on  procédeà  la  réduction  de  —  en  décimales ,  au- 
cune division  ne  se  fera  exactement  ;  et  comme  chaque  reste 
est  moindre  que  30,  il  arrivera  qu'A  la  30*  divinon  ao  plus, 
on  retombera  sur  an  reste  déjà  obtenu.  Ce  reste  étant  suivi 
d'un  zéro,  donnera  un  dividende  partiel,  on  quotient  et  un 
reste  déjà  obtenns,  etc.  Donc  les  quotients  et  les  restes  for- 
mercHit  deux  suites  périodiques  :  le  nombre  det  termes  de 
chaque  période  sera  moindre  que  le  dénominateur. 

III.  Si  le  dénominateur  est  premier  avec  iO,  la  période  dé- 
cimale commence  dit  la  virgule. 

4024 
31   ' 

divise  4024  par  21 ,  ce  ^  donne  la  partie  entière  de  la  frac- 
tion périodique;  puis  on  écrit  0  à  la  droite  du  reste,  aa  di- 
vise par  21  ;  il  résulte  de  là ,  que  pour  opérer  cette  réduc- 
tion ,  on  divise  par  21  les  quantités  suivanles  : 

4024,    4024X10,    4024X10',    4024x10^...       (A) 
4024 
21 

fournis  par  les  dividendes  de  la  snite  (A)  doivent  pareille- 
meal  former  une  période.  Supposons  que  4024  X  10*  et 
4024  xlO"  soient  deux  dividendes  donnant  des  restes  égaux  ; 
leur  dilTcrence  devra  être  divisible  par  21 ,  donc 
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'  ■■  —  3=  — ,  (Hi  aura  une   période  commençant  dès  U 

virgale ,  ef  non  avant.  Ensuite,  pour  multiplier  cette  quan- 
1 


ran^  vert  la  gauche. 

V.  Lbhhb.  j°  Si  a  et  Aiorit  deux  nombres  premieneHtre 
eux,  tes  restes  que  l'on  obtiendra  en  divisant  par  N  tes  N — 1 
premiers  multiples  4e  A ,  seront  tous  différents  i 

2*  Siparmi  ces  multipUsy  on  ne  prend  que  ceux  qui  sont 
premiers  avec  N ,  tes  restes  seront  tout  tes  nombres  moindres 
que  N  et  premiers  avec  N. 

Soientlesnombres  6  et  15,  premiers  entre  eai:.  Prenons 
les  sept  premiers  multiples  de  15  ;  savoir  ' 
15x1,  15X2,  15X3,  15X4,  15x5,  15x6,  15X7. 

Aucune  division  pars,  ne  se  Tera exactement.  Cars(^t, 

15X  4 
s'il  esl  possible,  — - —  =:enlier  ;  le  diviseur  8  premier  avec 

15,  devrait  diviser  4  qui  est  moindre  que  8. 

£r  secoud  lieu ,  si  deux  de  ces  dividendes  donnaient  -le 
même  rcsie,  leur  diETérence  devrait  être  divisible  par  8.  Or 
cette  djfierence'est  nn  de  oos  multiples. 

Il  rËGuIte  de  cette  observation,  que  ces  restes  dont  il  s'agit 
seront  les  nombres  1,2,3,4,5,6,7  dans  un  certain  or- 
dre. El,  en  général,  les  restes  seront  les  entiers  1 ,  2,  3,... 
N — 1 ,  dans  an  certain  ordre. 

Quanta  la  seconde  partie  du  temme,  elle  est  évidente; 
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car  si  ud  dividende  et  ua  diviseur  sont  premiers  entre  eux, 
le  rette  est  premier  avec  le  divisenr. 
Dans  l'exem  pie  que  nous  avons  choisi ,  les  dividendes  sont  : 
15,     30,     45,     60,     75,     90,     105, 
et  les  restes  cwrespondants  : 

7,       6,       5,       *.       3,       2,       i. 
Si ,  parmi  ces  multiples  de  1 5 ,  on  ne  prend  que  ceux  qui 
sont  premiers  avec  S  ;  savwr  : 

15,       M,       75,       105, 
les  restes  seront: 

7,        5,-      3.  1} 

et  ces  restes  sont ,  comme  nous  l'avons  énoncé ,  les  nombres 
inférieurs  et  premiers  à  8. 

Soient  encore  les  nombres  14  et  33  premiers  entre  eux. 
Nous  aurons  : 

dividendes:  33X1,  33X2,  33x3,  33X*.  33X5,  33X6, 

restes  :  5,  10,        1,  6,        H,        2, 

33X7,  33X8,  33X9,  33x10,  33x11,  33X12,  33X13, 

7,         12,  3,  8,  13,  4,  9. 

OiMerroDS  en  passant  que ,  d'après  nn  principe  connu ,  lea 
termes  de  la  seconde  ligne  se  forment  par  voie  d'addition 
el  de  soDstraclioB.  Ainsi  le  1"  reste  étant  5,  on  a 

S*  reste  ^=5+5=10,     2"  reste  =10+5  —  14=1, 
4' reste  =1+5=6.    etc. 

SI ,  dans  la  première  ligne,  nous  prenons  ces  dividendes 
premiers  avec  14;  savoir  : 

33X1,  33X3,  33X5,     33X9.  33X11  ,  33X13, 
les  restes  seront 

5,  1,  11,  3,  13,  9. 

Ces  restes  sont  Inférieurs  et  premiers  à  1 4 . 
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VI.  Si  le  détwmnatew  eti  premier,  la  période  a  un  nom- 
bre de  chiffres  9Wt  divise  h  dénomitiateur  moint  un. 

Soil  le  dénoiDÎnaleur  17j  et  sapposons  pour  pins  de  aîm 
plicité,  qne  le  namérateur  soit  i  ■  Les  quanlités 

10  XI,      10X2,      10X3,...       lOXlS, 
doDueroDl,  élaol  divisées  par  17,  des  restes  qui  seroot  la 
nombres 

1,  2,  3, 16, 

dans  DD  cerlaio  ordre. 

MoltiplioDS  eotre  eux ,   tous  les  termes  de  la  première 
ligne,  et  tous  cea'x  de  la  seconde  :  les  produits,  divises  par 
17,  doÎTenl  dobner  des  restes  éganx;  donc  Jeiu-  dilCèrence 
est  divisible  par  17.  Ainsi , 
1.2.3...16— 1.2.3.. 
17 

17  étanton  nombre  premier,  doit  diviser  nn  des  facteurs  du 
namùratcnr.  Les  factears  1,2,  3,...  16  sont  moindres  qne 

j       10"— 1 
17;  dOTic — — —  =enlier. 

Si  donc  CD  divise  par  17  les  nombres 

1,  10,  10',...  10'^....; 
le  reste  1 ,  provenant  de  la  première  division ,  se  reproduira 
à  la  1 7*.  Autrement  dit ,  qoand  on  réduira  —  en  dédmalei, 
la  période  sera  telle,  que  le  premier  chiffre  décimal  aen 
égal  an  17*,  le  deuxième  égal  au  18*,  etc.  Ceci  exige  évi- 
demment qac  le  nombre  des  chiffres  de  la  période  soil  un 
diviseur  de  16. 

En  réduisant—  en  décimales,  on  trouve 
0,0588235294117647058... 
la  périodeal6  chiffi-es.  —  donne  0,076923076  ..  :  la  période 
a 6  chiffres,  etc. 
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VII.  TUorime  de  Fermât.  Si  V  ett  un  nombre  premier 
qui  ne  divise  pas  N ,  la  puissance  P —  1  de  N ,  étant  diminuée 
de  l'unité ,  donne  un  reste  divisible  par  P;   ou 

— -j ^entier. 

La  démonstration  employée  dans  le  paragraphe  précédent 
est  évidemment  indépendante  des  nombres  17  et  lOqnenoos 
avoiti  considérés  ;  elle  snppose  senlemeDl  le  nombre  17  pre- 
mier et  non  difiseur  de  10.  Remplaçant  donc  10  par  N  et  17 
par  P,  (m  tombe  sar  le  théorème  de  Fermai. 

TIII.  Si  le  dénominateur  de  la  fraction,  au  lieu  d'être 
premier  abiolu ,  est  seulement  premier  relativement  d  iO,  la 
période  a  un  nombre  de  chiffres  qui  divise  le  nombre  des  entiers 
moindres  que  le  dénominateur ,  et  premiers  avec  lui. 

Soit  le  dénominatear  33  ;  divisons  par  ce  nombre  les  mal- 
(iples  de  10  ,  premiers  avec  33 ,  jusqu'à  l'ordre  33 —  1  ; 
■aToir  : 
10X1,  10X2,  10X4,  10X5,  10X7,  10X8.  10X10. 

lOx  13...  10X32. 
D'après  le  paragraphe  V,  les  restes  aeronl ,  dans  un  certain 
ordre,  les  nombres 

1,  3,  4,  5,  7,  8,  lOf 

13,  3â, 

iatériean  et  promiers  k  33. 

Donc ,  par  le  même  raisonnement  que  ci-dessus,  on  aura , 

k  déngnant  comMen  il  y  a  de  ces  derniers  nombres 

1  X2X4X5X  7X8X10X13  X..-X3a  (10*— 1) 

=  entier. 

33 

33  est  |N%mier  avec  tons  les  lactenrs ,  sauf  le  demin*  ;  donc 

10*— 1 
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Ainsi ,  dans  la  réduction  de  —  eo  dédmales ,  le  reste  I , 

qui  se  présente  à  la  première  division ,  se  représentera  i  11 
(i+ 1]'.  On  coDciDt  de  là  que  le  nombre  des  diiHlrea  de  la 
période  décimale  doit  diviser  k. 

Il  sera  démontré  (\I)  qoea,^,?,...  désignant  les  foc- 
tcors  premiers  inégaux  do  dénominatear ,  on  a 

<i        p         ^ 
On  pourra  donc  facilemenl,  dans  chaque  cas  particulier, 
avoir  une  lîmile  du  nombre  des  chiffres  de  la  période. 

Par  exemple,  pour  la  fraction --,  comme  33=3X11, 

2       10 
A=33x  -z  X  -—-=30.  Lenombredes  chiffres  sera  20,  ou  on 

7 
dÎTiseorde  20.  EffecliTcment  — donne  la  fraction  0,2131... 

IX.  GéitéraliaaAtm  du  tkéorimt  de  Fermât.  Si  M  est  tm 
nombn  premier  par  rapport  dH,  et  nit  indigue  te  nomire 
des  mUen  infiriewi  et  premiers  tt  D,  on  a 


Ce  théorème,  qui  douoe  celai  de  Fermât,  quand  D=P, 
se  démontre  de  la  même  manière. 

X.  pBOBLiKE.  Revenir  (Tune  fraction  décimale  périodique 
à  sa  génératrice. 

f  Une  fraclion  périodique  simple  est  équivalente  à  une 
fraction  ordinaire,  qui  a  pour  numérateur  bi  période,  cl 
pour  dénominatear  un  nombre  formé  d'autant  de  9  qu'il  j» 
de  chiftïs  dans  la  période  j 

2°  Une  fraction  périodique  mixte  est  équivalente  à  une 
fraclioD  ordinaire,  qui  a  pour  numérateor  l'ensemble  de  !■ 
partie  non  périodique  et  de  la  période ,  moins  la  partie  non 
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périodique ,  et  dont  le  dénominateur  <!st  dd  nombre  formé 
d'aaiani  de  9  qa'il  y  a  de  chiffres  dans  la  période ,  gnÎTia 
d'aaiani  de  zéros  qu'il  j  a  de  chiffres  dans  la  partie  non 
périodique. 

Soit  la  Traction  périodique  0,619047619047...  Cherchons 
la  fraction  ordinaire  qui ,  réduite  en  décimales  condairaît  à 
celte  période.  - 

..  réduites  en 
décimales,  cdoduiraicnt  aus  fraclions  périodiques  0,llf... 

0,010101...  0,001001001...;  donc  la  fraction — donne- 

999999 
rail  0,000001000001 Par  suite,  une  fraction  double, 

triple,  de  ,  produirait  une  période  double,  triple,... 

619047 
'  999999  ' 
rait  la  fraction  périodique  proposée. 

Ï99999 

génératrice  de  0,619047619,.-  et  nous  regarderons  ces  deux 
quantités  comme  étant  équivalentes  (*). 

Soit  ninintcnant  la  TracIioD  périodique mixte0,45652652... 
On  peut  la  mettre  sous  la  forme 

0,45 4- 0,00652652. . .=  -^  +  -L x  0,652652. ... 


Donc     la    proposée 


"'"  99900  ~         99900         ~ 
45000—45+652  _  45652—45 
99900  ~      99900 


AxTi.  Di  MiTniIit 
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XI.  PaOBLÉMB.  Trouner  combien  il  y  a,  pow  un  nombre 
àonité,tCentien  moindres  que  ce  notiAre,  etpremimtaveelm. 
Soille  nombre  360=2^a'.5- 

SuppoBOns  qne  l'on  écrÏTe  la  saite  des  nombres  nalnreis, 
d«  I  à  360.  Si,  dans  ceUe  suite  de  lermes,  on  eBaoe  Uk» 
cenx  qnî  onl  des  facteurs  communs  avec  360,  lea  uobIhvs 
reslaDt ,  seront  premiers  à  360.  Soil  donc  la  suite 

1,  2,  3,  4,  5,  6.  7,  8,  9,  10,  »1, 360.       (A) 

Commençant  par  la  gauche,  je  marque  d'un  trait  loos  les 
multiples  de  2  ;  savoir 

360 
2X1,       2X2,       2X3, ^X-â"- 

La  suite  (A.)  devient  ainsi 

1,  X,  3.  4,  5,  fi,  7,  i,  9,  X<f>,  il 3^.         m 

•  Il  est  clair  que  les  Icrmes  restanl  sont  premiers  avec  2  : 
leurnombreest  360 --=360M  — -Y  Actuellement 

j'e&cede  mtoie  les  multiples  de  3  ^  3X1,  3x2,  3x3, 
3x4>--  3x  —  ■  Mais  parmi  ces  multiples,  ceux  qui  con- 
tiennent le  Tacteur  2 ,  ont  déjà  été  retranchés.  Je  ne  dois 
donc  faire  attention  qu'à  ceux  dans  lesquels  le  multiplicateur 
de  3  est  premier  avec  2.  Ces  multiplicaleors  forment  la  suite 

.,      ..      » '^.  (C, 

donc,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  le  nombre  de  ceux 
qnî  sont  premiers  avec  2 ,  est  —  M  —  â  )'  '^  nombre  in- 
dique celui  des  termes  à  c&cer  dans  la  suite  (B)  ;  en  sorte 
que  le  nombre  des  termes  non  elhcés  sera 

'•«0-î)-T0-î)=-('-O0-i> 

C,q,-Z.-dbvGOOglt' 


i'-'è' 
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LasQite  (B]  devienl  alors 
1,  «,  y,  #,  5,  f,  7,  g,  ^,  t^  it,  tt.,  13,.  ...  360.     (D) 

Effaço  is  enfin  les  maltiples  de  3  :  il  y  en  a  eo  (out  —> 
parmi  lesquels  oo  ne  doit  cumpter  qae  oeax  qai  soat  pre- 
miers arec  2  el  3.  Or ,  d'aprôs  ce  que  noas  Teooos  de  nrir 
dans  la  saite 

1,  2,  S,  4,.  ...   -— , 

360  /        1\ 
le  nombre  des  termes  premiers  avec  2  et  3  est  -—  l  1  — -■  i 

I.  C'est  lï  aussi  le  nom'ire  des  termes  qni  restent  k 

eflacer  dam  latuite  (Dj.  Les  termes  restant  déQailivement 
seroot  donc  en  nombre 

-('~^)('-5)-^('-î)o-n= 

=-(-00-1)  ('4> 

Celte  dernière  quantité  indique  donc  le  nombre  des  entiers 
inférieurs  et  premiers  à  360.  La  démoDStralion  est  évidem- 
ment générale ,  el  si  N  est  un  nombre  entier,  dont  les  fac- 
teurs premiers  tn^aux  soient  a.,  j3  ,7,--  on  a 

*=N^!zLlï=i 

«  P  7 

XII.  Soit  la  firaetiim  j-,  qui  conduità  cem  période  demlm: 
i3,ti,ae,is,  3.30.  0.11,  s.îa,M,i(,t8,3e.ii.se.is.  a,tt.t8.33. 

30.IT.a3,3i,U,IO,t3.38.3T,S7.»S.  5,   I.IO.  «.M,   i  M,   S,3l,t0. 

Prenons  dans  telte  suitn  un  certain  nombre  de  lennes, 
dont  la  somme  soit  on  multiple  de  49;  par  esemplp  13,  tl, 
35.  Je  dis  que  les  trois  termes  qui  snirent  respeclirement 
cenx-ci,  ont  ponr  somme  un  malti[de  de  49. 
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En  elTel ,  les  trois  reste»  13, 1 1 .  25  donnent  les  aWidendw 
130, 110,  250,  lesquels  étant  divisés  par  49  conduisent  à 
des  quotients  9,  ?'.  ?"  et  h  des  restesr,  ^,  r".  Par  satle, 

130=49.?  +r, 

110  =  49.?' +  '^' 

250  =  49.?"+r". 

Donc  cn8Jonlant:49XlO=49C?  +  ?'+?")+'-+'-'  +  '''' 
on  10  =  ?+?'+?"  +  '""'"4g^''  :  ce qni  démontre  la  pro- 
poMlion  énoncée. 

XUI.  Ne  con$idér<nu  dons  la  période  précédente,  que  dau- 
relies  dont  la  tomme  soit  49:  par  exemple  13  et  36.  ffoprft 
ce  qui  vient  d'être  démontré ,  la  somme  des  deux  restes  ntitxiiUf 
doit  Hre  un  multiple  de  k9 ,  et  comme  ils  sont  chacun  moindre 
que  ce  diviseur ,  leur  somme  sera  préciiémeM  i9.  On  (Astrte 
en  effet,  dans  les  deux  lignes  ci-destus,  que  tous  les  termes 
qui  te  correspondent  verticalement  ont  49  pour  somme. 

En  général,  s'il  exisie  deux  lœmes  dont  la  somme  soit 
ûale  au  diviseur,  la  période  entière  aura  un  nombre  pair 
de  termes:  chaque  terme  de  la  première  demi-période, 
aioDiéau  terme  du  même  rang  dans  l'autre  demi-période, 
donnera  une  somme  égale  bu  diviseur. 

Celte  circonstance  se  préaenlera  tontes  les  foi»  que  la  pé- 
riode ,  provenant  d'on  dénominateur  D ,  aura  k  termes  (IX)  : 
car  alors ,  comme  on  doit  trouver  pour  restes  tous  les 
nombres  premier»  avec  D,  il  y  en  aura  au  moins  deux ,  qai 
ajoutés,   donneront  D. 

XIV.  Réduisons  en  décimales  la  fraction  —,  dont  le  déno- 
minateurest  premier:  lapériode  des  restes  est  1, 10,  9,12, 3,  *. 
Écrivons  celte  période  assen  de  fois  pour  obtenir  13—1 
termes ,  nous  aurons 

(,  10,  9,  12,  3,  4,  1,  10.  9,  t2,  3,  4. 
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Acloclleroent ,  décomposons  i  3  —  1  ou  12 ,  en  deux  fac- 

leurs ,  par  exemple  on  3.4  :  je  dis  que  si  l'on  pteod  dans  la 

suite  ci-dessus ,  4  termes  de  3  en  a ,  ou  3  termes  de  4  en  4 , 

on  obtiendra  pour  somme ,  on  multiple  de  1 3. 

Pour  démontrer  cette  propriété ,  prenons  les  termes  iO , 

4.  Ï2;  ei  nommons  R  le  reste  delà  diïiaion  de  10*  par  13, 

nous  anrons  évidemment 

10.R=M.13+4, 

4.R=M. 13+12, 

12.R  =  M.13  +  10, 

en  désignant  par  M. 13  un  multiple  de  13,  et  en  obserranl 

qu'après  le  reste  12 ,  on  doit  nécessairement  retomber  sur 

le  premier  terme  10. 

On  déduit  de  ces  équations 

(104.*+l2)R  =  M.13  +  (10+4+12), 

ou  (10+4+12)(R-l)=M.13. 

]^gl3  j( I  est  moindre  que  13  qui  est  premier  ^  donc 

10  4-4+12      .    .. 

! ■ —  t=  entier. 

13 

En  général,  si  la  fracHon  est^,  si  D  est  premier,  et  si 

D — i=:mn;  la  somme  de  n  termes  pris  de  m  ai  m,  est 
multiple  de  D. 

Obtervalion.  I. —  10  est  une  racine  prttntfice  à  l'égard  de 
7,  c'est-à-dire  que  les  6  premières  puissances  de  10  divisées 
successivement  par  7,  donnent  pour  restes  les  6  nombres 
qui  [ttécodent  7.  Le  théorème  de  Fermai  donne  10s=7-^-l. 
Noos  désignons  par  un  point  placésnr  le  nwnbre,  un  multiple 
quelconque  de  ce  nombre.  On  a  donc  aussi  10^-'=  7+ 1  : 
vr  6.7  est  le  double  d'un  nombre  trlangrlu/e.  Ainsi 
6.7  =  2(1+2+3  +  4+5+6),  donc 

(IO.I0MOM0MOM0'')'=7+l 
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OlaDt  la  miilUples  de  7  qui  se  IrouYent  iam  le  premier 
membre ,  oo  obtient  Mdemmeot 

(l.a.3.4.5.6)'=7+1. 

d'oà 

(1.2.3.4.5.6)'— 1=7, 
(l.a.3.*.5.6+l)(1.2.3.».5.6-l)=7' 
Or  an  nombre  7,  od  peut  sobstitaer  on  nombre  premier 
qaelconqae,  et  an  nombre  10 ,  nne  racine  primitive  de  ee 
nombre.  On  a  donc  en  général,  P  désignant  on  nombre 
premier  absolu 

(1.2.3...  (P_l))*  =  P-|-i. 
Le  tbéoràne  de  Wilaon  [voir  p.  178) ,  consiste  en  ee  qoe 

1.2.3...  (P— 1)  =  P— 1. 
Si  on  pouvait  donc  directement  démontrer  qoe  le  prodnit 
1.2.3...  (P  —  1);,  n'est  jamais  de  la  forme  P-}- 1  -  a*«"  I* 
théorème  de  Wilson  serait  nne  conBéqnence  immédiate  de 
celai  de  Fermât  f). 

II. —  Le  mémoire  de  M.  Mîdy  cilé  dan^  le  travail  de 
M.  Catalan  porte  ponr  litre-.  Deiiuelquei  propriétés  detnotnlim 
et  des  fractions  périodiques  i  par  M.E.Midy,  Paris  1835, 
in-4*  de  21  pages,  chez  Bachelier.  Tm. 


SOLUTION  DU  PROBLEME  111  (page  122)  < 
BMre  du  mMc«  de  LMi»4«-GiM«. 

Fig.  100.  Supposons  le  problème  résotn ,  et  que  la  bflle 
nUe  de  O  en  F  sur  AC  ,  de  F  en  E  snr  BC,  de  £  en  D  snr 
AB  et  revienne  enfin  de  D  en  F,  et  prenons  G  symëtriqne 
du  point  donné  0  par  rapport  à  AC ,  pais  H  symétrique  de 
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G  par  npfon  à  BG,  et  cnBn  1,  Bymétrique  de  H  par  rapport 
i  Afi.  Dans  le  (risDifle  GFl  od  connaît  le  cAlé  Gl  i  donc  si 
00  connaissait  l'angle  GFI ,  pour  avoir  le  point  F ,  il  niffi- 
raitde  décrire  sur  GI  on  Hgment  capable  de  GFl,  on  a 

GFI  =  GFA+AFD, 
ou  bien  GFl  =  CFE+  AFD  ; 

Car  GFA  est  égale  à  son  opposé  GFE.  On  a 

CFE  +  CEF=A  +  B, (1) 

et  AFD+ADF  =  B+C (2) 

D'an  antre  cOlé  EDB  (ou.M>n  égal  ADF)4-DEB  (oa 
sonégal  CEF)=A  +  C{3]i  si  on  ajODte(t)el  (2)  et  qu'on 
retranche  (3) ,  on  a 

CFE+AFD=GFI  =  2B. 
Cesl-à-dire  qne  l'angle  GFl  est  le  donble  de  l'angle  op- 
posé an  odié  AC  dans  le  triangle  ABC  ('). 

SOLUTION  DU  PROBLÈME  »  (p.  246]  j 

MAÙ  m.  1 


Quelle  est  la  somme  des  angles  solides  dans  chacun  des 
corps  réguliers? 

La  note  IX  des  Éléments  de  Géométrie  ds  Lc^ndre,  ap- 
prend à  trouver,  et  nous  donuons  dans  le  tableau  ci-jdot  Içs 
inclinaisons  des  faces  adjacentes  dans  chacun  des  cinq  poljè- 
dres  r^lierg,  soit  en  apfdiqnant  la  formule 


sin^siny       ' 


OHémeicDredcMluiianinur  un  billtrd  pvljgonat. 
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a ,  ^ ,  7  étant  les  angles  plans  d'uo  Iriêdre  (*)  auquel  appar- 
tient l'angle  dièdre  considéré  a),  soil,  plus  généralemeDl,  en 


employant  sio -a  =  ','nt  étani  le  nomlire  d'angles 

sis- 
n 

plans  qui  se  rt^nnigeent  pour  former  chacun  des  angles  so- 
lides, et  R  le  nombre  decAlés  du  chaque  face  (**}. 

Or  ces  incllDaisons  ne  sont  aulrc  chose  que  \fs  angles  de» 
polygones  équiangles  interceptés  sur  la  sph^  décrite  du 
sommet  comme  «entre ,  et  conséquemment  la  mesure  de  ces 

„       ma  — (m  — 2)180" 
polygooes  M  = — ,  en  prenant  gMinr  unile 

lo  triangle  tri-rectangle.  Toia  les  angles  scJides  étant  égaux 
dans  «boque  corps  régulier,  on  a  leur  sommez,  égale  à  l'un 
d'eux  multiplié  par  leur  nombre, />!  ou  z=/>M.  Il  suffit  donc 
d'appliquer  ces  formules. 

C'est  ici  l'occasion  de  rappeler  les  valeurs  des  antres  par- 
ties des  cinq  corps  réguliers,  que  donne  M.  Terqnem  dans 
son  M<atutt  de  Géométrie  (  note  1 9).  Désignant  le  tétraèdre 
par  l'initiale  T,  l'béxaédre  par  H ,  l'octaèdre  par  O ,  le  do- 
décaèdre par  D ,  l'icosaédre  par  I ,  et  posant  le  rajon  de  la 
gph^  circonscrite  R=l  ;  a  étant  toujours  un  angle  dièdre; 
Mla  mesare  de  l'angle  solide;  C  le  côté  d'un  quelconque 
des  corps  réguliers  ;  A  l'aiie  d'une  face  ;  r  le  rajon  du  cercle 
circonscrit  à  cette  face  ;  S  la  solidité  du  corps  ;  on  peut  for- 
mer Iclableau  suivantàdoubleenlrée  : 

C)  Duu  l«  Utraèdrs,  I1ici>idtc  el  le  dodéuédre ,  c'esl  l'angle  solids  mtmt 

du  polyèdre.  Alo»  a— ^.f.  eicos»— .  Dinil'crcuédreei  I'jcomMk. 

finglB  Mlide  rat  faimé  par  dem  fiers  de  cet  corpg  ci  un  plan  diieSDal  dosi  on 
talcule  l'angle  a. 
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SOLUTION  DU  PROBLÈME  31  (page  394). 

Swfaca  alg&niquti  mr  ttsquella  ron  ne  peut  tracer  qu'u 
leuit  ligne  droite. 


PrsIciMSDt  da  l'trtlllaric  ditiIs. 

t  ■  Les  éqDations  de  ces  surTacee  doiveal  être  éridemmcnt, 
d'an  degré  supérieur  ao  second ,  puisqoe  les  surrace  réglées 
de  ce  degré  jonissent  de  la  propriété  que ,  par  diacun  de 
lears  points ,  on  peut  mener  deux  lignes  droites. 

La  forme  la  pins  simple  de  l'équation  d'une  surfaoe  da 
troisième  d^ré  qni  paisse  satisfaire  k  cette  condition  est 
cdie-ci: 

(A)  aY  + 1 V  =  X  (nr'  —  my') , 

dans  laquelle  n  et  m  sont  des  quantités  linéaires  posiliret, 
ainsi  qoe  c  et  6  i  il  est  facile  de  prouver  qne  cette  surface  ne 
OODtient  qn'ane  seule  ligne  droite  qui  est  l'aze  des  z  dont  les 
équations  sont  x^O,  y^O;  en  effet  supposons  qu'elle  coa- 
tienae  nue  secmde  ligne  droite  dont  l'équation  de  la  pro- 
jection sur  le  plan  des^z  soit  rz^py-i-q.  SabsUtuant  poor 
z  sa  valeur  tirée  de  cette  équatïMi,  on  aura 
(B)  j''K'-'+(mr'—n/j')j-]—2pîn4:)'+6'''j^'— "?'-=<'. 
Cette  équation,  si  elle  renferme  des  droites ,  ne  pent  repré- 
«cnier  que  le  système  de  deux  lignes  droites  oa  celai  d'nnc 
ligne  droite  et  d'une  courbe.  Dans  tous  les  cas  le  coeffideol 
de  y'  doit  diviser  exactement  celui  de  xy  elles  termes  indé- 
pendants de^,  b'r'a^ — nq*x;  pour  que  cela  paisse  avoir  lien, 
il  faadrail  qoe  l'on  e&lp  =  0  ou  ^  =0,  et  mr^^ap'-,  dans 
le  premier  cas,  il  fandrail  que  tv'je'-  n^sjr  fût  divisible  par 
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aV-f-Bv-'j:,  ce  qui  ne  peut  éirc.  patsqae  ces  deaxbin6mn 
ont  des  signes  contraires  dans  leurs  seconds  termes. 
Dana  le  second  cas,  le  coefficient  de  y^  devient  constant , 

et  l'on  a  -  =  — -  ;  inais  ponr  que  l'égoation  poisse  être  le 

''       \/» 
prodait  de  deax  (isclcars  égaux  de  la  forme  y'\-ex,  il 
fant  nécessairement  qoe  l'on  ait  ;  =  0 ,  et  l'éqoation  (B)  se 
réduit  Ji  la  Torme 

Les  coefficients  des  deax  termes  étant  de  même  signe,  cette 
équation  ne  pent  représenter  ni  une  droite  ni  deux  droites, 
mais  un  point;  car  pour  être  satisraile  il  Taat  que  l'on  ait 
^  =  0,  jr=:0.  Ainsi  les  plans  verticaux  dont  les  équalions 
sont  X  l^n=±r  \/m,  conpent  la  surface  suivant  oa  point 
qui  est  l'origine  des  coordonnées. 

3.  L'équation  (A]  satisfait  donc  pleinement  à  la  que^tioa  ; 
il  en  sera  de  même  de  l'équation  a'y-\'b'j^  =  x  [my' — ne) , 
qni  rentre  dans  la  première  eu  changeant  le  signe  de  .r. 

Il  reste  à  faire  voir  que  l'axe  des  x  est  bien  nue  ligne  qui 
fait  partie  de  la  surface  et  nim  one  ligne  conjuguée  qui  serait 
comprise  dans  son  équation. 

Pour  cela  il  fant  disenter  la  surface ,  et  faire  voir  d'abord 
qae  tontes  les  projections  sur  le  plan  xy  des  sections  paral- 
lèles an  plan  des  xy ,  donnent  une  ligne  coorbe  passant  par 
l'cMigine.  En  effet,  si  l'on  fait  x=q^  ce  qni  est  l'équation 
d'un  plan  parallèle  à  celui  des  jt^,  on  aura  pour  l'équaiion 
de  la  projection  de  la  section  sur  xy, 

a  -\-mx 
Celle  équation  nous  fait  voir  qae  lorsque  ^  =  0,  on  a  en 
même  temps  r=0;  on  voit  de  plus  que  pour  qac^  soit  réel. 
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et  que  x  aura  tontes  les  Talmrs  de  0  à  -^ ,  «uxquella 

correspondront  des  valeurs  de  y  égales  et  dcsigoecontrairci 
la  seclioD  ccHrespondante  aux  x  positives ,  sera  donc  une 
courbe  rermée. 

Si  X  est  négatif  en  changeant  son  signe ,  l'équation  de- 
viendra 

X  (nq*  4-  b'x) 

m       y=    )Z_a'  ■ 

Tour  que^  ait  des  valeurs  réelles,  il  faudra  que  l'al>scissc 

négative  x  soil  plos  grande  que  —  ,-   lorsque  :r  =  — ,  les 

deux  valeurs  de^  deviennent.inGnies ,  ce  qui  indique  qoe  la 

parallèle  à  l'axe  des  ^  correspondant  à  j:  =  -| —  estonc 

double  asymptote  de  la  courbe  ;  à  mesure  que  x  anginenle, 
X  diminue  d'abord,  et  augmente  ensuite,  puisque  x  deve- 
nant très-grand ,  les  ordonnées  de  la  courbe  tendent  à  se 
confondre  avec  celles  de  la  parabcde  dont  l'équation  est 

^'=  —  ,  qni  en  est  l'usymptole.  La  section  correspondante 

aux  X  négatives  est  donc  composée  de  deux  parties  in&nies 
séparées  dont  l'une  correspond  aux  y  positives,  et  l'autre 
aux ^  négatives,  et  il  y  a  deux  valeurs  minima  égales  et 
de  signe  contraire,  Gomnm  il  y  a  deux  valeurs  maxinia 
dans  la  section  positive  qui  est  une  courbe  fermée  ■.  les  une« 
et  les  autres  se  trouvent  en  résolvant  l'équalion  g^éralc  (f) 
par  rapport  à  x-,  elle  donne 

_  nq*—niy*±  \/{nif' ~- wiy')'  —ja'b'y 
'2bq 
Pour  le  maximumou  le  minimum  dc^  le  radical  s'évanooil. 


b,  Google 


b,  Google 


réel  est  dirigé  dans  le  mds  de  l'axe  des  *,  et  égal  à  — — -. 

Celte  8ecti(m  appartient  à  la  nappe  posilire. 

Si  p  est  n^tif  en  changeant  son  signe ,  réqaalion  de- 
Ti«il 

(*)  (m/i— fl'lr'  —  npx'  =  b'p'. 

Elle  représente  des  hyperboles  dont  l'aie  réel  dirigé  dans  le 

sens  de  l'axe  des  j' est  égal  à       ^ — ,/7étantplasg«nd 

V^mp  — 11' 

a'    .                        i    ,1  *»'                  .      np:^  +  yp' 
que—.  Lorsque  />  sera  égal  à  -.onanraj'  ~— ; 

ce  qui  indique  qœ  le  plan  ^7  =  — p  est  asymptote  de  la 
surface  dont  i)  ne  rencontrera  les  nappes  oégaliTcs  qa'i 
des  distances  infinies  j-^4-oc,j-= — oc.  Si  p=0,  on 
a  jr=0,  ^=0,  et  la  section  se  réduit  à  l'axe  des  x. 

4  Les  sections  parallèles  an  plan  des  xx  correspondant  k 
^^:=r,  donnent  pooT  équation  générale 

(5)  X —  . 

L'éqnalion  de  celte  conrbe  tient  tout  à  Ufois.de  Uparab(4e 
et'  de  l'hyperbole  ;  car  elle  a  pour  asymptote  une  parallâe 
à  l'axe  des  e,  puisque  lorsque  j:=0,  on  a  B  =  ±ac,  ce 
qui  indique  une  double  asymptote  ccnrespondant  aux  z  po>i- 
tives  et  négatives. 

A  mesure  que  x  ang:meate ,  x  diminue  puis  augmente  en- 
snile,  car  lorsque  x  devteat  très-grand,  les  ordonnées  de 
la  courbe  tendent  à  se  confondre  avec  celles  de  la  parabi^ 
dont  l'équation  esiy*  =  —-\ ,  qui  en  est  l'asymplotr. 

La  section  correspondant  nox  x  positives  est  donc  com- 
posée de  deux  parties  séparét>s  composées  de  deux  braucbeï, 
une  partie  supérienre  correspondant  aax  z  positives  «t  l'an- 
Ire  inférieure  aux  s  négatives 

Si  X  est  nfgalif  on  changeant  son  signe,  l'équation  dc- 
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viendra 

,6)  .■ '*'"'~"^"+''''-'; 

ponr  qoe  x  soit  réel  il  Tau!  que  l'on  ait  b'j*—mt*x-\-a't*<^<i,    . 
c'eaX-k  dire  eo  complélaat  leqnarré  de  cette  Inéquation,  et 
exlrayanl  la  racine ,  il  faat  qoe  l'on  ait 

mf-X-.  \/m.'ri — ia'b' 

"< w ■ 

Cette  condition  ne  pourra  être  remplie  qae  ItM^ae  la  quan- 
tité sous  le  radical  sera  positive,  c'est-à-dire  lorsqa'oo  aura 

iab        ,  ,  2ab  mr* 

r  >  — ,  et  lorsqu  on  aura  j'=r=  ±  —  ,  on  aura  x=  — ^, 

et  z=  0 1  ce  qui  indique  qoe  tontes  les  sections  parallèles , 

iab 
comprises  entre  les  plans  dont  les  équations  sont^  =  —  , 

r  = ,  ne  rencontreront  pas  les  nappes  négatives ,  et 

que  ces  plans  les  toucheront  Buirant  des  points  situés  du  cAté 

des  X  négatives  à  une  distance  égale  à  ~r,  sur  aoe  parallèle 

à  l'axe  des^.  Ce  qui  donnera  comme  on  l'a  vo  pour  la  pins 

courte  dislance  des  deox  nappes  — . 

Les  sections  des  nappes  négatives  seront  des  courbes  Ter- 
mées,  de  sorte  que  s  aura  deax  nuximums  dans  la  section 
négative ,  et  deux  minimums  dans  la  section  positive  ;  on  les 
trouvera  en  résolvant  l'équation  générale  (5)  par  rapport  à 
j?,  et  l'on  aura 

lïï' — mr*  ±  y/im*  —  mt*f  —  Ka'b't* 
^= âp • 

Les  valeurs  de  z  maximum  et  minimum  étant  cellesqui  font 

éranooir  le  radical,  seront 

c,q,z.<ib,  Google 


las  premières  scronl  relatives  à  la  seclion  de  la  nappe  posi- 
tive, c(  répondront  à  jr=  —  ;  1^  secondes  se  rapporieront 

à  la  seclion  des  nappcsnégalires,  et  répondront  à  j^= — y, 


qu'on  aura  r=  — ,  elles  donneront  x^ ,  comme  on 

^  m  '  m 

l'a  déjà  vu. 

Dans  le  cas  où  r=  0 ,  la  seclion  a  lien  sealement  dans  la 
nappe  positive  qoi  contient  l'axe  des  s,  et  son  éqoatioo  de- 
vient on  divisant  par  x, 


c'est  celle  d'une  parabole  qui  est  la  coupe  diamétrale  do  la 
surlacc  conjointement  avec  l'axe  dessqui  répond  à  ^-=0, 
fadeur  supprime. 

ObserEolion.  Faisant  m  =0,  les  nappes  dites  né^tivcs  dis- 
paraissent et  la  discussion  devient  plus  simple.  Il  serait  peut» 
être  utile  de  s'occaper  de  la  classification  des  surfaces  du 
troisième  degré,  k  l'aide  des  cAnes  asymptotes.  Tm. 


Ifote  siar^  Faire  de  VellipstAde  de  révolution. 

S  =  aire  de  l'ellipse  i  cosn  =  petit  axe  divisé  par  le  grand 
axe; 

aire  (le  l'ellipsoïde  alloi^é  =;  2S  (  cosa-j — ; — Y 

Id.  aplati  =  2sfséc  H —  \ 

\  tangB  / 

Pcul-on  parvenir  à  ces  résultais  sans  employer  le  calcul  in- 

tôgrol  ?  Laquelle  de  ces  expressions  est  la  plus  grande.'   Tm. 
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(2) ,  OD  trouve,  rédaction  faite,  l'éqoation 

«Xr — y) + *'j^{^ —^') = 0, 

qu'on  peut  écrire  ainsi 

a'y  —  ayy-\-  b'x'-~b'x:i/  =  0.  (tj 

C'est  celle  d'une  ellipse ,  semblable  et  paratl^  à  l'eUlpse 
donnée,  et  qui  est  le  lieu  demandé. 

II.  Cette  équation  s'obtiendrait  plus  promptemeol  en  re- 
tranchant de  l'équalion  (1),  l'éqnation 

à'j-y  +  l)'xx'—a'b^=  0,  (5) 

qui  est  celle  de  la  polaire  du  point  donné  [x",  y];  d'où  il 
Taat  conclure  qu'en  supposant  ce  point,  qne  nous  noamteroDS 
M  ,  extérieur  k  l'ellipse  BDCE  {/ig.  96) ,  l'eUipse  (4}  passera 
par  les  points  de  contact  T, ,  T, ,  des  deux  tangentes  qu'on 
pcnt  mener  du  point  à  la  courbe.  11  est  fadie  de  vérifier 
qu'elle  passe  de  plus  par  l'ori^ne ,  par  le  point  donné  et  par 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  Taxe 
des  X.  Cette  équaticm  (4)  équivaut  k  cdle-ci  = 

Sous  cette  forme  on  voit  de  suite  que  le  centre  est  au  miUea 
de  la  droite  MA. 
De  plus ,  en  désignant  les  demi-axes  par  A  et  B ,  Voa  aur» 

A  _         ^^.  A-       «• 

B-='Ù^^      douilsuitque  gî  =  ^i 

00  que  les  doux  ellipses  ont  leurs  axi's  proportionnels.  De 
plus  ces  axes  sont  parallèles.  Il  suit  de  là  que  la  drtùte  MA 
passant  par  les  deux  centres,  coupera  les  deux  elHpseseo  des 
points  homologues  M  et  K,  Il  sera  donc  facile  de  cmistruîre 
la  courbe  demandée. 
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IH.  Quand  le  pointMest  extérieur  à  l'ellipse  donaée  BDCË, 
tous  les  points  de  l'arc  ialérienr  T,  et  T.  de  la  nouvelle 
ellipse  conviennent  évidemment  i  Is  quesUon.  Il  s'i^l 
d'expliquer  comment  les  points  de  l'arc  extérieur  T,AT.  y 
conviennent  aussi- 

Supposons  d'abord  qoe  a=  b ,  ou  qoe  l'ellipse  (1)  soit  na 
cercle;  faisons  de  pins  y  =  0;  hypothèse  qui,  dans  le  cas 
actoel ,  n'altère  pas  la  généralité  de  la  question. 

Alors  l'éqoation  (4)  devient 

Elle  représente  on  cercle  dont  le  diamètre  est  AM  (^g.  97), 
et  qui  est  le  lieu  des  sommets  de  tous  les  angles  droits  qui 
s'appuient  sur  celte  droite.  D'aiUears  le  résultai  est  indé- 
pendant de  a,  on  da  rayon  du  cercle.  Là  circonférence  AM 
est  donc ,  ce  qui  est  évident  d'ailleurs ,  le  lieu  des  points  mi- 
lieux de  toutes  tes  cord»  ou  sécantes  passant  par  le  point  M 
de  toutes  les  cîrconrér«>ces  qui  ont  pour  centre  commun  le 
point  A. 

Revenons  maintenant  à  l'ellipse  primitive.  Remarquons 
que  les  valeurs  trouvées  pour  A'  et  B*  ne  changent  pas , 
lorsqu'il  suppose  qne  x  et  y  étant  invariables,  a  eXb  va- 
rient prc^ftortionnellenient.  L'ellipse  ((]  reste  donc  la  mâne 
pour  toutes  les  ellipses  semblables  A  l'ellipse  (1  ) ,  et  sembla- 
blement  placées ,  qni  onl  pour  centre  commun  le  point  A  ;  et 
c'est  ce  qui  explique  pourquoi  l'analyse  a  donné  pour  ré- 
ponse à  la  question,  l'ellipse  entière  MT.AT,. 

IV,  Quand  on  sujqtose  x"  et  ^'  infinies,  l'éqnatîon  (4)  se 
rédniU 

d'où  l'on  lire 

b'x' 

équation  du  diamclrc  conjugue  de  celai  dont  ia  direction 
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puae  par  le  point  M.  Maïs  alors  les  sècanl&i  sool  parallâles; 
de  là  celte  propriélé  coniiDe  que,  diDS  l'ellipse,  lespotnl* 
nUlieux  des  «mies  panllties  sont  sur  le  diamètre  Gooji^Dè 
de  celui  qui  est  parallèle  à  ces  cordes. 

T.  Ed  cbangeaDt  6*  ea  — 6*,  toat  ce  qui  vknl  d'être  ifil 
poor  rellipae ,  s'ap{diqneraît  k  l'hyperbole.  Le  tieo  cbacU 
mait  donc  encore  oue  seconde  bypnbole  dont  les  axes  se- 
raient  proportiomtels  et  paralltiesi  ceax  de  la  première; 
donc  une  des  branches  passerait  par  le  point  donné,  et  l'antre 
par  te  centre  de  lacoorbe  C}.  Cette  hyperbole  resterait  la 
méine  pour  toutes  les  hyperboles  sraiblables  parallèles  et 
coocealriques  à  la  preaiiére,  ou  qui  aaraieut  les  mâmes 
asymptotes  qu'elle.  Elle  ne  changerait  donc  pas'poqr  l'hyper- 
bole, limite  de  toutes  celles  que  bous  venons  d'iwUqiKri 
c'est-A-dire,  pour  celle  qui  se  conCoDd  avec  les  deux  a^i^- 
toles  dies-mémes.  On  voit  donc  que  le  cas  de  deax  droitM 
qui  se  coopenl  est  compris  implicitement  dans  celai-d. 

Vf.  Pour  le  montrer  directement.  Soient  ABC  (fif.  98] 
l'angle,  et  M  le  poiat  donné  ;  BC  l'une  des.ctvdes  et  I  son 
point  milieu.  Prenons  les  côtés  AB ,  AC ,  pour  axes  des  .r  ti 
des^.  Appelions  toujours  x',  y,  les  coordonnées  du  point 
M,  et  soient  de  |dus  AB=x ,  AC  =  ^. . 
L'équation  de  BC  sera 

te  point  I  sera  sur  les  droites 

L'éllmioatloa  de  «  et  ^  entre  les  équations  (I) ,  (2]  et  (3} 
donne  en  rédaisant 

pour  l'équation  du  lieu  demandé.  C'est  celle  d'une  hypertule 

[')  Cctia  hyperbole 
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it  par  le  poÏDt  M  et  par  l'origine,  et  doot  les  asymptotes 
ont  pour  équalioDS 


refwéBeoUat  denx  droites  parallèles  aax  deux  oâlés  de  l'an- 
gle. Getto  hyperbole  est  donc  semblable  à  toutes  celles  qui 
anrwrat  pour  Bsjmptotes  les  deux  droites  données  AB,  AG, 
paigqae  le  rapport  des  axes  serait  le  même.  Ce  qo'il  fallait 
démontrer. 

VII.  On  IroQvera  aisément  que  si  ta  courbe  donnée  était 
la  parabole  représenlée  par 

y—^px^o,  (1) 

le  lieu  cherdié  aurait  pour  équation 

qu'on  peut  mettre  sous  la  tonsK 

OU,  en  déplaçant  l'wigine  sons  celle-ci  : 

y—px=iO.  (4) 

Ainri  ce  lien  est  une  parabole  parallèle  à  la  parabc^e  donnée 
et  d'nn  paramétre  denx  fois  moindre  ;  donc  le  sommet  est 

y 

dblanl  de  l'axe  de  la  première  d'une  quantité  égale  ^  -^  et 

y 

de  la  taiwente  an  KHomel  d'nne  quantité  éirale  h  x'  —  --. 

y 

La  quantité'^,  est  facile  à  construire,  car  soient  TAU 

*P 

[fig.  99)  la  parabole  et  M  le  point  donnés.  Menons  MR  pa- 

ralléleà  AXet  rencontrant  la  courbe  en  R.  Abaissons  dece 

point  la  perpendiculaire  RQ  sur  l'axe,  nous  aurons  par 

cette  oonslrnction  AQ  =  —  ;  donc  en  prenant  P0=  -  AQ, 

le  point  S  détermine  par  l'intersection  de  SG,  parallèle  à 
MF  et  do  SZ  parallèle  k  A\  et  distante  de  cette  droite  d'une 
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quanlilc  égale  h  -  MP,  sera  le  sommet.  La  parabole  (3], 

T,MSPT, ,  dont  le  paramètre  est  connu ,  est  donc  compKle- 
mcnt  dclemiiDéc. 

Si  l'on  imagine  qne  la  parabole  donnée  VAU  glisse  sur  son 
axe  de  manière  que  son  sommet  A  prenne  une  position  ar- 
bitraire A',  laqaaatitéAQ  restera  invariable  de  grandeur, 
puisque  l'ordonnée^' du  point  M,  et  la  quantité  2p  ne  varie- 
ront pas.  PG  sera  donc  constant,  et  par  conséquent  la  parabo- 
le (3)  sera  invariable  pour  tontes  les  paratxdes  considérées. 

VIII.  On  sait  que  l'équation 

y~a'=0,  (1) 

qui  représente  l'ensemble  de  deux  droites  parallèles  à  l'axe 
des  :c  et  de  plus  également  distantes  de  cet  axe ,  n'est  qu'un 
cas  particulier  de  la  parabole- 

Alors,  en  prenant  poaraxe  des^  une  pcrpendicalarre  • 
celui  des  x  passant  par  le  point  M,  l'équation  de  la  sécante 
sera 

j'_y=mx.  (2) 

La  substitution  dans  (t)  de  la  valeur  de  y  prise  dans  (â) , 
donne 

m"x'+2n»yj:4-/'— o'  =  0.  (3) 

L'abscisse  du  point  milieu  sera  donc  déterminée  par  li 
relation  • 

-r=-^-  (4) 

Faisant  le  produit  des  équations  (2)  et  (4),  on  trouve 

ou  l'axe  des  x  pour  le  lieu  cherché. 
Le  problème  est  donc  complètement  résolu  (*}. 

{')  Pour  nnc  ligns  on  une  lurUce  du  degré  m ,  l<i  liau  cherché  wi  dg  dtp* 
(m-l) 
«î — ~ — eli'ohlienl  par  le  même  genre  dcrolcul,  qui  coniisie  trhcTcbtr  uM 
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J'ai  lu  BDssi  une  remurque  qui  leriuine  une  lettre  de 
M.  Fink,  inscrire  daas  le  m^me  numéro. 

Je  n'ai  rion  i  y  répondre,  sinon  qae  je  n'avais  païen  l'oc- 
casion de  lire  son  ouvrage ,  et  que  son  tniTait  sur  les  ap- 
proximations ,  comme  je  1  ai  tu  depuis ,  diSèrc  complètement 
du  mien  pour  In  opérations  priacipalea. 

Puisque  je  me  trouve  amené  à  vous  entretenir  de  ma  oote 
sur  les  approximations ,  je  la  compléterai  par  deux  remar- 
ques. 

1.  J'ai  indiqué  généralement  pour  chaque  opératîOD  un 

moyen  d'avoir  le  résultat  approché  par  défaut  k  —  prés.  Si  on 
veut  avoir  ce  résultat  par  excès  à  -,  on  suivra  exactement 
dans  chaque  cas,  la  méthode  indiquée  pour  l'avoir  par  dé- 
Taul;  ce  réaaital  une  Tois  obtenu,  on  l'augmente  dc-r,  etoo 

l'a  ainsi  par  excès  avec  l'approximalion  demandée. 

2.  Parmi  les  questions  d'approximation  on  peut  Taire  celle- 
ci.  En  remplaçant  dans  un  calcul  une  ou  plusieurs  quantités 
incommensurables  par  leurs  valeurs  approchées  à  muns 
d'une  quantité  e,  par  exemple,  quelle  est  l'apiKVximatîOB 
avec  laquelle  le  r^ultat  final  est  obtenu? 

11  csl  évident  que  celte  limite  e,  connue  dans  cette  ques- 
tion ,csl  celle  que  l'on  cherche  dans  les  questions  traitées  dans 

ma  note,  laddis  que  -  est  actuellement  le  nombre  à  trouver. 

Par  suite  en  dégageant  -  dans  chaque  inégalité,  on  en  déduit 

racilement  une  limite  supérieure  de  l'crrenr  ~  commise  sur 
le  résultat  final  de  l'opération  que  l'on  considère. 
£xmpU:  Pour  la  multiplication,  on  trouve  la  TMinnle 

eS_i  <  T .  Dsns  la  question  actuelle  «  est  connu .  on  sait  ce 

qu'il  faut  mettre  pour  S_,;  i  cause  de  l'inégalilé ->^SL-i, 

<Hi  voit  que  eSn-i  ut  une  limite  supérieore  de  l'errenr 
commise  sur  le  produit,  lorsqu'on  emploie  pour  diaque 
facteur  une  valeur  apivochée  k  e  prés.  Application  numé- 
rique: supposons  que  chaque  facteur  soit  pris  à  0,01  près, 
dans  le  prodail  n.\/3.  K12.  L'erreur  commise  sur  le  pro- 
duit, sera  moindre  que --^  X(*.2  +  4.3-f- 2.3)  on  --. 
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[:r',y,  coordonDëea  d'an  poiDt  quelconque  pria  sur  le  plan 
de  la  courbe). 

Oburvatiott.  m  et  L  ne  varient  paa  arec  l'or^ine. 

III.  HmHUt. 

f(+*n=2DLi     «+*'B-2ELi     »'-ff=4FLi 
Cl—Al+Et+mF  =  L;       At—a+l»!+inF=h; 
2a+B*'+Em=0;       2Ai'+Bi+D<7.=0i 
Ay+Bi'i+OC+mDi'+mEJl+m'F  =  mLi 
(A--C)'+[B— 2Aco»7]  [B-2Ccoby1  =  N'+ 
+insin',=(Ar-<;)'Bio-7+[B— (A+C)»»7ri 

—  l^my—Ur+l'),      ■ 

r  /         k\>      4ALt 
ma:*— 2Ax+/  =  »i  1  (  jr ) ri  . 

IV.  Omrdonnées  du  centre;  diamitrepaisant  par  l'origine. 

x=—,  y=  — ,  coordonnées  du  centre;    Aj- — *'x=0, 

équation  da  diamètre  passant  par  l'origiDC ,  poor  les  trois 
coniqaes. 

V.  Caraetirei  analytiques  dei  comqwt  et  de  letan  variétà. 
m<0;  L>0,etlip6e;  L  =  0,  point;  L<0, ellipseima- 

glnaire  ; 

,„  — 0-  L>0,  parabole;  L=û  ;  deux  droites  paralUla 
ponnnt  se  confondre;  L<0,  ou  /<0,  paratxde  InMgiDaire; 

m>0;  L>0,  hyperbole;  L=0,  deux  droites  couveis*»" 
Ua  i  L<û,  hyperbole ,  an  des  deux  diamètres  conjoguéi  a» 
axes  oà  aucun  des  deux  ne  rencontre  la  coarbe  ; 

m  =  ±oo.  une  droite. 
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Obterva$ion.  St  on  Tait  varier  oo  des  Irois  premiers  coef- 
6cienUA,  B,  G  de  l'équatîoD  (1),  elr^rdant  comme  con- 
stants les  cinq  autres  coefficieats  ;  il  est  évident  que  m  passe 
par  loos  les  états  de  grandeora ,  et  la  courbe  par  toutes  les 
formes  possibles  ;  et  lorsque  m  devient  in&ni  positif  on  n^a- 
tif,  l'hfperbole  limite  est  une  droite,  ainsi  qne  l'ellipse  li- 
mite. En  effet,  les  extrémités  d'une  droite  peuvent  être  con- 
sidérées comme  des  Tuyers,  et  tous  les  points  situés  sur  la 
droite  entre  ces  extrémités  appartiennent  à  une  ellipse,  et 
ceux  qui  sont  snr  les  prolongements,  à  ane  hyperbole  ;  cette 
dernière  conrbe  est  encore  représentée  par  une  droite  élevée 
perpendiculairement  snr  le  milieu  d'une  autre.  La  discussion 
qu'on  rencontre  dans  les  aatcars  ne  donne  pas  les  cas  où  ces 
deax  courbes  se  réduisent  A  une  droite  unique ,  parce  qa'aa 
omet  de  parler  des  valeurs  infinies  de  m. 

Laplacetrouveleslois  du  mouvement  rectiligned'on point, 
attiré  vers  on  centre  fixe ,  en  raison  inverse  des  carrés  des 
distances,  en  considérant  la  droite-,  comme  une  ellipse  iofi- 
ment  aplatie.  {Méc.  eél^l.l,  p.  197.) 


"Il 

|>  H  P  E 

ex       = 

M  H  1  1 


Ce  tableau  à  double  entrée  contient  tous  les  cas  possibles  ; 
les  lettres ;>,0,nsigiiifieDt  positif,  zéro,  négatif.  H,P,Gsoat 
les  lettres  initiales  des  aoms  des  trois  coniqnes  ;  1  veut  dire 
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YI.  ÉquaUfmgénérak  rapportée  auemire. 

RemplscaDt  dans  l'éqaatioa  (I),  x  ety  par  x-\ ,  et 

y-| ,et  faisant  aUentkmanx  identités  O"»»,!©™  et  *!■•, 

oa  obtient  de  suite,  pour  l'équation  aa^centre  : 


ScaoLii.  Soit Cpoaitifetfn  négatif;  la  coorbe  est  tuwd- 
lipae  et  restwa  toojours  telle,  lorsqae  C  augmentera  iadé- 

Gnimenl  ;  pour  C=  «5 ,  -devient—  -r^  ;  et  l'éqoatioQ  se  ré- 
duit à  x'=0  ;  l'ellipse  devient  une  droite  ;  ileo  est  de  même 
ponr  l'hyperbole  en  supposant  C  négatif. 

Vil.  Syttintet  de  diamitret  eonjuguéi  aux  axa  coordonna,- 
angleê  de  cettyitimei  et  valeurs  des  demi-diamiirei. 

L'éqoation  générale  étant  rapportée  an  centre  (S),  00  a , 

par  la  résidntioD  del'éqnatù»  2Cr-}-flr=:0;  j-œ—  j    sys- 

tàne  de  diamètres  ooqji^Qés,  dont  le  second  est  paralléleii 

l'axe  des  .r. 

Carré  du  rinns  de  l'angle  de  ces  diamètres  =  ^-  lin't 
Carrédnïdiamètreparallëleàraxejrss — -;-  . 

Carré  du  \  diamélre  conjugué —jr-ilni-H^N]. 

Changeant  A  en  G ,  et  vie«~versd,  on  obtient  les  exiH«ssions 
analognee ,  relatives  au  diamètre  conjogné  k  l'axe  de*^. 

Scaoui.  Ce  'système  de  diamètres  conjugués  étant  ainsi 
connu  depositionetdegnuidear,  on  peutconsiruire la  courbe. 
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Vltl.  ÉqvaHon  aux  valeur»  du diam&retprituipaux. 
Lescarréa  des  demi-axes  priacipaux  sont  donc  les  racioes 
de  l'éqaatioa 

m*S'— imLNa— *L'8in'7=  0.  (3)  (t.  p. 386) 
Cette  équation  est  une  œméquence  iiomèdiate  des  valeurs 
trooTées  (TII),  et  des  propriétés  connues  des  diamôtrea  con- 
jugués (p.  2*5). 

Réwdvant  l'équalico,  il  vieot 

a=^rN±|/N*-|-ni8iB'7l. 

Or,  d'ap-ès  lidentité  13°**,  la  quantité  sons  le  radical  est  l« 
somme  d»  deux  carrés ,  doue  les  deux  valeurs  de  %  soot 
toujours  réelles  et  toutes  les  dènx  positives,  lorsque  m  est 
négalir  (ellipse);  et  l'une  positive  et  l'autre  négalÎTe,  lorsque 
m  est  positif  (hyperbole). 

L'équation  roodamentale  (3),  si  facile  il  trouver,  manque,  à 
ceqnejc  sache,  dansleséiémeuts.  On  y  parvient  directement 
par  la  théorie  des  maxima,  appliquée  aux  diamètres. 

CoaoLL.i.  Deux  coniques,  douées  de  centre,  données  par 
leurs  équations  générales,  sont  égales  lorsqu'on  a  les  deux 
relalions 

LNm''  =L'N'm',        L*m''rin'7  :=  L"m'sînV* 
Les  lettres  accentuées  sont  relatives  k  la  seconde  courbe. 

ConoLL.  3.  ^îmiuaot  m  et  m',  il  vient 
M'L'8in*V=N"L8in*7 
rdaliopqoi  cwivient  et  suiBt  àla  parabole  ;  celle  relation  uni- 
qoesniBlanssi  anx  autres  coniques  lorsque  m  =  m'. 

ConoLL.  3.  Ponrquelaçoniqnedevienneuncercle,iirant 
que  les  deux  racines  de  l'équation  (3)  deviranent  égales  ;  le 
radical  dans  la  valeur  de  z  doit  s'anéantir,  el  ayant  égard  k 
l'identité l2««,onaA=C et  B=aAcos7. 
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GoHOLL.  4.  FuQr  que  la  coniqae  devienne  nne  hypertml» 
éqnilalère ,  la  partie  raliouDelle  de  ;:  doit  s'évanonir,  l'on  a 
donc  N=^,  condition  nniqac. 

N'     _■    N'- 

n'sinV  ' 

IX.  Équation  aux  paramétra  dei  deux  diamètre»  principaux. 

s' et  a^' étant  les  racines  de  l'équation  (3);  ^et—^,  sont 

deux  racines  de  l'équation  suivante  en  u,  dont  le  calcol  n'oT- 

Tre  aucune  difficulté,  car  le  dernier  terme  est  z'z",  et  le  coeffi- 

e^+t'"     (a'+s"V'  ,     „ 

dent  du  second  terme  est     J"''r=—jj! <(»+»  ). 

m'sin,V«*— 4LN[3/MSin*7 — *N'](i — 4L*sin'7=0.  (t) 
Les  deux  racines  de  cette  équation  H»it  les  carrés  des  demi- 
paramètres  des  axes[»incipausi  lorsque  m=0,  un  de  ces  pa- 
ramètres derient  infini  et  l'autre  a  la  valeur  finie  u=  ■■        ; 

on  TCHtdoncque  la  relation  do  coroll.  S  exprime  que  les  deux 
panunètres  sont  égaux. 

Ohtervaiwm.  Les  équations  (3}  et  ((),  calculées  ponr  les 
diamètres  principaux ,  s'adaptent  à  des  diamètres  ooajngnéi 
quelconques.  Il  suffit  de  diviser  le  dernier  terme  par  le  carré 
du  sinus  des  diamètres  conjugués  que  Xoa  considère  ;  les  ra- 
cines de  l'équation  [3]  expriment  alors  les  carrés  des  demi- 
diamètres  conjugués  qui  répondent  à  cet  angle;  et  l'équation 
(4)  fait  connaître  les  paramètres  de  ce  système.  Ce  sont  des 
conséquences  immédiates  des  raisonncmenls  employés  pour 
parvenir  à  ces  équations  ;  il  s'ensuit  que  dans  la  parabole,  tout 
système  d'axes  conjugués  a  deux  paramètres,  l'nn  de  gran- 
deur finie  et  l'autre  infini  :  proposition  qu'on  ne  démontre 
ordinairement  que  pour  les  diamètres  principaux. 
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X.  ffuoiMHt  tmx  rapport»  dei  diamitret  prmeipaax. 

Calculaat  l'équation  qui  a  poar  racines-,  et  —,  on  trouve 

Lmsin  7       J  zz  sa 

CoBOu..  1 .  Il  snffil  fkmc ,  pour  qae  deux  ctHiiqnea  soient 


qnes. 

CoaoLL.  2.   Do  qudque  manière  qa'on  (diange  le  système 

de  coordonnées  rectilignesd'QDG  conique  douée  de  centre,  les 

...^  LN     ,      N' 
quantités  - 

L 

i^in*: 

(kMOLi..  3.  Lorsque 'n=0,  ona  ve=  0  et  fsoc,  ainsi  que 
cela  do  l  être  dans  la  parabole. 

XI.  Équation  appartenant  à  un  système  de  diamitres 

conjugués. 
S(Hl  l'équation  (2)  de  la  courbe  rapportée  an  centre  ;  et 
j'=px,y  =  qx,  le  système  de  deux  diamètres  conjugués, 
on  a  la  retetkm 

2A/^  +  B{p+?)  +  2C  =  0.  (5) 

On  parvient  k  cette  relaiioo ,  en  cbercbant  le  lien  géométri- 
que des  milieux  des  cordes  mmées  parallèlement  à  l'un 
quelc(Hiqae  des  diamètres }  le  système  des  deux  diamètres  est 
représenté  par  l'équation  [^— /'•r)  [y — qx)=0  ;  éliminuit  ;, 
il  vient 

j-'(2A/.+B)  +  ij;x{C~Ap')-px'{2C+Bp)=0,     (6) 
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(H>»enatioH.  Ls  rehtiOD  (&)  ccKiTient  aussi  à  la  pardxile , 
Gonune  il  est  facile  de  s'en  assurer  en  cherchant  le  Itea  géo- 
métrique des  milieux  d'on  système  de  cordes  parallèles. 

ApolItHiins  défiait  le  diamètre ,  dqo  droite  qui  divise  en 
parties  ^sles  dd  système  de  cordes  parallèles  (déT.  10).  Cette 
définition  est  plntdt  l'objet  d'un  théorème.  Âpollonicu  lui- 
même  dtemntre  ce  théorème ,  à  direrses  reprises.  Le  milieu 
d'une  corde  est  le  point  de  moyenne  distance  de  ses  points 
d'intersection  avec  la  courbe  i  sons  ce  point  de  vue ,  le  théo- 
rème est  général  et  s'applique  à  une  courbe  algébrique  qod- 
conque;  ilestdû  àMevton.  Le  moyeu  dedèmtnstration  est 
le  même  que  pour  les  ooniqoea. 
XII.  Équation  appartenant  ou  tystème  (Taxa  principaux. 

Pour  les  axes  principaux ,  il  fantjoindreà  [a  relation  (5), 
la  soÎTanle,  qui  exprime  que  l'angle  des  diamètres  est  droit  : 
<+f?+(p4-'î)co87  =  0.  (7) 

Eliminant  p  et  q  entre  les  trois  équations  5, 6,  7,  0  vient 

^ISAcOBï— B]+2.rj'(A— C)-|-j:*j;B— 2Ccoa7]=0  (8) 
équation  qui  donne  les  directions  des  axes  principaux ,  dans 
les  trois  coniques.  Résolvant  cttte  équation ,  on  trouve 


y(2A(mj—B)+x{A—C)  =ziix  \/N"-f /nsin'v- 
flemarTW.  Une  conique  étant  donnée  par  son  équation, 
on  peut  donc  la  construire  de  suite  sans  résoudre  l'éqnation. 
On  détermine  les  cowdoonées  dn  centre  par  les  formules  IV; 
l'équation  (8)  donne  les  directions  des  axes  ;  l'équation  (3), 
les  valeurs  des  axes  principaux  ;  mais  il  reste  à  savoir  eoat- 
ment  on  doit  porter  les  axes  principaux.  Nous  montrerons 
dans  l'arUcle  suivant  comment  on  fait  disparaître  cette  am- 
b^ïté  ;  de  même  commmt  on  détermine  le  stHnmet  de  la  pa- 
rabole ,  nécessaire  poor  construiro  cette  courbe. 

(  La  mite  prochainement.) 
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S.  Considérons  le  cas  particulier,  le  senl  éiml  doqs  aatoas 
beama ,  où  l'on  a 

»'=</'=«'",      et      p'  =  e"=|3"'  =  0i 
delà, 
a'=a"=^'=ix''      fr  =  6'=i"=0,     A'=Â"=A"'=A 


donc  l'équation  (i)  donne 

comparant  les  termes  semblables ,  U  vieot 

relation  qa'oo  peat  déduire  facilement  de  (XVlJ 

jV+^j'"+-ï^V"'=-^a'+^*''+*"'»"'=rv+yx"-»yv'=o! 

nonvelle  relalion  qae  nous  désignons  par  (XX]. 

Ce  procédé  ingénieux,  qni  peut  s'étendre  k  nn  nombre 
quelconque  d'équations  de  la  forme  (I),  a  étéemfriojé  par 
l<agrangeet  par  Poisson  (Corresp.  sur  l'École  poljl.,  lomel, 
p.237,  édit.  detSO^. 

S.  Soit  maintenant  y  Vx'-f-/i'ry-]-i''?'*'  =f'?''"')  l'équa- 
tion d'on  dlipsoïde  rapportée  à  trois  diamètres  conjugués 
quelcMqaes  ;  soient  p',  q",  t'  les  longueurs  de  trcns  autres 
demi -diamètres  conjugués,  dont  les  exlrémltéa  ont  pour 
coordonnées  respectives  j',y,»'i  x",y",j!';  ^",y",  s'"; 
-  sutulituant  les  valeurs  de  ces  coordonnées  dans  l'équation  de 
l'ellipsoïde,  on  obtient  trois  équations  de  la  Torme  (I),  mais 
on  j:' est  remplacé  par  qrx'-,  y  par  prjr';  î.'par  pq^;  jt" 
f»r  qrai",  etc.  a' =  a/'=a"'=/>'yV  ;  les  demi  -  diamètres 
p\^y  étant  conjogoés ,  aprâs  avoir  remplacé  x'^x",!',  etc. 
AinRiqu'ilaélédU,roDa6'=6"  =^'"=0;  dwiconale 
cas  particulier  dn  paragraphe  précédenl  ;  ainsi  ^=pq'r'jf  ; 
r  =  qp'r'x'i  r=7''îW",elc.i  i=j»'îV  (XletXVlll). 
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4.  Théorème  I.  Si  od  projette  un  système  de  trois  diamèr 
très  coDJagnés  sur  dd  qualriëmé  diamètre  paraUélement  aa 
l^n  conjugué  ji  ce  diamètre ,  h  somme  de*  carrés  des  pro- 
jectionsest  égaleaa  carré  de  ce  quatrième  diamètre.  (Ghaskg, 
Apvrçu  hùfpri^ue,  p.  824.  1837.) 

Car  la  relatim  x/*-\-3/"  +  x""  =i  el ,  trouvée  ci-dessos , 
donne,  après  aroir  remplacé  .t'jV.j:'",  par  les  valeurs  ia- 
diqnéea, 

y+y-l-y"  —p^  ;  C.Q.F.D. 

5.  ThiorètM  II.  La  somme  des  carrés  de  trois  diamètres 
conjugués  est  cwislante.  Supposons  les  axes  rectangulaires , 
on  aura 

■r"+y+ï"=p"i  j:"'4y"+="*=î"i  x""-\-y"'->r^-=r: 

ajoalant  ces  éqoatioas  membre  à  membre,  et  ayant  égard  an 
théorème  précédent,  on  a 

donc,  etc. 

6.  Tkéwimt  III.  Ia  somme  des  carrés  des  projeclÛKU  or- 
tbogonalea  d'un  système  de  trois  diamètres  coDjagoéssur 
nue  droite  fixe  queloOQqiie  est  constante.  (  Qiasles,  Aperça 
Jtfilon9ue,p.  824.) 

Désignons  la  droite  fixe  par  « ,  les  axes  étant  rectangolal- 
res,  ona  les  formules  conm^cs 

p'€OB[l)f,s)  =  i'coe  (J,p)4-r0»(*>î)  +  z'C08(i,r)  ; 

car     ^=cos{p^);  ^  =  cosC/»',?);  ^- =  coa{/^,r}; 

P  P  P 

<mcot[f/,s)  désigne,  d'ajwès  une  notation  adoptée,  le  cosinus 
dé  l'angle  des  droites/  et  t,  et  ainsi  des  antres.  Le  premier 
meoibre  est  la  valeur  de  k  projectiwi  do  demi-diamètre  p' 
sur  la  droite  j.  Onadeox  équatî(x>s  semblables  ponr  les  pro- 
jecticHis  de  g'/  sur  la  même  droite  s.  Elevant  chaque  memr 
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bre  aa  carré,  les  ajoattnt ,  en  ayant  égard  à  la  relatimi  (XX) , 
il  Tient 

/>"CM'(/>',*)+î''«»'(îV)  +  r^«l**(l',»)=i»'008>J))+ 

+ ?'oob"(«,î)+/'cos'(«/-), 
]e  seoHid  membre  est  nue  quantité  constante ,  donc,  etc. 

Ce  théorème  III  peut  encore  s'énoncer  ainsi  :  la  somme  des 
carrés  des  distances  ortbogonales  des  eilrémités  de  trob 
demi-diamèlres,  conjogaés  h  an  plan  diamétral  fixe,  est 
constante. 

7.  TAàH-^nuIV.Lasommedescarrésdesdistancesdes  ex- 
trémités de  trois  diamètres  conjugués  &  on  diamètre  fixe,  est 
constante. 

Cette  somme  est  évidemment  égale  k  la  somme  des  carrés 
des  trois  demi  -  diamètres  conjugués  ,  quantité  constante, 
moins  la  somme  des  carrés  des  projections  de  ces  demi-dia- 
mètres sur  le  diamètre  fixe ,  quantité  égalemrat  constante 
[théorème  III}i  doi^c  ce  théorème  peut  s'énoncer  ainri:la 
somme  des  carrés  des  projections  de  (rois  diamètres  conju- 
gués sor  un  plan  fixe ,  est  constante. 

8.  Théoremey .Étsai  doonèsdenx  dlîpsoïdes  quelconques, 

la  somme  des  carrés  de  trots  diamètresconjagaés  du  premier 

ellipsoïde,  divisés  respeclîTement  parles  carrés  des  diamè - 

très  quileor  sont  parallèles' dans  leseccnd  cUipscAde,  est  une 

quantité  constante,    i  Aperçu  historique^   pag.  824.)  Soit 

;r*      y  s" 

-,-i — ;  +  -7  =  1,  l'équatioD  d'un  dlipsOïde  rapportée 

aux  axes  ^incipaox  ; 

A'jT'-f  A'y-t-A"'z"-[-B>-B4-B"a-s-t>B'"^— 1  =  0, 
réquatlon  d'un  second  ellipeOlide,  concentrique  an  premier 
]^,q',r^  demi-diamètres  conji^aés  dans  le  premier  ellipsoïde 
y,  y,z'  les  coordonnées  de  l'extrémité  de^'  ;  jif'^',z'\  etc. 
d,  «,  /■,  parties  des  demi  -  diamètres  p',  y',  r\  inlerccp' 
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tées  par  le  swood  ellipsoïde,  et  s,  ooonlonnée  de  l'extré- 
mité éad,  (Ml  a  donc 


en  lUsant  attentloa  i  la  rdatioa  (XX) ,  l'on  tire 

le  Moond  membre  est  constant ,  donc  etc. 

9.  TMorimeYI.  La  somme  des  raleiu-s  inverses  des  carrés 
de  trc^  diamètres  rectangulaires  d'un  eUi[Hoïde  est  con- 
stante. 

II  soiBt  de  supposer  qae  le  premier  ellipsoïde  est  noe 
sphère;  si  le  second  ellipetiide  est  une  sphère,  on  retombe   ' 
sor  le  théorème  II. 

10.  Les  dqoalions  VII  sont  similaires  «os  équations  I  et 
II,  les  (Hrojections  des  arêtes  jr', y,  jf]  J^,y,»",  etc.,  sont 
remplacés  par  f,  {",  f.  projectlfflis  des  aires  des  faces  du 
parallélipipéde  constrait  sur  les  trois  arêtes />',  ;',  K  ;  on  a 
donc  pour  ces  faces  des  théorèmes  analogues  à  ceux  qu'un 
Tient  de  démontrer  pour  les  arêtes,  et,  sans  nonvean  calcul , 
on  conclut. 

Théorime  VII-  Un  parallélipipéde  étant  construit  sur 
tnris  demi-diamètres  conjugués  d'un  ellipsoïde,  si  l'on  pro- 
jette ses  faces  sur  un  pbn  fixe ,  parallèlement  au  diamètre 
oooJDgaé  k  ce  plan ,  la  somme  des  carrés  de  ces  projections 
est  constante  (ccnrespond  an  théwème  1}. 

Théorimt  VIII.  La  somme  des  carrés  des  aires  de  ces  faces, 
est  constante  (corespond  bu  théorème  H}. 

Théorème  IX.  la  somme  des  carrés  des  projections  wtbo- 
gonales  de  ces  faces  sur  un  plan  flxe  est  cmistante  (  Théo- 
rème III). 
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il.  Théorème  X.  Le  Tolame  do  ptrallélipjpèile  coostnril 
sur  trois  diamètres  conjugués  est  constaoL 
Les  sxes  étant  rectangulaires  et  mettant  dans  l'expresrioD 

1,  qrx',pry'jpq^,  etc.,  pOOTJ^.y,  t',  clfi.,  OQ  8  ^y's^-j- 

etc.  =pqr;caTi=p*q'r'  ;  or  le  premier  memtsvestleTOlome 
da  parallètipipède  et  le  second  membre  est  coostaot,  donc. 

12.  Théorème  XI.  Étant  donnés  dans  l'ellipsoïde  deax 
systèmes  de  diamètres  conjagnés ,  si  l'on  ctHistmit  on  paral- 
lélipipéde  avec  trois  qnelccmqaes  de  ces  diamètres,  fl  est 
équivalent  an  parallélipipède  construit  sur  les  trois  diamè- 
tres constants. 

Si  l'on  prend  trois  diamètres  appartenant  au  Btéme  sys- 
tème, on  revient  «u  théorème  précédent.  H  faut  d(mc  prendre 
denx  diamètres  dans  le  premier  système,  et  le  combiner  avec 
nn  antre  da  second  système  ;  nous  oonserroas  pour  le  pre- 
mier système,  la  même  notation  qu'au  parsgraphe  3 ,  et  nous 
l^enons  les  mêmes  lettres  pour  le  second  ^stème,  mais 
l'accejit  étant  placé  en  bas.  Ou  a 

1  ^  p'  çy"»'"—  jj'y")  ^  p'  ir.\"'—<y.'"'i  .^^. 
7  x'  x!  ' 

d'où  j:,'(yV—z>'")  =j:'(r,V— »/>,'")  J  on  ■  encore 
deux  équations  semblables  pour  x"  et  x'"  ;  réunissant  ces 
équations  en  une  seule,  le  premier  membre  exprime  le  vo- 
lume du  parallélipipèdecontrnit  sur  les  diamètres^,  ?,/>,; 
et  le  second ,  le  volume  du  parallélipîpède  construit  sur  p, , 
q„p.  C.Q.F.D. 

13.  Ces  théorèmes  convenablement  modifiés,  ont  lieu 
aussi  dans  lesbyperboloïdes,  il  suffit  de  rendre  négatif  le 
carré  d'un  des  diamètres  conjugués  dans  l'hyperboloïdc  à 
une  nappe,  et  les  carrés  de  deux  de  ces  diamètres,  pour 
l'hyperboloïdc  à  deux  nappes. 

14.  Si,  è  l'aide  du  parallélipipède  fait  «ir  trois  diamètres 
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cooJDgoés,  OD  imagine  on  second  paralléliiripède  ayant  son 
sommet  aa  centre,  et  les  trtns  arêtes  propM'tionndIes  aux 
faces  dn  premier  parallélipipède,  et  faisant  respectÎTement 
les  mêmes  angles  avec  les  axes,  ce  8eo»d  parallélipipëde 
jouit  des  mêmes  propriétés  qna  le  premier  ;  c'est  one  consé- 
quence de  la  similitade  des  êqnalioas  VIII  et  I.  Les  angles 
dièdres  de  ce  second  parallélipipède  sont  les  suppléments  des 
angles  plans  d«  premier,  et  vice  vend.  P<mr  obtenir  ce  second 
parallélipipède,  il  suffit  d'élerer  par  le  centre  desdroites  res- 
pectivement perpendicolairesanx  faces  da  premier  paralléli- 
pipède. Avec  les  qaioze  qoantités  X',  X",  X'",  Y'...  A'...B'... 
on  pent  former  de  noD^sIles  équations  semblables  aux 
éqoationsi,  II,  III  ;0D  en  déduirait  de  Donvelles  relations  et 
de  noareaux  parallélipipèdes  et  ainsi  indéfiniment  ;  maisles 
arêtes  des  parallélipipèdes  n'ont  qae  deax  directions  diffé- 
rentes. (Biaet,/OMm.  deVÉc.polyUehn.,  cah.  XYI,  p.  313). 
15.  Les  théor^nes  II,  X  et  VIII,  ont  été  démontrés  pour  la 
(vemiére  fois  par  M.  Livet  (/oumo/  de  F Écok  polytech- 
nique,  aïûa  Xlll ,  p.  281,  1806);  le  théorème  VU  est  dû 
ftM.  Binel,qaira  inséré  dans  on  trës-beaa  mémoire,  riche 
en  résultats  analytiques  et  gécHnétriqae  (/ounuil  de  l'École, 
polytechnique,  cahier  XVI,  p.  S80,  1813).  Ces  théorèmes 
sont  fondamentaux.  Les  antres  Boat  de  M.  Ghasles,  qni  les 
a  établis  facilement  ainsi  que  les  qnalre  précédents,  k  l'aide 
d'un  certain  mode  de  transformation  de  surface,  moyen  «ti- 
riatique  que  le  cél^re  géomètre  désigne  sons  le  nom  de 
méthode  homegraphique ,  et  dont  nous  parlerons  à  ané  antre 
occasion  ;  ces  propositions  sont  tontes  renfermées  dans  les 
relations  de  Lagrange  et  dans  le*  propriétés  de  la  formule 
eramérientu,  fhnnnlo  connue  aussi  sons  le  nom  de.r^i- 
taate ,  qni  a  été  étudiée  par  les  analystes  les  plus  éminents , 
dans  cet  ordre  des  temps  :  Vaodermonde,  Laplace,  Lagrange,- 
Monge,  Bintf,  Jacobi,  Caachy.  Noos  tftchenMu  de  dminer 
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une  idée  de  cet  impwtants  Iravaiix  ,  dans  l'article  sur  l'éH- 
œtDatioii  (T.  135). 

16.  IleatprMqaelnatilede  remarquer  que  te  plupart  de 
ces  IbéorèOHS  existent  aussi  pour  les  courbes  da  second 
d^ré  et  qa'oa  les  obtient ,  en  rendant  nolle  nne  des  troii 
OMtfdoiuiées  ;  mais  noos  croyons  poor  computer,  devoir 
consigner  ici  les  bdks  relations  que  Monge  a  éocmcées ,  sa» 
démcNistration ,  dans  les  Mânoires  de  rA.cadéniie  de  1784. 
(p.  85  )  ;  Enckfl,  le  câèbre  astronome,  en  a  donné  nne  dé- 
BKMistration  assez  loi^e  et  fondée  sar  la  IrigooomMrie 
sphérlquelBerliniscbes  Jabrbneh,  1832,  et  Correspondance 
mathématique,  tome  VU ,  p.  973, 1832].  Il  serait  à  désirer 
qa'on  pût  retrouver  les  consîdéralioiu,  sans  doute  idna  tim- 
ides ,  employées  par  Monge. 

Dans  les  éqnalions  I  (p.  388) ,  faisons 

a=a=G."=l,        p  =  p'  =  p"  =  Oi 

posons  ensuite 

1— y-y+ï"'=2Qi 

onaora 

y=l/HP— HSq, 

y"  =  V/NQ+k5lP» 
a'  =ï/KQ-»/5tP, 

D'ailleurs,  la  vérification  est  très-facile  ;  car  on  a 

j:'=M-}-N~t,y'=M+P-l,  ï"'=M+Q_l, 
et  M+N+P+Q=2. 
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17.  VfHCi  quebjues  cODJ«ctiires  sur  U  manière  dont  Montre 
e*(  parvcna  à  ces  oxiHTssicHU  ;  on  a 

d'où  l'on  tire  (y+jr")  (/— x")  =  (a/"+a')  (V"— s'}i  pour 

satisfaire  à  celte  Aqnalion ,  posons,  selon  la  méthode  d'Euler , 

y-\-x^'  =inp,  y — x"=mq,  j:"-|-s'  =  «y,  x'" — j^ssmp; 

de  là  on  déduit 

iy=np^-mq,  2x"=np — my,  Ù:tf^Hq-\-mp,  2i^=nq~mp; 

mais  l'on  a  aussi 

y"-h""+^'"=z"^!f+x'"'=ii  d'où  ^■"•—^'=z"^y; 

et  en  (qià«nt  conmie  ci-dessus ,  on  aora 

2a"  =^/V  ~f"  ""*  »       ^y"'^P9 — "iB } 
snbsiiinani  les  valears  dc^'  et  z'  dans  l'équation  {a),  on  aura 

(«■+«')(/'' -|-î*)  =  4~*x". 
Posons 

il  Tient 

2^  =  /m' + »'  —  2      Cl      m'  -|-  «'  -|-^' + 5*  =  4. 
En  cherchant  à  sattefaire  anx  équatuos  x^'+y^-l-  x"  =  1 , 
j;"'*4-y"-|- »""=  I ,  ontroQTe  de  môme  ^'=m'-]~p' — 8, 
ax"' =  m*-}- 9'— 2  î  on  voit  facilement  que  ces  valeurs  de  x', 
y,  ^,  etc. ,  sont  celles  de  Monge. 

(  La  tuiU  prockaintmmt.) 


Ânn.  M  MiTBta.  1. 


b,  Google 


QUESTION  D'EXAMEN. 

VAK  M.  TACMSTTB. 


On  a  n  prisuMs  de  même  haalearcircraiscrilai  nn  télraUre 
relier  dont  l'aréte  est  a,  et  snperposéa  :  on  demude 
de  (rouver  leur  somme.  En  faisant  n  =  oc  ,  oq  troave  la 
mesore  da  tétraèdre  {fig.  95  bis). 

Le  premier  |H-isme  a  pour  base  le  triangle  éqailaléral  ABC, 

et  pour  hauteur  x=~  -Ae  cdté  de  ABC  est  a. 

Le  deuxième  a  pour  base  A'ffC,  et  la  mtaie  haoleor  ;  le 
côté  de  A'FC  est  fl'=n-^^. 

Le  troisième a"=a . 

Ainsi  de  suite. 

La  sQrracodcAItCcst-<j'\/3;   le    volume  du  premier 

pr»mcsera  — ~ —  ,    mais  h=y  a — -  =  -flK6;  donc 


4n 


t"  prisme V  = 


•Vis  ^Vî, 


4n 


«-<     ......= ..   "Viï  I 


3e  prisme,  areniplacé  para ,  n  dudiv^pa^(^ — i) 


4{n-l)     »> 
oH^â   (n— 3|' 

*C«— 3)  "      k" 


bGooglt' 


ta 

,=£!r^+l''<^j;„-„-+,„-2)-+ +sr+.j, 

Au  4«'    t  ' 

or  la  BOmme  des  carres  desnl*"iioinl>rea&,= ^ i 

donc  oo  aora ,  en  remplaçant  n  par  (n— )  ),  la  quantité  entre 

(n— l)n(Sn— I)     . 
parenthèses  égale  à! '-— ,  et 

_«.|/5  «45  (2ziWîî:îl=°J!:l.+îï^5(i,„._3„+is 

---4„-+~4^-  6  4»     ^^Si^      .,    ^' 

_»'l/â        »ikj  _  an/â    «H/a 
—  ~4„""  +       la  8»    """   2*»'  ' 

Qnand  on  Tait  n  =  oc ,  on  a  le  volume  dn  tétraèdre 

V=î-Î-— ,  en  effet  V  =  ABC.  -  =  —  V  3.  = 

12  3         4 

_  »'Kti     a'Vî 

~~    i»   ~   1-' 


DÉMONSTRATION  DU  THEOREME  36  (p. 395). 
WA9.  M.  A,  TAOBBTTK. 


.  »»    MF.  MF 
BB^M%i«r*ofc(/!}.10l).-OndoitaToirNT=-jjp-^ 

La  tangente  MT  a  pour  équation 

donconanra  **^^^* 

lA  normale  MN  a  poaréqaalion 
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a'x' 
MF.MF 


Dwic      NT  =0T— 0N=  — j-, —-,■ 

ax  af 


C.Q.F.D. 


~     MP    ■ 

Parabole  (fig.  1021.  —  On  doil  avoir  NT  =  2MF. 

La  tangente  MT  a  pour  éqaation     j'y  =  p{x-{-j^], 
ioac  AT—-^. 

La  normale  MN  a  ponr  éqnalkm     y—y= {^—■^)i 

donc  AS^p+x'. 

Or  NT=AN-AT,carATestnégalir.Doac 


THÉORÈME  DE  GKOHÉTftIE. 


VAa  M.  L.  A.  SB  OOniTB  , 

Proreiieiir  de  miUitimliquei. 


Si  ODdivise  une  demi-circonfércDCC  ABCDEFGH  (figAOS), 
ea  un  nombre  impair  de  parties  ^ales,  par  exemple  en  7,  et  «i 
B,G.D,E,F,G,  étant  les  points  de  division ,  on  mène  les  ov- 
dcs  BG,  GF,  DE,  qui  sont  tontes  parallèles  aa  diamètre  AH, 
pais  si  l'on  mène  les  deux  rayons  OD,  OE,  qui  aboalisseat 
aax  extrémités  de  la  corde  DE,  qui  est,  parmi  toutes  lescor- 
des  qa'on  vient  de  mener,  celle  qai  est  la  plus  éloignée  du 
contre ,  je  dis  qu'on  aura 

DE-fKL+M»=R, 
en  reiwésenlant  leray OQ  OA  parB,  et  KL,MN  étantles  par- 
ties des  cordes  CF,BG,  interceptées  entre  Ips  deax  rayons 
0D,0£. 
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iMiiMm«lrafMHi.Solent,B',C,D',E' les  points  lytnétriqDea  des 
poiQlBB,G,D,E  par  rapport  an  dUmèlreAH.  Alors,  le  rayon 
00  {wolongé  passera  par  le  point  F,  et  de  même  les  deux 
pcriats  E,D'  seront  sor  nn  même  diamètre.  Menons  les  deux 
cordes  DG',CD'  qui  se  coupent  en  un  point  P,  et  joignons  le 
points  an  pwnt  D*,  et  lepointCaa  point  C.  Les  deux  trian- 
gles DPD',  GPG'  sont  lemblablos  el  de  plus  isocèles  ;  donc  si 
dn  pdnt  F  on  abaisse  one  pefpendicnlaire  sur  Diy,  cette 
perpendjcnlaire  passant  par  le  pcnot  millen  de  DIX,  passera 
par  le  centre  da  cercle  j  et  de  [dos ,  comme  elle  divise  l'-angle 
DPiy  en  deox  parties  ^ales,  elle  sera  aussi  bisseclrice  de 
l'angle  DOD',  puisque  CD*  est  parallèle  A  OD  et  DC  à  0£. 
Donc  la  {Vpendicolaire  abaissée  du  point  P  sur  DD*  n'est 
antre  qne  le  diamètre  AH  ;  donc  le  point  P  de  rencontre  des 
deux  censés  Ciy,  DC' est  sur  AH.  Deméme,  sil'onmèneles 
deux  cordes  BC,  CB*,  leur  point  dGrenconlrepserasituésar 
AH.  Enfin  menons  la  corde  AB,  qui  est  parallèle  à  OE. 

Les  Irianglea  ODP,  PCQ,  QBA,  sont  tons  semblables  an 
triangle  ODE,  de  pins  le  triangle  ODP  est  égal  au  triangle 
ODE,  le  triangle  PCQ  est  égal  au  triangle  OLK ,  et  enGn  le 
triangle  QBA  est  égal  au  triangle  ONM  j  d'où 

DE=OP,       KL=PQ,         MN=QA. 
D'où  enfin  DE+KL+MN  =:  OA  =  R.  G.Q.F.D. 

On  voit  clairement  que  le  mode  de  démonstration  que 
nous  venons  d'onployep  est  applicable  au  cas  où  la  demi- 
dnxMiférence  serait  partagée  en  un  nombre  impair  quel- 
conque ,  de  parties  égales. 

GoBOLLiiu.  On  a 


■-MN  =  sin-.  iBi^ 


U' 


b,  Google 


-DE  =  Hin  3.-.  tang  - 


sin-+sin2.^+  sinS. -==  2lang— , 

ealuunt le  nyon  égalé  l'uaitâ. 

Comme  le  tiiéorèaio  ci-desstu  est  vni ,  qDxnd  méntc  on  par- 
tagerait la  demi-circonEèrence  en  un  nombre  impair  qopl- 
cooqae,  Sn-f 'i<^P^i'''^^S*'^>i'^i^  réralleqa'onalasérie 
coonos  -. 


En  eflét ,  elle  est  one  conséquence  de  cette  aatre  série  qai  a 
été  donnée  par  Ealer  [Introductio  tn  otia/ynn  infiniUmum., 
tome  I*',  page  218}, 

sina-f  9iD(a-|-6)  +  8ln(a+2fc)4-8in(a+3fr)-f 


..+8in(rt4-ii6)  =  - 


1 


sin-A 
Si  ,  dans  cette  série ,  nous  raisons  b=  a.  Il  viendra 

rina-|-8ln2iiH-rin3a+"8in»a+ +  8in  (/i+i)a 

sin|(n+2)sin^(n+l) 


far  conséqaent  on  aara 

sma-{-gin2a~f-Bin3a-|-sîn4a4' -^siana 
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Or,  OD  uit  qn'on  a  U  bmnle 

sinp.  sinç  =iC08(/»— y)— scost/j+î). 
d'où 

et ,  par  conséqneBl , 

8iBtf+8iD2a  +  ain3<»+iin«<i+ +  8in»a 

co«52«+l) 


aung- 


»   2(2n+l) 

car,  coB^(2n-fl)deTient^Uco8^,  c'est-à-dire  dcTienl 

Doi  quand  0  =  — ^,  tandis  qnesln  ~  uc  dévient  pas  nol. 
^  te+l  2 

CONDITION  DE  RÉ&UTÉ 
/)ej  ractiwi  de  Crfçiio/ton  du  IromAne  degré. 

VAa  W.  KOOMB , 

de  Honlpellicr 

Soil  j^+aj:'+bx+c=0. 

Cette  équation  a  trois  ractocs,  dont  une  nécessairement 
réelle.  Soit  a  c«tle  radoc  supposée  connae.  En  divisant  le 


b,  Google 


prnaicrtoembre  de  l'éqoation  par  ;f  —  a,  onobtieodrutue 
équation  do  second  degré,  qoi  doDoenït  les  deux  aotres  ra- 
cines par  nno  Tormulc  de  Is  forme 

elsnivant  là  valeur  deR,  ces  ractnesiowit  réelles,  égales  o« 
imaginaires. 

Or,  si  l'oD  désigne  par  Q  =  0,  la  condition  pour  qne  la 
proposée  ail  deux  racines  égales,  R  sera  oéoessairemrat  égal 
àBQ.et 

j=A±WlJQ,  ^  (1) 

R  étaal  dm  qDantité  de  sigtc  constant.  Car  si  R  devenaitiD- 
fini  pour  certaines  valenn  des  coeflSdents,  la  proposée  sanit 
alors  dra  racines  infinies ,  ce  qui  ne  peut  être  puisque  le  coef- 
6cicnt  de  x'  ésl  l'unité.  B  ne  peut  pas  non  plus  passer  pour 
zéro,  car  si  cela  était,  B  entrerait  comme  factear  dans  la 
condition  d'^alité  de  deux  racines.  Doac  B  a  toujours  le 
même  signe. 

Qoant  à  la  condition  d'égalité  Q=Q,  elle  est  facile  à  cakakr 
par  la  méthode  BDivante.  Désignant  par  Q  la  racine  double, 
lo  théorème  sur  la  composilion,  des  équations  donne  : 

,-j-2p =— a,  a»34-6*  =  b,  «f •  =  —c, 

et  l'élimination  de"  et  p  entre  ces  trois  relations  conduit  à  la 
cmidilion  cherchée  qui  est 

3(9c— ai)'+2a{9c— flA)(2o'— 6i)  +  6(2a*— 66)'=0. 

Reste  à  déterminer  le  signe  de  B,  et  puisqu'il  est  toujours 
le  même,  il  futRl  de  prendre  un  cas  particulier,  par  exemple 
celui  oiiA  =  0  Gl  c  =  Q  ;  on  trouve  alors  pour  les  racines 
^•  =  0  et  x=±  \/ — &i  etcommealtH-s  Q=36Â^,  oneo 
conclut  B=—  ~, ,  B  est  donc  négatif.  Donc  pour  que  les  ra- 
cines (l)  soient  réelles,  il  faut  que  Q  soit  n^alif.  Ainsi  h 
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cooAtioD  de  réalité  des  racioes  de  l'éqnatioii  fuifOÊée  est 

3{9e~ab)*-{-ia(9c—ab)  (2a'— 6ôH-*(2<i'— «6}"<0. 

PrenoDB ,  comme  vériBcaticHi ,  l'éqnatîoa  ^+P'Z--|-?  =  0, 
en  faisant /i=0,  b=p,  c=q,  doob  troarons  U  oondilioa 
connue  *^4-37g'-<0. 

Ob$ervation.  Dans  une  équatioa  de  d^ré  m,  il  faut  m — 1 
cooditioiis  poar  qne  toutes  les  racinessoieDt  égales  (v.p.  90); 
et  d'après  le  théorème  de  Sturm,  il  faat  généralement  autant 
de  conditions  pour  qne  toutes  les  racines  soient  réelles,    "nn- 


EXTRAITS  DE  jbURNAUX. 


COMPTES  BETODS  DE  L'ACADâHIE ,   18b3. 
Pert%irbatùm  d' Uratau. 

MM.  Delaunay  (Gii.)  et  Le  Verrier.  Pol^ique. 

Séance  dn  7  mars ,  M.  Hansen  de  Gotha ,  ayant  découvert 
dans  la  longitude  d'Uranns  deux  nouveaux  termes  de  l'ordre 
dn  carré  de  la  force  perturbatrice,  M.  Delauna;  a  vérifié 
ces  termes  et  en  a  constaté  l'existeace  ;  l'nn  d'une  période  de 
160S  ans ,  et  l'antre  de  88  ans  et  demi  j  et  a  de  pins  signalé 
un  troisième  terme  d'une  période  de  80  ans. 

H  mars.  M.  Delsunay  signale  deux  nonveaux  termes; 
mais,  cette  fois,  du  premier  ordre,  l'un  de  73*",3  et  l'autre 
de  98,6,  et  d'après  cela,  croit  nécessaire  de  sonmetlre  à  une 
révîsïoQ  complète  les  tables  d'Uraaus. 

28  mars.  M.  LeYerrier  essaye  de  démmitrer  qne  de  deux 
nouveaux  termes  signalés  par  M.  Dclaunay,  le  premier  est 
effectivement  nonvean ,  mais  n'existe  pas  ;  le  second  existe , 
mais  n'est  pas  nonvean ,  vu  qu'on  ea  a  tenu  compte  dans  les 
calcnls  de  la  Mécanique  eélestt. 
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18  avril.  M.  DduBoty  emje  4e  réfuter  k»  nteouiMHib 
4e  M .  Le  Verrier  et  aoulient  qne  ks  deox  inégalité!  exittmt, 
et  sont  nouwUet ,  TU  qu'elles  ne  stHit  pu  données  exptieiU- 
metU,  dans  la  Méeamçue  céletUi  am%  ît  reconnaît  qa'dles  j 
sont  implicitement  et  qu'on  en  a  tena  cotDple  dans  la  €00- 
stractiondes  lablea. 

3  mai  (p.  660).  M.  Le  Terrier  prend  acte  de  l'avea  de  son 
adversaire ,  relativement  à  la  métbode  de  calcul  de  la  Méca- 
nique célette,  et  il  reponue  les  atlaqoes  dirigées  conlre  la 
conatmclion  des  tables  d'Cranos.  Il  7  a  denx  mojeas  de 
calcoler  laloogitade  d'one  planèlfi;  le  premier,  en  partant 
da  monvement  mojai  considéré  comme  nnifcMiBe ,  on  a 
égard  anx  inégalités  elliptiques  de  la  planète ,  et  ensoite 
aux  pertorbitions  dnes  à  l'actico  des  autres  planètes;  ce 
moyen  n'est  pas  celni  qn'oa  a  soivi  dans  la  oonstniction  des 
tables ,  et  c'est  celai  dcmt  M.  Delannaj  s'oit  servi  ;  le  second 
moyen  recommandé  spécialement  par  Laplace  pour  le  calcul 
d'Uranns,  prend  pour  point  dedépart,  le  mouvement moyoi, 
monvement  p«-torbé  ;  c'est  celni  qu'on  a  suivi  dans  la  con- 
struction des  tables  d'Uranns,  etdontM.  Ddaonay  ne  s'est 
pas  servi  ;  il  n'est  donc  pas  surprenant  qu'il  soit  parvenu  k 
des  résultats  diOërnits;  M.  Le  Verrier  fait  observer  encore 
que  la  longitude  perlurbèe  n'est  antre  chose  que  la  quantité 
angulaire  dont  la  planète  s'écarte  de  sa  positioa  eUiptiquej  ne 
pouvant  calcalcr  cet  écart  par  no  seul  terme,  on  le  décom- 
pose en  plosienrs  ;  qne  cette  décfnnposilion  est  un  problème 
indéterminé  ;  pourvu  que  la  somme  des  parties  représente 
l'écart,  le  reste  eslarbitraire;  chacun  peattrouver  ad  libitum 
d'autres  termes  composanU,  c'est  le  terme  résullant  qu'on 
jDge.Dirc  donc  avec  M.  Delaunayqu'un  tel  terme  composant 
existe ,  mais  que  les  astronomes  ne  s'en  serrent  pas ,  ce  n'est 
rien  dire  ;  tu6  jadiee  lii  at. 
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j^AïAîre  (Pjirekimid«i  M.  Ghisles. 

1 1  arril.  Penonnc  no  pent  mieux  connaître  1«  bot  qae  se 
propose  Ardiimède,  dans  cet  onrrage,  qn'Archimède  lai 
même.  II  débale  ainsi  :  ■  PlnsJeurs  pensent,  à  roi  Gélon,  qae 
le  nombre  des  grains  de  sable  est  infini  :  non  pas  de  ccini 
seolement  qu'on  trouve  anx  environa  de  Syracnse  et  dans 
tonte  Ifi  Sicile ,  mais  de  celai  qnî  est  répanda  dans  toates  les 
parties  de  la  terre  habitée  et  non  habitée.  D'antres  bien  qu'ils 
oe  regardent  pas  ce  nombre  «Home  infini,  pensent  qu'il 
n'existe  pas  de  grandeor,  qu'on  ne  peut  dire  le  nom  d'une 
grandeur  surpassant  la  multiplicilé  de  ces  grains.  Far  là  il 
est  évident  que  leg  personnes  de  cette  opinion  ,  si  elles  ima- 
ginaient dn  tas  de  sable  capable  de  remplir  et  de  oirder 
toates  les  profondeurs  de  la  mer,  tontes  les  eavités  de  la 
terre,  jusqu'aux  sommets  des  plus  hautes  montagnes ,  sou- 
ti«idraient  enc(»re  bien  pins ,  qu'il  est  impossible  d'assigner 
on  WHnbre  supérieur  aux  grains  d'an  tel  las.  Mais  moi ,  je 
Tais  essayer  de  faire  voir  le  contraire  par  des  démonslralions 
irrécusables ,  au  moyen  desquelles  tu  pourras  reconnallrc 
que  quelques-uns  des  nombres ,  dinommét  dans  mes  livres 
adresscsà  Zeuxippe  (*],  surpassent non-senlement  le  nombre 
des  grains  de  sable  qui  puissent  remplir  toute  la  terre ,  mais 
encorela  masse  de  sable,  égal  envolnmcà  tout  l'unirers  C)-' 

Ce  mot  univeri  désigne  chez  Arcbimëde  laspbérc  des  pla- 
uétes ,  celle  qui  a  pour  diamètre,  celui  de  l'orbite  solaire  , 
on  du  zodiaque.  D'après  des  (rfiserTalioiu  qui  portent  l'em- 
preante  de  sou  génie ,  Archimède  conclut  que  le  diamètre  de 
l'univers  est  moindre  que  dix  millions  de  Stades  (180000  mj- 
riamètres],  et  d'après  des  mesures  comparées,  il  trouve 

qu'un  grain  de  pavot  a  on  diamètre  moindre  qu'un  —  de 
O  Cei  liirei  lont  m*lbcureuiMii«ii  perdu). 
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dcdgt  (0*,000M8) ,  el  qoe  ce  mteie  graia  de  parot ,  éqninat 
à  dix  mille  grains  de  sable.  Maioteiunt,  0  a  tons  les  élémenb 
de  la  question.  II  s'agit  Bealemeat  de  IrooTer  ane  dénomma- 
fûfn  courte  poar  exprimer  le  nomlve  de  fois  qa'aoe  spbére 
ayant  pour  diamèlre  4S6.10~',  estcoolenn  dans  nne  qihàni 
d'nD  diamètre  égal  k  18.KH  mètres.  Or  les  Grecs  conuBe 
tons  les  peaples  anciens  se  serraient  d'nne  nomératioa  par- 
lée, décaple,  et  employaient  cinq  mots,  saroir:  unité,  di- 
nine,  centaine,  mille,  myriadei  ensuite  dis  myriades, 
cmt  myriades,  mille  myriades,  et  myriades  de  myriades, 
et  ainsi  de  suite ,  en  répétant  sans  cesse  les  méisea  mois. 
Pour  éviter  ces  fastidieuses  répétitîonft,  Artùimède  a  recoors 
k  un  expédient  qui,  mdns' la  notation,  atonsIesaTanlages 
de  nos  exposants.  Il  établit  une  i^ogression  géométrique 
ayant  l'onilé  pour  premier  terme  et  un  myriade  (10*)  pour 
raison,  et  partage  cette  progression  en  groupes  dehuit  tomes, 
en  oclades.  Ce  moyen  permet  déjà  d'exprimer  des  nombres 
très-considérables  ;  Archimède  n'en  reste  pas  là  ;  de  cent  mit 
lims  d'ocladea ,  il  compose  une  premi^  période  ;  de  cent 
millions  de  ces  p^iodes ,  une  seconde  période  ;  de  sorte  que 
ptHir  exprimer  le  nombre  énorme  de  l'unité  suivie  de  huit 
c«nl  millions  de  zéros,  il  lui  suffit  de  dire  que  c'est  le  pre- 
mier terme  ou  l'unité  de  la  deuxième  période.  A  celte  o<xa- 
sion ,  il  fait  la  remarque,  devenue  si  célèbre ,  qne  dans  une 
telle  progression ,  le  produit  des  termes  peut  s'obtaiir  par 
l'additiiM),  premier  germe  de  la  théorie  logarithmique.  Enfin, 
après  diverses  évaluations,  il  conclut  qne  le  nombre  de  grains 
de  sable  qne  peut  contenir  l'Univers,  est  moindre  que  le  hui- 
tième terme  de  la  huitième  oclade ,  c'est-à-dire  moindre  qne 
l'nnité  suivie  de  soixante-trois  séros  on  que  10^. 

«  Je  sais  bien ,  6  nA  G&tya ,  dit-il  en  terminant ,  qne  cela 
paraîtra  incroyable  an  vulgaire,  à  ceux  qui  sont  inexpéri- 
racntcg  dans  les  sciences  malhcmaliques  ;  mais  que  cela  pa- 
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nltiv  RoffiuavnODt  croyable,  va  lespreares,  à  ceox  qui  s'y 
scM^  essayés  et  qai  ont  fait  des  rediercbes  sur  les  distances 
des  corps  célestes ,  ^or  la  grandetir  de  la  Terre ,  da  Soleil , 
de  la  Loae  et  de  l'UDWers  entier ,  c'est  pour  cela  qae  je  n'ai 
pas  jugé  inconrenant  de  consacrer  à  cet  objet  qnelqnes  mè- 
ditatians  ■  < 

En  faisant  une  excellente  et  lamîneuse  analyse  de  l'Àré- 
naire ,  M.  Chasles  a  en  pour  but  de  montrer ,  que  cet  oa- 
vrage  ne  poarait  jeter  ancan  jour  sur  la  qoestioD  de  savoir 
si  les  anciens  faisaient  aussi  usage  dîna  les  calcnls  d'une  mt- 
méntioaëente,  décuple;  en  d'autres  termes,  les  anciens  se 
serraient-ils  d'un  caractère  analogue  k  notre  zéro,  en  rem- 
plissant  les  fonctions  ?  toaie  la  question  est  ta.  CarM.  Cbasies 
a  parfaitement  établi  qne  les  abaque»  servaient  à  traiter  les 
nnilés  décD[des,  comme  des  uniléd  complexes;  mais  l'exis- 
tence même  de  ces  abaques  semble  prouver  l'absence  du  zéro, 
et  quand  le  zéro  a  paru  avec  la  numération  indoue-arabe , 
les  abaques  ont  disparu. 

35  avril.  Rapport  sur  un  compas  propre  à  tracer  tontes 
sortes  d'ellipses,  par  M.  Puissant.  Les  inventeurs  de  compas, 
MM.  Haniann  et  Hempel  ont  .pris  pour  base  de  leur  cou- 
sirnction  ce  théorème:  soient  OA,  OB,  le  demi-grand  axe  et 
le  demi-petit  axe  d'une  ellipse;  du  point  O  comme  centre, 
soient  décrites  successivement,  avec  les  rayons  0A.,Ofidcux 
circonférences.  Menons  un  rayon  quelconqucON  à  la  grande 
circcHiférence,  coupant  la  petite  au  point  M.  Sur  MN  comme 
diamètre  décrivant  une  circonférence,  elle  coupe  l'ellipse  en 
un  point  P  tel  que  la  corde  MP  sera  parallèle  au  grand  axe, 
et  l'arc  MP  sontendo  par  cette  corde  est  le  doalde  de  l'arc 
MB,  de  la  tirconféreDce  insoite.  Par  là,  on  comprend  fa- 
cilement, que  si  du  point  décrit  nue  circonférence  et  qu'on 
.  second  point  loumeanlonrdn  premier  et  dans  le  même  plan, 
avec  une  vitesse  angulaire  double  et  dirigée  dans  le  sens  op- 
posé, cesecood  point  décrira  une  ellipse.  Par  exemple,  ri  La 
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Terre  décrivait  une  drconféreiioe  aalonr  dn  Stdàl,  d'an 
uMMveineBt  oniliviBe  d'ocddeat  en  raient ,  en  360  joan  à- 
déraax ,  et  si  la  Lnpe  déerinit  antour  de  la  Terra  «e  cir- 
coaléreace  dan*  te  même  plan,  d'un  noaTflBnatiuifonw, 
d'orient  en  octâdeat ,  en  180  joan  ndéfanx;  alors  la  Lne 
décrirait,  dam  l'espace  abwdn,  une  ellipee. 

Le  compas  éllipsograpbe  se  compow :  l'd'nnerooBdeatée, 
horizontale  fixe,  MirnKntée  h  aon  centre  d'an  mancbe  ver- 
tical ;  2*  ce  nkancbe  est  trar^^  perpendieolainHneBt  d'HK 
verge  portant  k  son  eztrànité  on  pignon  borizoottf  iwAile, 
dans  le  [dan  de  la  roue  et  ayant  an  rayon  nKHiié  moindre ,  et 
ce  pignon  a  une  lige  horinmtale ,  dans  le  prolongemoat  de  la 
verge  ;  celle  tige  porte  verticalement  an  crayon  on  un  lire- 
ligne  i  3*  la  rooe  et  le  i^gnon  engrènent  avec  une  crteail- 
lère  boriz<Mitale ,  posée  dans  les  goi^es  de  deox  roolettei  i 
ressort,  qui  tiennent  tonjoarslacrémaillère  appliquée  contre 
la  roae  et  le  pignon.  Faisant  toomo'  le  mandie  anloor  ée 
son  axe ,  il  commaniqae  un  moavemmt  de  rotatîoD  k  la  rooe 
Oxe,  de  rotation  et  de  translation  àla  crémaillèrej  le  centre 
du  pigeon  aura  même  vitesse  angulaire  qne  la  roue  6xe  et 
les  points  de  sa  circonférence  auront  une  vitesse  angulaire 
double  eq  sens  opposé;  ainsi,  en  vertu  de  ce  double  ntoure- 
ment ,  le  crayon  tracera  une  ellipse  dont  les  dimensitms  dé- 
pendent des  distances  dn  crayon  aux  centres  du  pignon  et  de 
la  roue,  distances  que  l'instmment  permet  de  faire  varier. 

On  a  omis  de  mentionner  une  donnée  décisive ,  le  prix  de 
l'instrument  (*). 

3  mai  (p.  654).  J.  Binet.  Note  sur  l'usagedu  calcul  des 
variations  pour  l'intégralioa  des  équations  à  dérivées  par- 
tielles du  {wemier  ordre,  renfermant  un  niNnlve  quelconque 
do  variables  indépendantes. 

Le  mémoire  dn  fvofond  géc»nétre  a  pour  but  de  simi^iGar, 


b,  Google 


—  519  - 
k  rùd«  de  la  métbode  de*  variatiMu ,  les  rémltats  ditenu» 
par  rniuttre  H-  Jacobi.  Un  cm  particulier 'avait  d^  été 
traité  par  H.  Binet  datu  le  Journal  de  tÉc«U  Polytechmque 
(1.  XVIII  Lamàné  analyse  estgénéralisée,  dans  cette  note, 
qoi  sera  déreloppée  dam  na  mt^noire  spéâal. 

Smai  (p.  6S4).  BlaDcfaet  [P.-H.].  Sur  les  ondes  SDceessÎTes. 
Noie. 


THEOREMES  ET  PROBLEMES. 


i2.  lieu  dnfojen  desparabcAesqoi ont  une  laDge&tecom- 
mone  et  une  oorde  commaM ,  parallèle  à  cetta  tan^eote. 

43.  lien  da  Bommet  d'an  an^le  droit ,  dtrnt  les  cMés  sont 
normaux  à  aae  eUipte  donnée . 

H.  Parle  ro7erd'nneparabole,onmèoenn  rayon  rccleor 
qDdoonqaeetaoeperpendicaMreàceraycuii  pois,  mr  ce» 
deax  droites  comme  o6tés,  et  avec  la  normale  an  point  pris 
sur  la  parabcde,  comme  diagonale,  on  constrait  on  rectangle. 
Qad  est  le  liea  dn  sommet  opposé  ao  foyer? 

45.  TroBver  le  lieu  des  intersections  saccesaives  de  tontes 
les  dltpses  ayant  nn  diamètre  donné  de  grandeur  et  de  posi- 
tion ,  et  son  conjogoé ,  donné  de  grandeur  sealemenl. 

46.  rA^oréffle.  De  tontes  les  pyramides  ayant  mémeangle 
polyèdre  an  sommet,  et  même  hantear,  la  plus  petite  en  vo- 
lume a  pour  centre  de  gravité  de  sa  base ,  le  pied  de  sa 
haatenr.  (Catalan.) 

47.  Par  on  point  0 ,  donné  dans  un  angle  droit  BAC ,  on 
mène  nne  droite  quelcwqne  NP,  lermioèe  aux  cMés  de 
l'angle.  On  construit  sur  NP  nn  triangle  MNP  semblable  à 
ma  trilogie  donné.  Qnd  est  le  lien  dn  sommet  M  ? 
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48.  Théorème.  Denx  nombres  entiers  cmuécatib ,  antret 
que  Set  9, ne  penvoit  être  des  pnissancesexactes.  (Otalm.) 

49.  Combien  l'égaatioa  Iraoscendante  3(1 — ei»x:)=xmx, 
admet-^lle  de  racines  réelles  poeitives  ? 

50.  Une  cordeTétant  inscrite  dans  one  parabole ,  le  pro- 
doit des  distances  des  extrénnités  de  cette  corde,  à  on  dit- 
mèlre  quiconque  est  ^1  à  la  partie  de  ce  diamètre  intov 
ceptée  entre  la  coortio  et  la  corde ,  omlUpliée  par  le  para- 
mètre de  l'axe  prindpal. 

51.  Soit  oa  carré  divisé  par  des  lignes  horînmtalei  ti 
verticaies  en  n'  petits  can^ ,  ayant  chacun  a  nnîléi  de  Iob- 
gnenr  pour  c61é.  Prenons  deux  côtés  adjacents  da  gnad 
carré  pour  axes  coordonnés.  Les  cowdoniiées  du  centre  d'an 
petit  carré  sont  exprimées  par  des  nombres  entiers  impairs; 
et  les  coordonnées  des  sommets  par  des  nombres  paira, 
désignons  par  (A ,  ^}  le  centre  d'nn  petit  carré  ayant  h  pour 
abscisBe  iKsizonlale  et  c  pour  ordonnée  TerUcale;  bisanl 
passer  une  drcrile  par  (A,  c)  et(A',  t/),qael8  sont  lescairés 
qoe  cette  droite  traversera ,  et  qoeb  sont  les  centres  et  les 
sommetsdes  carrés  situés  sur  cettedroite?  Étant  données  ta 
équations  de  denx  droites  passant  cbacane  par  deux  centres, 
quelles  relations  doivent  exister  entre  les  co(Urdonnées  des 
quatre  centres  ;  1<>  pour  qae  les  deux  droites  soient  paral- 
lèles; 2°  pour  qu'elles  se  coupent  à  angles  droits;  3°pourqve 
le  point  d'intersection  soit  le  centre  d'nn  cinquième  carré? 
(Analyse  indét^minée). 

53.  d,  fr,£  étant  les  tKriscdtés  d'un  triangle  sphériqne, 
et  «  l'excès  sphérique ,  l'on  a 

1+2lco82ii+cos26-fcos2c+cos'-acoB'--fcco8'-eco6'-e1 

=C0»(û+Ô-|-c)-H»8(a+4— c)-|-cosCrt-l-c—6)+cos(6-|-c--u) . 

53.  Théorênu.  Soit  un  faisceau  de  n  droites  cooTergeates 
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lu  (M^t  0,  et  R—  1  poÏDls  X,,  X„  X,,...  X«.i ,  en  l^ne 
droite ,  le  tout  dans  un  même  plan  ;  prenez  anr  0A„  la  pre- 
mière du  raitce^n,  arbitrairemeDl  les  pdnts  A, ,  B, ,  C, ,  etc., 
eo  nnitire  qoelcoMpie  ;  dn  poipt  X,  eomme  centre,  projetez 
Ces  pointa  sor  la  seconde  droite  da  faisceau  en  A, ,  6i,  C,,  etc.  ; 
dn  point  X,  comme  centre,  projetez  ces  dernières  snr  la  Iroi- 
siëme  ligne  da  faisceau  en  A,,  fi,,  C,,  etc.;  du  point  X, 
ctHume  centre,  projetez  ces  dernières  snr  la  quatrième  ligne, 
et  ainsi  de  suite  jnsqn'à  ce  qne  tous  les  points  X,,  X.,.--Xm-i 
lient  été  employés.  Soient  A«,  fin,  Ga ,  etc. ,  les  dramière* 
projections  obtenues  dn  point  X»-i  comme  centre  ;  les  droites 
A^M ,  B,n« ,  C,Cii ,  etc.,  ODDCOurent  en  un  même  point  sitné 
sor  la  dH»te  X^C-i  (fig.  103). 

Si  n  =  3  et  X,  icstwil  fixe,  on  snpposeque  X,  décTÎTC  une 
conique ,  qoel  sera  le  lien  décrit  par  le  point  de  concours 
des  droites  A,A,,  B,B,,C,r.,,  etc.?  (Finck). 

54.  Troarer  une  surface  algébrique  snr  laquelle  on  ne 
poisse  tracer  qu'une  seule  et  unique  circonférence. 

65.  L'exposant  dn  bîndme  de  Newton  étant  de  la  fwme 
a' — f,oùae8tnDnombreiH«mieret/>  un  nombre  entier  po- 
sitif quelconque,  aucun  coefficient  dn  bindme  n'est  divisible 
par  a;  si  l'exposant  est  a,',  tous  les  coeffidenls  (le^  denx 
ûtr^es  exceptés) ,  sont  dirisibles  par  a. 

56.  Théorètae.  Étant  donné  un  système  de  lignes  droites , 
«tuées  dans  l'espace  d'une  manière  qnelconqae ,  on  peut 
mener  une  infinité  de  plans  dont  chacun  coupe  toutes  les 
droites. 

57.  Etant  données  sur  un  plan,  les  projections  cylindriques 
ou  coniques  ABC ,  A'B'C,  des  intersections  d'un  cône  qad- 
C(»iqae  par  denx  plans,  et  la  projection  O  du  sommet  du 
cùae ,  menez  nn  rayon  vecteur  quelconque  OBB'^  et  les  tan- 
gentes at  B,  fi';  ce  raym  louniant  autour  de  0 ,  quel  sera  le 
lien  du  point  X,  intersection  des  tangentes  {fig.  10i>?  (Finck.) 

lu,  Bi  HintH.  I.  35 
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FORMULE  GÉNÉRALE 

a  çoHvertion  de$  fractions  piriodiqttexnmplet  ou  mixln 
en  fnteUon»  ortb'noiru  oa  à  dtnx  termes. 
WMM  M.  TmmmmàMY. 

H«r«)>W<ir  *■  Colite*  de  Bearl  IV. 


Soil  dans  un  iiystème  de  Duntération  dont  la  base  csl  B,  une 
suite  de  chifTres  abc.  ..g  en  nombre  A,  après  lesqoek  d'aatrea 
fitàtfnBjfqrs...v,  en  nombre  &',  te  reiwodaisent  indéfiniment 
dans  un  ordre  constaut. 

On  sait  qu'une  telle  suite,  a|^ée  fraction  périodique, 
est  le  résolut  de  la  division  d'uo  nombre  n  multiplié  par  une 
certaine  puissance  de  B,  par  un  nombre/n  qui  a  des  facl«irs 
premiers  à  la  fois  avec  n  et  avec  B*  On  propose  de  retrouver 
la  traction  i  deux  termei  — .qniafoamilasnîlepModiqQe, 

ou  aulremenf  de  convertir  la  fractîMi  périodique  en  rraction 
ordinaire. 

On  distingue  généralement  deux  espèces  de  fractions  pé- 
riodiqnes ,  les  unes  appelées  litnpk» ,  dans  lesquelles  la  vir- 
gule ,  indiquant  le  rang  de  l'onité  principale,  est  immédia- 
tement à  la  gauche  do  premier  chifAiv  périodique  p,  les  au- 
tres appelées  mixtes  dans  lesquelles  il  ;  a  entre  la  virgule  et 
le  chiSfre^,  uanombrcAde  diiffres  non  périodiques. 

Je  me  propose  de  donner  une  fcMiQule  générale  convenant 
également  aux  deoX  cas. 

Four  pins  de  simplicité,  je  supposerai ,  comme  on  le  bit 
toujours ,  qu'il  n'y  ait  pas  de  partie  entière,  Soit  d(»c  la 
suite 

0,  abt...gpqr$...vpqn...vpqn...v...^eic. 
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Qoel  que  ■oit  le  rai^  da  chiffl«  auqud  on  s'srrtte  dans  ce 
qoo(î(Hit,  on  a  tonjonn  un  reste,  dont  il  nt  Eacile  d'avoir 
ane  oxpreuion.  Supposons  qu'on  s'arrête  ain^  on  nombre 
ade  périodesoomplètes  (condition  qui  n'est  pas  indispensable), 
le  reste  sera  égal  à  celai  qai ,  divisé  par  m ,  a  dcmné  le  pre- 
mier chiffre  p  de  la  prcanière  période.  Or  le  nombre  des  chif- 
fres non  périodiques  étant  A  et  ces  chiffres  Atmt  abc. ..g,  U 
reste  est  éviefeitmieDtnxB*—/nxaAc....jr;  par  omséqaeot 
après  un  nombre  ccBnplet  de  périodes,  on  doit  tonjoarsajon- 
ter  au  quotient  on  terme  complémenUire  de  U  forme  frac- 


riodes  est  a,  celui  des  chtffires  périodiques  étant  A',  le  nombre 
total  des  chiffres  est  A-f-aA'  ;  l'ordre  d'imité  do  terme  oom- 

plémentaire  est  donc  ■ .  ■  y- . 
Bar  conséquent  on  a  l'égalité 

-  =0,  abç...f!pqn...wpqn...vp...-\ ^^^^j, — ^■ 

MnUlpliaDt  toot  par  mxB*4«« 

nxB*''''*  =  »iXa*c...^^r».'..»'/»...-f-nxB*— wx«*c...y. 
Retranchons  de  part  et  iPantrenx  fi* 
«XiB****— B*)j=iiixaAc..^;>îr».,.p^rif...ty...— afo...y, 
Divisons  les  deux  membres  par  n  et  par  B^+k** — B* 
n       abc...gpqn...i'pqrt...vp... — abc.  .g 

La  partie  non  périodique  ofo.. payant  à  sa  droite  on  nom- 
bre oA'  de  cbiSres,  de  même  la  première  pérk>de  étant  suivie 

de  (a— 1}A' chiffres,  la  seconde  de  ((i—a]A'  chiffres.. ..etc..., 
le  ntunéraleor  peut  s'écrire 

aie. . .yxB-*'+;)jr».,. ex  (W'-'W+Bf --»)*+.. .+1) -aie. .^. 
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et  le  dénominateur  pent  M  mettre  soosla  formefi*(B^ — !]■ 
Nous  ponroDsalon  diviser  le  loot  par  B**' — i ,  et  moIQ^ 

plier  et  diviser  la  partie  non  périodiqoe  par  B**  — 1 ,  tXHu  as- 

rons  alors 

R  ■   abc...g(^ — i)+pqrs..,v abcg...pqn...f — abc...g 

TO~  WtB*— 1)  B*(B»'— 1)  ■ 

JVtfla.  Cette  formule  eat  iodépeadanle  de  « ,  par  oonséqaest 

la  Taleor —  est  iodâpendante  da  nuntve  de  pfrjodes.  TVi- 

dtiite  en  langage  ordinaire ,  elle  donne  la  régie  cunmie  pour 
les  fricti(»s  périodiqQes  mixtes. 

Sil'oaa  one  rractioDp6riodiqaesimple,la  partie  abe...^ 
n'existe  pas  et  il  font  faire  A=0,  d'où  B*=:  1 ,  et  l'on  a 

m    ~      B*— 1    ' 
qsi  donne  encore  la  i^ le  connue. 

On  peut  même ,  si  l'on  veut ,  se  senir  de  cette  fornnle 
poar  one  fraction  finie  ;  car  on  peat  siqiposer  qne  la  fric 
tioo  est  soifie  d'nn  nombre  iadéfiai  de  0,  auquel  cas  li 
partie  périodique  se  compose  d'un  senl  chitCre  qui  se  répète , 
tAfx  cbiflfreestO,  Euappliquantlafcmnaleon  tombe snrnM 
fractioD  qui  simplifiée  (  et  elle  peat  toujours  se  simplifier) 
donne  la  même  fracIjoD  que  la  règle  ordinaire. 


Rectification  (p.  480).— Aire  de  l'ellipiolde  aplati 
2S  (  géc.  a+oot.alog.lai^.45*+  -«  \ 
Pour  l'éUlipsoïde  terrestre ,  on  a  à  pen  prés 

a=b''H'iO";  aplatissement  =  t?^- 
(  f^oir  Legendre,  F.  eUipf.,  1. 1 ,  p.  357.) 
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MONNET,  proretMDT  >u  Cdlléta  L«ai*-lc4nnd. 

NoU  isr  l>  HnsD*  du  pnliMDCM  laiiiblablM  <te  plDiiran  Doubrci 
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Id.  M  (p.  lit). IM 

U.  M  CP-  W«)- 4TI 

lODT ,  tnsl*n  preTanaoT  dini  Im  CallégM  rajin. 
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dntto ,  fui  joint  let  Milieux  ib(  dta^oKo/M,  ptut  par  la  centre  de  la 
CMiria.IMniinHtntian  de  M.L.Anna ■  .     lU 

Problèaa'iDr  d«uiccrclei;iiar  le  point  H»teTieelion  A  dt  deua  n'rcmt- 
ftrenett  detmiet,  suimt  mm  corde  commuiu  BAC ,  lille  fu«  h  rselon^tt 
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■^e,  ITMHer /et  roMioM  fin  da{M»l  CErif Wr  Mire  eu  cMflcMKlf,  pmr 
fH*  d*i(x  rac<Mt  di  la  rrepolie  MMt/kMMtl  d  f^(M<i*>  «  dnw  iMMt- 
miea  p]  +  qi~r,el  diltrmintr eti ratian, loriqnr  Itt eon4ikon* dant 
il  t'ofit  itroM  renpiwt.  i°  7rm«ar  lej  reJ«ftMt  fui  doieml  eaiiiM' 
nirt  tti  eetJHeieiM  indrtttmtiUi  d'MU  éjaaiionf  (i)  —  o,  pwr  fx* 
dtMJS  da  le»  Toeinei  eeit»l  doat  le  rapparJ  de  i  d  q  i  pat»  f»air  («'«'le 
ait  a  racinee  en  progreuion  par  pitliMle 

!•  Trvuter  let  ronmiiani  dt  réaHU  dm  i 
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1  '-Fp^ +q  «-  0  ;  1*1  OMftiinti  p,  q  4UiU  tappoiié  riiU.  a»  OtUrwmtr  I» 

—  0, d Majfkwoit  cMi.prar  ftM  Mil*  éfumUatk admtU*  Uptmttnaé 
nombr»  foiMU  it  radau  rtilUi.  Solaliiuu  ds  M.  RogoH. i 

4.  ApplicitiDn  de  ftlg^we  à  ti  géométrie. 


toHHl  TÉtpeelivement  égmtx  i  cnx  (hHM  (pAérf  «1  d'ut  urd*  <— ■&. 
SolaDon  de  H.  Cirndde «r 

I.  rmiMT  la  Itnt  aéemifriqot  d»  Mwawtt  itt  tfjiTtniw  faf  im(  «m 
tuffmftott  al  tM>  ^Dyn-  rwnHHHU. —  a.  {%  cdHoii  porfailtmMkl  fitxikU 
tt  Miu  poiif),  M(  attaeité  par  «HU  dt  mi  txtrimiU*  i  tM  poiaJ  (■«•,  *1 
|NUM  mr  «Ha  ponUa  jkea,  mit  la^naK»  il  fwaJ  tttra—tit  gliMitr;  mi  mm- 
fWad  wr  «»  poM  dv  corda»  un  paUi  ■wUia,«>  aufas  d'à*  «Mai 
fw  la  cordm  frimarM;  fualailla  K«w  gioméirifiàt  dw  ywWd»  amya» 
ripa,  dnuJaa  Hf/mitM  poiWo»»  etqiiilibr»iupoUi,lanfiil4ear~ 
ion  glittt  MH-  la  paulii.  Salutinni  de  M.  Roguet. lit 

{^wlbi  $BHl  Ut  condtfJOM  nict*taiTn  tt  mgUmtUtpour  qiàt  Iti  lomfUMn 
dai  fruit  cifêi  d'wt  Iriauglt  Ttelmgl»  Moient  tapriméu  fr  d*i  iwwtraa 
amuMiuwatI».  Solution  de  M.  L.  Anne lit 

1 .  Cïr«Hwerira  i  wu  eJlipM  tm  rcctosg'a  ^giunaJanJ  d  •■  carW  dowtJ.  — 
ï.  Quelta  al  ta  cowrbt  tngenirée  par  ta  tonmtl  d'iHtc  poratola  da  /briH 
mdanoifa  qui  »  luid  «■  rolunl  «fiwlaaiiMat  laBjmfaddMix  droifu 
rfcfOHfiiJairaf  dimniei.  Solution  de  H.  Clrodde^ Ht 

Sotutisni  de  questloni  lai  lei  propriéléa  communei  aai  eoDiqyei  compri' 
m  dana  ona  mAme  équitioa,  *}>nl  un  ou  pliuiaon  coaSdanti  Codc* 
tient  d'un  même  Tariabis,  per  M.  Gullmin IH 

Prablimn  sut  lu  polairea,  pat  U.  Midj m 

Solution  d'un  problème  par  écrit,  ptopMé  1  Ptlii  aai  eumaii  da  1*13, 
paur  l'admlMlon  i  l'Ecole  poljlecbnlque,  par  H.  Terquem. W 

Lien  dci  pointa  milieni  de»  corde*  k  one  ligne  du  «eooud  degré,  pa*- 
lani  par  an  point  Bie,  par  M.  Hidy Mi 

XI.  Idationa  de  j^oblèmaa,  déiiMinatiatkiu  AmVhèortm»*  pMpoaéa 
dana  la  j/amsmX. 

1.  Géométrie  élémentaire. 
DémoiutratleD  du  Ibéoréme  i  (^  »;.  Si  dmu  «•  Maafla  raeMl^aa, 
dam  NàiKtimu  angtUaim  foUrititra  *oa<  d'éfalt  loafHmr,  la  IriaB- 

fl«  ut  itorile,  par  H.  Rougeiia in 

Seeeada  d«moa»raUoD  du  mïma  tbéoréme,  par  M.  Groat  de  31  PiCr.  .    tll 
SolnUon  du  probléoM  B  (p.  (g).  Exprimtr  r»in  d'un  Irioiafla  neUlifàt, 

«M  fonetion  dai  froii  midimm,  par  H.  Lévjlier Il* 

DémonalnUon  du  Ibèarémas  (p.  >T)inr  la  ujangleéquilatéril  Inaoïit.  ■  ■    in 

DémoDitrallon  da  IbéOTéms  M  (p.  W).  Lit  Uuacirteat  daa  deux  <Mf  la 

taUrititn  fwm  quairilaUrfcompM  <la«lpniiMV4«t>iM4«'doa  qa'tttu 

cnpnt  laa  dWadw  faadrfbMra,  lu  laiHaMjrdM  porNmu  d«  cm  Ut- 

aaeMaaa  ânfnvapMai  doua  I*  fnadrilaWra  al  lai  iitiKaitx  da(  iimfemaitt 

dit  «MdrffaiWr*  MiMf  nw  mm  aOiMa  droite ,  pat  M.  Purf UT 

Saintlon  du  prablése  31  (p.  lia).  Déduin  dat  pnrrUliê  dw  (iSvtfla 


jaliia  p*lf(  fHa  t*  asawa  daa  audHl*!  da  aaa  daiur  ttpet,  et  plaa  frsnd 

fwa  laMTdtfïraaM,  par  H.  B.  Merilen 

Solallen  du  |«ebIéDe  1  (p.  m).  On  dmnc  un  In'Mifla  ABC  al  «M  paial 
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0  Unt  eimUritur  i4  cf  triwifl*.  U  pmni  0  éumi  tomidiri  eammt 
■M  KU«  tajlkimmf  ptHU,  (I  It  ptrintéirt  d»  Maafia,  eowtmâ  wu  K- 
pu  SMiMalle  rar/M(*MMl  ^lai Hf»;  «•  prvpot*  dt  dittrml^uT  ntr  to 
(4M  ACAi(rià>jil(,  waïKiiitlP  MfM  tu  MI«  dtH^t  rfs  O  mti  P,  r*- 
VHIHM  d  M  mims  pai»l  V,  mprii  liln  rififeMt  nMeutiwmraf  iw  (m 
riMM  amtru  tétit,  AB,  BG,  il«  IrUmglt,  pu  U.  H.  Bcriot. 4' 

t.  TrigonomètTle  reetlUgne. 

S*lgt)an  do  pA>bl«ine  lo  (p.  34t)  :  Tnmvtr  la  loi  du  «MioppMual  da 
lia.  («j-h«|+Oj,.  +^).  «(dé  005.(0, +  o^+o,..  +  o^).  Bu  dîiuirt 
Iti  /brmuUi  «mmwf  pour  >ln.  «a  tl  eoi.  lU;  par  H.  Vaebelle t 

Démonilnlioo  do  ihéortmc  i  (p.  m)  Si  bi  ditfoiu»  rfn  Iroù  nmMtlt 
(fun  IrliMiffa  •»  etntn  «Fhk  s*re(t  iiuerif ,  toHi  proportiofttttllti  aux 
dUlomett  dit  Irair  »mbsU  d'un  omIt*  tria»; I«  au  cnlr*  du  e«rcf«  iit- 
leriidaui  e$  Irtaitfb,  letitmit  Iritmtln  wrml  (mftlsUw;  pir  M.  Loai* 
Roux V. 

Solution  du  problème  U  (p.  34S;  :  QwU«  «il  la  loaH*  du  mflM  wKdM 
dww  cA«nw  dM  ciHf  «irpi  r^piliert?  pir  H.  Ed.  Ucrliaui 1' 

S.  Géométrie  deacrlpUTC 

SalDtlon  du  probtïmc  1  (p.  n)  -.  Ou  doMu  Ut  praiteiiou*  d'iuM  draitt  AB  , 

«I  c*U<i  dt  ituxpoiuUC,!»,  non  «ildd*  d«M imM«»  plan  omc ia droite; 

tvMtrw^  f(i  firi!f«clionj  iTmi  poisi  nM  mr  la  drsila  ÂB,  d  («I  }w  lu 

',  ««nwudt  Ml  dùfancMotwdMi^epDinlf  donna  C.D,ti>il  w»  miDlmiim; 

■  par  M.  Bd.Harlleai .    |. 

t.  Algibre  sapérleure. 
Solution  du  probUmc  g  ;p,  u)  -.  DémmUrer  que  lajimila  éti  raeimM 
fotitiMt  d'un»  éiuatiou  dt  dtgrt  mmitnt  twinU  four  mpeieul  du 
prnnicr  lermt,  al  tu  wnm*  iftdtux  fluâ  grui^a  d»  quauliUi  : 
kX  kbT  I^C,  «le;  l'^ïMiion  a^aut  pour  Icmtt  uig^fn 
—  Ai""',— B»"'"',  — Ci'''~*,«(e.;p»rM.  Porj 1 

9.  Gtométils  uuljtlque  i,  deux  dlmeniloi». 

DémonitnUan  da  ihAoréme  Xp.  M):  Si  d'un  potnf  A  fww  tItipM,  au 
uiuiiM  d*t  ptrfmdUulairti  AM,  AN,  mt  iMdtBHMm  nxv'oyn'' 'f"*"! 
la  diogonafg  AP  da  paraUïlofroMtN*  nnuintil  *W  AU  «1  AN,  Ml  MSr- 
Mol*  d  FeOift  «n  A  ;  pir  N.  Huet I 

Seconde  démoDiiritlon  du  mMe  thtorimaj  pir  M.  Tldil t 

Solaliondu  problème  ï  (p.  SI)  :  SlanI  donn^  ww  ^giMllon  alfcMfiM  d 
«M|bimlarMi,  eka4Mraein«  pcnl  ilri  eomidérét  tammtla  raeiut  iFum 
un  tM  on  ÏM^tnaira.  JUmaiunr  qut  la  io«uM  d»  aret  ttl  rAlh  «1 
IrMwerMitomuia  à  FeU*  du  IoMm l 

Solution  du  pnbléne>'(p.  5»)  :  lutrlrt  doni  um  tUipn  uut  corda  Wle 
fW  la  Êomme  d*  M  lon^MW  «I  d«  la  diilonM  d*  tm  milieu  em  wnlra 
dt  felUptt  toit  on  nuilmum ■ 

SoluUoQ  du  problème  il  (p.  s»)  sIuKrirt  doue  uue  tUipm  an  Iriengb  i«n»- 
UaN«  d  Ml  lnanirl«  d«nn4 l 

Sointleii  dn  problème  ia(p.  W)  :  l^  (om  AB  d'an  frionir''  fKlilfîn*  ABC, 

■  (M  don»^  da  yrand«Hr  <f  da  poitHoii;  la  idmsu  daa  deux  tAUi  AC,  BG, 
d«lri«ifl««(/falldMudro<(«donB^,-  on  nfppow  ifueee  tr{an^ 
toanu  mKom-  d'an  axa  r«liii^«  trat^  mr  tou  pin;  d/f«nnnar  la 
tOMntl  C  da  Iriaiif la  da  nrniVra  fae  la  immt  dti  ntrfatet  ilitriUi  por 
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leidmctUiACBC«ii«fnUé{mbt4t,»it  m ouilaiam  «■  Mm  w» 
mioèmiu»;  r*'  "'  A  <!•  Beiuutq -. lU 

SalnUoDdu  prebMne  t*tf.%a}-.  fl^tormiiwr  fifàti»» ^wma Hgm Wh, 
f»'n>  hH  «Mao*!  MM  tM^nif*  «•  H»  pvi»!  fiMtM«f<wJte  pa'«te  <k  c*tl« 
laHf«i>la  «MvKw  dam  rinUrittÊr  d'à»  sMfla  d«Mi4,  M«l  MMfOMHMt 
<«afai(wM<ln?a«i<olMJi,p*TM.Sd.U«iU«n Mi 

D^noottriaoa  dalbtottman  (-p.  i*l):  Par  tmfoiiUX  Mué  dMuJ«  plM 

diomdfrt  <(  wh  troiiième  droili  ipttkonqiu  r»neoiUra»t  la  cmtrh  «a 
dniz  poînCi;  aicilaiil  dntx  loa^Mifif  f»r  nt  de«xpDHiff,*UMCtfiips«(ls 
KomdtdroiltntitaxfoinliéfaUwtMliiilaitUdafimt/iifnlI.Parj.    IH 

MMlon  dgipTobIMM  •  (p.  i») .-  DitrtKt  wm  kffpn-tob  éfiritoWr*  fMfxUt 
dfiMlr*dr»tfMdMt«<N;pir  M.  LouifRoai. m 

Dlm«Mlr*llM  dn  liiéai4aM  M  (p.  1«)  i  La  «mimI*  «t  fa  («;«<«  auiute 
par  b  painl  4'mim  <M*ifiM  tetorc^lraf,  Mr  i«m  «M  priiM^ia/,  mw 
liHifiMW  ffala  Mt  proiwll  dawratim*  veelmm patiatU  par  et  poM, 
ritoM  par  1b  dtiume*  <i>  iwW  H  nroad  on  pràKtpoJ,- daw  ta  ^vroM* 
«(M  (oitfwaw  Hl  ^fala  au  douW«  du  raipm  tttlaur  ;  pti  M.  Vieballe.    s» 

S.  Géométrie  tndTtliiue  k  trois  (UdmiuIdiil 

Bolallon  du  problAma  f  (p.  ill.)  =  0>«l  aJl  le  fijiw  cowl  cAmnind'wt 
p«»td«i(  m»trt,ii  pauuntpar  àtux  droitti  iiH4n  dam*  ftipaei? 
par  H.  Bd.  Merlteai IM 

S«lallan  da  prablémeli  (p.  lu).  5itr/b«(  aif^trifwi  wr  {««fMalIn  on 
M  pMiJ  (raen-  fH"*»  «Mb  Upw  dririff  ;  par  M.  Rochs ITI 

T.  ProUfemei  non  réiolui.  Théorimet  oon  démcotrés. 
<(p.»i)!  i,4,fl,T(p.  m  «I  i»3);  a  cp.  iM);  ai,  »i,  u  [p.  mi):  t^  u, 

M,>I,n,W,  M,tl  lp.lM,>M*tMeOt  tl,«..~.  M,(T  (p.  HO,  H!;. 


Burailtda  Jimmal  d$  Crtlk,  iMi-il«,  t.iS;pirlI.TrrqaBai m 

Exlnlti  da  Aontof  d«  CrtlU,  IHI ,  l.  u,  i"  cihlar;  par  H.  Targaein.  .  .  Iil 
Sllrail*  dra  ConplH  mutiii  de  FJeadémw  dt.BtrU»  iBtritUuttrdit  eu.), 

faiM,Kp(nf^t,9eU>brtMiJpitH.  Teiquam nt 

Bllniil  da  Campui  rmdiu  rf«  CioadAHit  dtt  teiciKai  de  Parii    Cia.  i, 

iamitrj  par  H.  Tarqtisiu Ml 

BitraHa  dai  C0a»p(w  raKdMit*  FJE«Ua>i*dMwl**eMd>Pari:i,  il»;  par 

K.  TarquaiD. ti) 

InaljH  deai'foiud'ariUmdMfiHilaP.-i:.  Cirsdd<;ptrll.Tan|M«.  .  .  4) 
AnalTM  de  JiiJtUwK  oriAa  fWHb-aAtre  vf  i*«  cirvla,  ïy  «.  «aocaat;  par 

U.  TerqDMD.  ,      IK 

AnalyM  de  la  ThéorU  dn  paralUtu  de  F.  Dvramd  de  JfoiMtlral;  par 

H.  Terqaem ■  .  ,  .  ,   lit 

Anil^aa  de*  ÈUwkU  da  géowiélrit  dt  Eittèue  liatmmt  ;  par  H.  Oùtewil.  411 
Anallte  du  Compltmnt  de  GiamOirit  oMlyMfHe  de  C-K.  Pag*!  F* 

H.TerqDem ,.-. *»• 

Atuliee  de  VApplieatlom  de  fa  atélludà  dn  pnitetioiu  à  la  rttkêrtht  di 

e*TlalmttpnrTiétùgii)WUIriqmet,part-À.F*Trial;ptiU.T»tfia—t.  «et 
lnalT*e  dei  TUoriti  gèitérata  de  giomUrit  «Mjyttgâe  aipiM^^im  à  fa 

diKuiriim  dn  taurin  algibrigon  dt  digrtt  tupérieurt  d  Putagt  d*i 

emtdUaU  d  Htolt  (M^lecJMfiH,  par  B.  Gvmré  ;  par  X.  TcnpiaB.  ...    4M 
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Pi 
RUauUon  da  l«  Déwieiutratwn  Smm  mdwimm  Ikéorimt  d*  Mtcttiipt»  ti- 

Ittlt  i*  M.  Pattot  ;  pir  H,  Terqaem M,    l 

iMlTM  dM  Btuàn  tmr  U$  proprUUi  dt  ffiçmtt  ftwclioai  tl  fur  fa  n- 

friittMafmUtirùeinei  iti  igiiaUent, par  ëti  initrtttliofu  ditoiirtn, 

par  M.  B.  PTanhtt;  p»T  1t.  Jerqaem 4 

Aaaijie  ds  la  JTommM*  tùtwiologie  reiiontéi  de  M.  J.  lacmari  ;  ptt 

"   -  4 

XIV.  Xatièrea  dîvcvMs. 

I.— TtaéOTimM  à  dèmmUcr il,  ivi,  m,  iw,    t 

n  d'DnrigB*. M,  lis,  itT,  311,    I 

X  laarèiti  da  coneMin  dM  coUAgea 3 

tt,poMrFadmlmioniFBtol*polj^tdmitii»,  qmtitmu. 

Géoméiria  «lémeoMIn t 

TrigoDamélfia. > 

Sutiqoe t 

Gtomtiric  deacriptlTe. 1 

Gtomélrlfl  anllTtlqae lit,  I 

Quaailona  propoâtea  pat  AariL 1 

ATki  Tclatiraoi  auuiaiii t 

Gnmé  amatm  d*  lut.  QmNtiaiu  prapoiiu  .  .  .  .■ Wa,  I 

ComemÊrt  tttlrit  à  TBasla  aonMA  (MAI  1143). 

QsaMioDt  da  MalfatiDaUqaa* I 

Qatationa  de  Phjfaiqna I 

jBmte. I 

X%t.  minaa«iyinm»Bta  Mograpkiyaca  •!  UlfiD(»*pUqtt*a. 

Abal.iis.  Cramer,  I».  LapIaca.iW. 

AtrkalB  (S.  J,),  44t.  Dandslia  ,  4n.  Le  Françoii ,  433- 

Alambeil  {it),  4».  Eneka ,  m.  Laibnlu,  STI. 

'-U.41I.  BiMlide,41l,  Utj.it». 

-    -----  Baler,  lis,  isï,  UT,4M,  LhallIietiS-),  i«i. 

mmuiii,  «1.  tl».  Liouillle  ,  39T. 

Beioat.iM.  Pinck,  11».  Hidj,  4to. 

BiBM.ioLdS-  Peacenei ,  44*.  M<iirre,4M. 

Bwis«IiitUI«,  4U.  fiioU,  441.  HODge,  M4. 

Bret,  ill,4il.  Giraiï(A.},  lit.  Newton,  I9>,  4ai. 

firtanehOD,  4n.  Oalahard  ,  44>.  foDodai,  um,  433, 4ii 

Caach),  tiT, 441.  Huddea,  i3i.  QaeMlei,4'ji. 

CaTallarl(B.),3lt.  Jaeabi.ll*.  Be«,  tu. 

Chaale»,  m,iM,  lia.  Lananga,  UT.  Serroli,  mi. 

Cm**,  m.  Unberg,  m.  W«JmateT,4W- 
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Pige  i65,  lignes,  en de««eiid«nt ,  — tp.liitMi  — >/>. 
Page  170,  ligne  9.  en  ramontinl,  ILr--i,  liiei  :  Ki-"-'' 

Page  180,  ligne  4>  <■>  Mmontant,  ,  Um**  i   —^- 

Page  i94'IÎKi>s4>"''  ^montant ,  (fc.  —  ,  l'un  •  *^'-^' 

Page  198,  ligne  6,  en  remontant,  centre  do;  a^*t. 
^    Page  loS  1  ligna  1 1 ,  en  descendant ,  et  à ,  lUës  1  de- 
Page  307,  l'Rne  5.  en  remontiint,  ùtô^  trait,  iûtt  1  sltoéi  wi  troiii 
Page  a36,  ligne  i4>  pge  SG,  A'hi  .-  pan  $9. 
Page  aG3,  ligne  deriuère,  ayau<«(i  fig.Sg- 
Page  167,  ligne  16,  en  docendaat,  If/",  Utu-.^i^. 
Page  S70,  ligne  la,  en  remontant,  compnMiti,  littt  -■  cOBiptroiu. 
Page  371,  ligne  5,  en  remontant,  explication,  fùti.- applicUion. 
Page  37a.  Ijgne  5,  en  descendant,  poarraît ,  iitii.-  ponraiL 
Page3a4,  lignes,  en deacendant,  i'cosV,  tiitt:  t'ctuFa'. 
Page  3ii,  ligne  a,  en  descendant,  théorème  a,  lutti  théoiène  i. 
Page  3 :6,  ligne  10,  en  lemontant,  &i«ceaaE.  liiam  i  ase)> 
Page  3I1,  ligne  ii,  en  descendant ,  €ll3t,  Um:  '-"^tj. 

Page  333 ,  ligne  10 ,  en  descendant ,  yt^,  tint .-  ttyH. 

Page  317,  li^e  11,  en  descendant,  \-]%a,litni  1701. 

Page  38i,  ligne  dernière,  qnalilà,  Uitti  qaaotità. 

Page  )gi,  ligne  a,  en  ducendant,  *'■'.  lUtt  :  a'^*. 

Page  391,  ligne  i5,  en  descendant,  fS'i".lUtt!  0"P\ 

PageSga,  li^«3,  en  dew^ndant,  SM'M"H"',  Juui  OM'M"H''. 

Page  399,  ligne  i4>  en  descendant,  - ,  litn ■■  -' 

Page  39a,  ligne  3,  en  remontant  t.  Um:  c. 

Page4o5,  ligne  4,  en  remont.,  d^montration.iiMtt  démoitetntiaa- 

Page  4o9i  ligne  8,  en  descendant,  pat,  tffaeu. 

Page  44'> ''8"°  3,  en  remontant  4. 'ii»i  L. 

Page 441,  ligue  i,  en  remontant,  ^.liiet:  L. 

Page  44'>  ligne  a,  en  descendant,  4>  littt  :  L. 

Page  443,  ligne  3,  en  descendant,  .— ,  lita  :  l.~. 

Page  443,  note,  t.  3,  1S37.  liia--  t    1,  p   378.  i836. 
Page  448,  ligne  8,  en  remontant,  d'annét,  tiiai  d'uuaita. 
Page  4^,  ligne  3 ,  en  desoeodant,  porportionnalles,  li$tMi  pcoFor* 
tionni^ei. 


P1R13.  -IMPRIMBRIE  DE  PAIN  SI  THONOT, 
bi  L'imiTSMitl  »oTii.f  Di  raiaca, 
«  RKlne,  M,  prti  de  l'Odton. 
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